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Beiträge    zur   Summirung  der  Reihen. 

Von 

Herrn   Hofrath  Oettinger 

CO  Freiburg  i.  B. 


I*    SanuniniBif  der  reciproken  PoteBseAreiben« 

Die  Grundlage  für  die  Summirung  einfacher  Reiben,  deren 
Glieder  mit  einerlei  oder  abwechselnden  Gliedern  versehen  sind, 
bilden  folgende  Gleichungen: 

I)  2[q+ Xi-i-  X^-i-* ' ''  Xn  =  ^"^Xn+i — -^--*Jlo> 

JT  bedeutet  hier  irgend  eine  Function  von  a;;  die  Glieder  der  Reihe 
entstehen  dadurch,  dass  a:  je  um  einen  bestimmten^ Werth  (z/or) 
wächst,  und  X^^^^fx,  Xn=f(x  +  nJx)  bedeutet.  Das  Vielfache 
der  Zunahme  ist  durch  die  Stellenzahlen  angezeigt.  z/~^  bezeichnet 
den  ersten  negativen  Unterschied  (wofür  auch  das  Zeichen  £ 
gescbrlebeu  wird)  und  f^^  die  erste  negative  Aufstufung  der  Func- 
tionen, welche  die  einzelnen  Glieder  der  zu  summirenden  Reihe 
erzeugt.  Die  Begründung  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
findet  sich  in  meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functio- 
nen.  §.  72.  nachgewiesen. 

So  oft  die  Darstellung  von  z/-^  und  f->  für  irgend  eine  Func- 
tion gelingt,  kann  man  auch  die  fragliche  Reihe  summiren.  Da 
man  nun,  wie  ich  schon  in  der  oben  angeführten  Schrift  und  später 
auch  in  meiner  Theorie  der  analytischen  Function  en§.]9:u.20. 

Th^il  XXVI.  1 


] 
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fcezelgt  habe,  die  neRatlven  Unterschiede  und  Aufstufangen 
Functionen  darstellen  kann,  so  vrird  es  auch  miinlich  sein,  j 
im  einzelnen  Falle  vorlie;>ende ,  durch  irgend  eine  Function 
teufte  Reihe  zu  summiren. 

Die  Darstellung  des  SummenausdrncliS  einer  Reihe  beruht 
nun  auf  EntuickInnK  der  zwei  in  I)  und  2)  ani;exeip!ten  Ausdrücke. 
Beide  sin<i  iveseiitlrche  lies tandt heile  des  Suninienausdnicks  und 
werden  auf  eine  und  dieselbe  Weise  erzeui;t.  Man  kann  die  Sunime 
auch  zivisciien  den  Grenzen  «und  h  nehmen,  Dann  enisichen  fol- 
gende Ableitmi  !{»-(>  I  eich  LI  uf^en : 

3)  .Va  + A„f,  +  Aofa....  A'„+„=^-ij:„+„+,  -  ^-»  Ja, 

4)  Af„-.Ya+,+ A'„+,-....(-)'■Ar»+,=(-)'.^'A'.+„| ,-E-'Ar. 

fijr  n>d.  Bis  jetzt  hat  man  sich  vnrzii^sneise  mit  Summirung 
von  Reihen,  deren  Glieder  mit  einerlei  Zeichen  verbunden  sind, 
faeschafti^t,  und  die  Summirun);  der  Beihen,  deren  Glieder  mit  ab- 
wechselnden Zeichen  verbunden  sind,  wenig  oder  gar  nicht  beachtet. 
Die  Reihen  der  letzten  Art  machen  sich  aber  in  einer  syslemati- 
EcbenBehnndlundsiveisenobl  selbstversländlicTi  geltend  und  künnen 
ferner  nicht  aus  derThenrie  der  Summenrechnunf;  ausgeschlossen 
bleiben,  norauf  ich  schon  im  IStenThoil  dieses  Archivs  p.  36. 
in  einem  Aufsatze  über  Differenzen-  und  Summenrechnung  hinge- 
wiesen habe.  Euler  bat  6ich  zwar  im  2len  Theile  seiner  „Dif- 
ferenzlalrechnong"  mit  ffuitimining  von  Reihen,  deren  Glieder 
mit  abwpcliselnden  Zeichen  verbunden  sind,  beschäftigt,  hat  aber 
hiefilr  keine  Theorie  gegeben,  sondern  sich  nur  auf  Sunimirirng 
der  Pöteiizenreihen  beschrfinkt.  Der  vnn  ihm  für  diesen  speciellen 
Fall  gewählte  Gnlwickehingsgang  ist  aber  sehr  mühevoll  und  lohnt 
mit  geringer  Ausbeute,  wie  die  von  ihm  gegebenen  Resultate  »ei- 
iien.  üiess  mag  nohl  der  Grund  gewesen  sein,  warum  bis  jetzt 
dieser  nicht -wniiileressanle  Zweig  der  Summenrechnung  weniger, 
als   er  verdient,    berCicksichtigt  wurde. 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  bilden  die  Grundinge,  worauf  derselbe 
auf  gleich  erfolgreiche  Weise  benriieitet  werden  kann,  wie  es  bei 
den  Reiben  der  ersten  Art  bereits  geschehen  ist,. und  ich  verweise 
in  dieser  Beziehung  auf  die  oben  angelührten  Schrillen,  worin  dr« 
Belege  biezu  gegeben  eind. 

In  den  Gieicbnngen  1)—1)  sind  die  Grenzen,  zwischen  welchen 
die  Summe  einer  Reihe  genommen  werden  soll,  willkührlich  und 
hängen  daher  von  der  Annahme  des  Werthes  för  a  und  n  ab. 
Ausser  dieser  Annahme  aber  ist  nichts  der  Willkühr  überlassen. 
Man  hat  iiuoi  da  man  sich  nur  mit  den  in  I)  und  3)  bezeichneten 
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Reilitn  beschäftigte,  /1-^^Xn^i  and  ^^^Xu^^x  (oder  £Xi-fi» 
£jro.fHrfi)  den  Sunini^nau«drack  und  ^"^JT^  oder  ^— ^Xa  die 
willkfihrlich  zu, bestimmende  Consta nte  genannt.  Diese  Benen* 
nnog  Ist  in  so  ferne  nicht  richtig»  als  die  Darstellung  der  Summe 
wesentlich  auf  der  Werthermittelung  beider  Ausdrücke,  nicht  des 
einen  allein  beruht,  wie  diess  der  Fall  bei  Darstellung  der  Summen- 
ausdrucke  für  alle  begrenzte  Reihen  ist.  Nur  dann  tritt  z/-^Xn-fi 
und  z/~~^  Jfa-i-fi-f  1  vorzugsweise  als  Summenausdruck  auf,  wenn 
d^'^X^  oder  /i—^Xa  eine  solche  Gestalt  erhält,  dass  der  hieför 
sich  ergebende  Ausdruck  verschwindet.  Aber  auch  im  Falle  des 
Verschwindens  unterliegt  dieser  Ausdruck  häufig  einer  besondern 
Beachtung,  wie  diess  bei  der  Summirung  der  Potenzenreihen  vor- 
kommt 

Bei  Darstellung  der  Summe  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten, 
dass  zZ-^^Tn+i  ö^®"*  d^^Xa-^n-^i  verschwindet  und  dann  tritt  die 
Werth-Bestimmung  von  J^^Xq  und  J-^XasAs  Hauptaufgabe  auf. 
Die  hieraus  sich  ergehenden  Ausdrücke  erscheinen  dann  keines- 
wegs  als  willkührlich  zu  bestimmende  Constanten,  sondern  als 
Grenzwerthe  der  in  Frage  stehenden  Summen.  Diess  kommt  z.  B. 
bei  Darstellung  der  Summenausdrücke  für  die  reciproken  Potenz- 
Reihen  und  Facultäten-Reiben  vor,  womit  wir  uns  näher  hier  beschSF- 
tigen  wollen,  wobei  wir  jedoch  den  Sprachgebrauch,  wie  er  sich 
einmal  gebildet  bat,  beibehalten  werden. 


5.  2.  , 

Wir  wenden  ans  nun  zur  Summirung  der  reciproken  Potenz- 
reihen. Die  Ausdrücke,  welche  hier  In  Betrachtung  kommen,  und  die 
sieb  in  den  oben  genannten  Schriften  entwickelt  finden,  sind  in 
allgemeiner  Form  folgende: 


,.  l._JL_.  __L_  ._L_.     L_ 

—  (p_l)a;P-».^ar"*'2a;P"''6.2a:P+>      30 .  l; " >  »  "'^  -•-'.ii./  >^~ 

1  1 

1. 


1* 
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Bei  nnendlich  zanehmendem  n  verschwindet  die  zweite  R^ih^ 
Qnd  die  erste  bildet  den  Grenzwerth  für  die  unendlich  fortlaufende 
Reibe : 

^'     xP  ^  (xi-Jx)P  +  (x+2Jj)P  ■*■  (xi-SJa:)P ^ (p-l)xP-^Jje 

1  pJx         [y?]3(//.T)3      [p]^(Jx)^_ 

+  2^P  +  6.2.^p+i     3ü.4a:P+3 "*" 42.6.AP+«     *  "* 

Die  CoefGcienten  der  einzelnen  .Glieder  sind  die  Bernoullischen 
Zahlen.    Der  Kürze  wegen  bedeutet 

p(p+l)(p+2)....(p+m-l) 
'^J'"""  1.2.3. ...m 

In  2)  §.  L.  hat  man  für  ein  gerades  und  ungerades  n  zu  un- 
terscheiden.   Es  entsteht  dann: 

1  1  1 1 1 

^^      xP      (x+Jx)p'*'(x+2Jx)P     (x+'6Jx)P""     (x+(2n-^l)Jx)P 

1     pjx    [pK^x)^   [pu^a^r  ^pu^^y,. 

'"2arl»"*"4.a:P+i        S.xP-^^   "^    4.a:i>f«  16.a:P+«    "*"•••' 

1  p  ,/ix 


2(a:+(2n—l)^:/.r)P  ^  A{x-{(2n-^\)^x)P+^ 

8(ar+(2M— l)^a:)P+3  "^  4(ar+(2ii— J)z/a:)P+« 


•)       ^n        /^  •   y#/*.^i»   ■    /'^_l9  A^\n        /'^_l_5ly#<^^^l  ■••••■ 


a:P      (:r+^^)P  ^  (a;+2z/ar)P      (ar+3z/ar)P^'-^(a:+(2n— 2)^/ar)P 

'~2a:P^4a;P+*        8.a:P+8    "^    4.arP+* 

1 p.^x 

^  2(ar+(2w-2Ma:)p"'4(ar+(2w— 2;z^a?)P+i 

■*■  8(ar+(2«-2)^:/ar)P+3     4(a;+(2ii— 2)z^a:)P+»     '  *  *  * 

Wird  das  Schlussglied  in  3)  auf  die  rechte  Seite  gebracht,  so 
gewinnt  man  noch  eine  zweite  Darstellung: 
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5)    JL L_+_L_^_JL_      . \ 

■*■  2(a:+(2«-l)^:/a:)P  "*"  4(ar+(2n-  l)z/;r)P+» 

8(aJ+C2«— l)z/a:)P+8  "*"  4(a;+(2«— lMar)P+«"*"*  • ' " 

Bei  unendlich  wachsendem  n  verschwinden  die  zweiten  Reihen 
in  3)— 5)  und  es  ergibt  sich  dann  folgende  Grenzwerth-Bestimmung: 

Ks    ±___L_.__L 1       . 

~2a*  +  4a;p+i~    8a:P+8    +    4.arP+»  16.a;P+'     "*"•••• 

I 

Die  Coefflcienten  der  Glieder  dieser  Reihen  sind  die  Vorzählen 
der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  und  haben  folgende  Werthe : 


7) 


Ml=\' 

3202291 
üf,o=-  4   . 

M%=1' 

„   221930581 

^»=8' 

„   4722116521 
■'"1«=    4    ' 

^4  ==4' 

968383688827 

^»=16' 

14717667114151 

J/,4=    -  4 

W-31 

2093660879252671 

il/,4—         g 

„   86125672563301143 

^18—         4        ' 

4561 

„   129848163681107301953 

^17—       64 

„   929669 

868320396104950823611 

32     '  '"'" 

u.  t.  w.    Sie  divergiren,  wie  die  Bernoullischen  Zahlen,  sehr  alark. 
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§.  3. 

Wendet  man  nun  die  Gleichungen  des  iporigen  Paragraphen  auf 
besondere  Fälle  an  und  setzt  a:  =  l,  Jx^=^l,  so  entstehen  die  reci- 
proken  Potenzreihen  der  natürlichen  Zahlen.  Aus  1)  §•  2.  erhält 
man  sofort: 

,,       .1,1.1.      l^r iL .i 

■^  V2nP^^  "•'  120nP+»'"252nP+* 


Cp  bestimmt  sich  auf  die  bekannte  Art,  indem  man  einen  Werth 
för  n  annimmt,  die  begleitende  Reihe  von  der  rechten  auf  die 
linke  Seite  bringt  und  hieraus  die  Zahlenwerthe  fiir  Cp  berechnet. 
Auf  diese  Art  sind  die  Werthe  für  C  fiir  die  40  ersten  Potenzen 
berechnet  und  in  der  nachfolgenden  Tafel  zusammengestellt.. 
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2)    C.« 


Ca 
C4 
C. 
C, 

Cr 
Ca 
C, 

Cio 
Ci, 

C,a 

C21 
C22 
C23 
C24 
C25 

Cgi 
C40 


1 
1 


=  1 
=  1 
=  1 

=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 

=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=1 
=  1 

=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 
=  1 

:;=! 
=  1 
=1 


644  934  066  848  2264, 

202  056  903  159  5942, 

082  323  233  711  1382, 

036  927  755  143  3699, 

077  343  061  984  4491, 

008  349  277  381  9227, 

004  077  356  197  9443, 

002  008  392  826  0822, 

000  994  575  127  8180, 

000  494  188  604  1194, 

000  246  086  553  3080. 
000  122  713  347  5785, 

000  061  248  135  0587, 
000  030  588  236  3070, 
000  015  282  259  4086, 
000  007  637  197  6379, 
000  003  817  293  264  99, 

000  001  908  212  716  55, 
000  000  953  962  033  87. 
000  000  476  932  986  78, 
000  000  238  450  502  56, 
000  000  119  W  925  96, 
000  000  059  608  189  051  258 
000  000  029  803  503  514  650 
000  000  014  901  554  839  365 
000  000  007  450  711  789  835 
000  000  003  725  334  024  789 
000  000  001  862  659  723  512 
000  000  000  931  327  432  420 
000  000  000  465  662  906  504 
000  000  000  232  831  203  367 
000  000  000  116  415  501  727 
000  000  000  058  207  720  879 
000  000  000  029  103  850  445 
000  000  000  014  551  921  891 
000  000  000  007  275  959  835 
000  000  000  003  637  979  647 
000  000  000  001  818  989  650 
000  000  000  000  909  494  784 
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Fflr  die  17  ersten  Potenzen  sind  sie  auf  16  Decimalsteilen, 
von  der  ISten  bis  2^ten  Potenz  auf  17  Stelleu,  von  der  24sten  bis 
40sten  auf  20  Stellen  berechnet.  Die  21ste  Stelle  ist  zwar  ange- 
geben, ihr  Werth  ist  jedoch  nicht  ganz  sicher,  aber  nicht  wohl 
mehr  als  um  die  Einheit  unsicher. 

Euler  hat  die  Werthe  der  C  bis  zur  löten  Potenz  (Diffe-  - 
renzial-Rechnung  2ter  Theil  §.151)  und  darunter  einige  un- 
richtig angegeben;  Legendre  hat  die  unrichtigen  berichtigt  und 
die  Werthe  bis  zur  35sten  Potenz  (Traite  d.  fonct.  ellipt.  T.  IL 
p.  432.) auf  16  Stellen  berechnet.  Die  von  Legendre  angegebenen 
stimmen  mit  den  hier  mitgetheilten  Werthen,  mit  Ausnahme  von  Csa 
überein,  wo  die  16te  Stelle  differirt. 

Die  besondern  Fälle,  die  sich  aus  1)  ergeben  sind: 

_c     l+J-    JL.J_    J_4.J 5_+ 

1+1.1+1.        1 

—  ^8  —  2n2  +  2«»  "■  4n4  +  12w«  ""  12n«  +  29.  w^^    6n  ^  +  •' ' 

,.1.1.1.        1 
'  2*     3*     4*     —  n* 

■"^4~3»8+2/|4""3«*+6w^~'9«»  +  27i"""nW+'  ••' 
2      1       1  \ 

_        J_    ±.    A-   JL L.  JH.    _^ 

-"  ^6  ■"  4«*  +  2w*"'  127*6  +24w8  iJ»io "•" 8. «i»  ""  12ni*+* '  ' ' 

1  +  26  +  36 +46 +**"^ 

_C  -1-  +  -1_-L4--^^ J:-  +  _33 91^ 

-*'•      5m»  +  2ii«     2»»^*^  16»«     «»»  +  10.W"     6.n"+""' 


OetUnger:    Beiträge  %ur  Summirung  der  Heiken.  9 

~^      6iiö"^2«^  "12118+ 10«io-6„i«  +  20ni*""12n^«  +•'• ' 


1-1-1      111 
_  l.._l_A.l.      JL     JfL      M. 


U.    8.    W. 


$.  4. 

Um  die  SummeDausdrücke  für  die  reciproken  Potenzreihen 
mit  abwechselnden  Zeichen  zu  erhalten,  hat  man  x=\ ,  Jx-^l 
in  3)»  4)  und  5)  §.2.  zu  setzen.     Hiedurcb  entsteht: 


1,      i-l+d  1+    -  1 


2p^>     4p^***      (2/i)P 


=iy„- 


1     .      p  Ms     .  _bl 


P  "^ 2(2n)P  ■*■  4(2n)P+i     8(2/i)P  *  » "^  4(2w)P+* 


17b]r      ,    31[;,], 


16(2n)P+^^4(2w)P+»     * 


• .  •  > 


^)  *""2P+3p""4P"'"*'(2n— 1)P 

1  p  [pjg 

=  Äp  +2(2n— 1)P'^4(2«  — l)P+i  +8(2w— 1)P+» 

4(2»-  I)P+*  +  16(2n-l)P+^  + ^  +  2(2n)P 

,        P  _         [Pia      ,      [P]5     __     17[;^]y 
***  4(2n)P+i ""  8(2n)P+3  t  4(2n)P+*      l6(2n)P+''  '^"" 


Der  Werth  für  Hp  ist  bei  unendlich  wachsendem  n: 


-Ä-.*4.e     iPkJJBh      17b>     3lb3»     691  M„ 

-^p— 5+^ — T"*^"! i^  +  ^T^""^ — +  : 

Er  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise.    Werden  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung 

1       1.1.1  _^ 

die  geraden  Glieder  doppelt  abgezogen,  so  entsteht 

and  hieraus,  wenn  der  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung  einge- 
führt wird: 

2p^3p     4p^5p     6p^ ^""gFi^p* 

Hiernach  erhält  man  aus  3) 

1 

Es  lassen  sich  daher  die  Werthe  der  H  aus  der  Tafel  2)  $.  3. 
ableiten.  Die  sich  ergebenden  Werthe  sind  in  der  nachstehenden 
Tafel  enthalten. 


« 
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5) 


Bn- 

^13  = 
^^15  = 


^16 
ff  19  = 

ffzo- 

ff 30 

ffzi  = 

^82  = 

ffsz' 
ffz^' 

ff 36' 

ffm 
ffsr 

ff 3. 

ffz9'- 
ff^ 


:^a=0»  693  147  180  55»  94&3.. 
:0,  822  467  033  424  1132, 
:0,  901  542  677  369  6957, 
:0,  947  032  829  497  2460, 
:0,  972  119  770  446  9093, 
:0,  985  551  091  297  4351, 
:0,  992  593  819  922  8302, 
0,  996  233  001  852  6479, 
0,  998  094  297  541  6054, 
:0,  999  093  507  598  2225, 
:0,  999  517  143  498  0607, 
=0,  999  757  685  143  8584, 
:0,  999  878  542  763  2652, 
:0,  999  939  170  345  9798. 
0,  999  969  551  213  0993, 
0,  999  984  764  214  9061, 
0,  999  992  378  292  0411, 
0,  999  996  187  869  610  11, 
:0,  999  998  093  508  171  68, 
:0,  999  999  046  611  581  52, 
:0,  999  999  523  258  215  54, 
:0,  999  999  761  613  230  98, 
:0,  999  999  880  801  318  54, 
:0,  999  999  941  398  892  394  628 
:0,  999  999  970  198  856  962  833 
:0,  999  999  985  099  232  007  569 
:0,  999  999  992  549  550  484  964 
:0,  999  999  996  274  753  400  110 
:0,  999  999  998  137  369  418  112 
=0,  999  999  999  068  682  281  455 
,  999  999  999  534  340  330  655 
,  999  999  999  767  169  915  951 
,  999  999  999  883  584  858  057 
,  999  999  999  941  792  399  047 
,  999  999  999  970  896  789  530 
,  999  999  999  985  448  091  444 
,  999  999  999  993  724  044  607 
,  999  999  999  996  362  021  933 
,  999  999  999  998  181  010  843 
,  999  999  999  999  090  605  381 


0. 

0 

=0 

:0 
:0 
:0 

0 

:0 

=0 
=0 
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Hieraus  ergeben  sich  nun  folgende  besonderen  Fälle: 


2^3     4^""-     2n 

_i  9     la.-J._     _L_j._L_         17      ,      31 

"-'^''"4«  "♦" 4(2«)« ""8C2n)«  +  4(2n)«~  16(2«)«"*' 4(2«) w     "••' 

*■     2«^32~P"'"'*"~(2»)" 

-H      _i_4— i_      _1_4._?_        17  155 

""•     2(2n)«"'"2(2«)»"'2(2«)»  +  2(2n)''~2(2«)»'^2(2«)»»     '•*•' 


1  — 2»  +  3»  —  4»+ •  *  •  •  ~(2») 


s 


1  3  5  21  183         1705 

~"*      2(2n)9  +  4(2«)4~4(2«)«+4(2n)8^4(2«)«>  +  4(2«)»«      •••' 


l_l+l_i+       -J 


24^34— 44 -r.i.  —  (.2w)4 

1       ,     1  5  14  255         1705 

-^4—  2(2n)4  +  (2w)*  ""  2(2»)7  +  (2n)»     2(2n)"  +  (2»)^»  —  ....* 

1      1 . i^i .  J 

*  O6     ■     56  +  yl6     ■     ••••  ?^ 


26T-36-r46-r----     (2«)* 

—  o  1  5  35  63  2805        21165 

— i^ft— 2Ciw)«  +  4(2«)«  +  8(2w)»  +  2(2«)  w     8(2«)»  +  4(2«)i*  ""•••" 

1    1    1    1  -.L. 

*  ""  2»  +  3«""  4<^+ •  •  •  • ""  (2n)« 

_  1  3  7         _63_        1683        31031 

—  ^«— 2(2w)«  +  2(2n)'^     2(2n)»'*"  (2«) """2(2«) "  +  5(2iJ)" ""•••" 

1-1  +  1^1.         -    » 


2^  "^3^     4'''^-"*      (2«)^ 

_  17  21  231  7293 

-^r— 2(2n)7+  4(2«)»     2(2n)w  +  2(2«)i«""4(2n)i*+-" 

1      1     1     1  1 

28*** 3»"" 4«  +  •:••""  (2n)« 

_  1  2  15  198         7293    . 

-^•— 2(2«)«+ (2«)«""(2n)" '**(2n)»""2(2^+  •••• 

u.  s.  w. 
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1.11.         1 


"^  ■*■  2(2n)  +  4(2n)»  ""8(2«)*  "*■  4('in)«'"  16(2n)»  ^  4(2»i)W~'" "  •  * 

„  .       1  1         ,        1  1        .17 

"»  +2(2m— l)"~4(2n— l)'»+8(2n— l)*"'4(2n— 1)«"'"I6(2«-1)«     •" 

*         09    ■    Q2         >ia  T  •  •  •  •  T 


28^32        4«  ^- '^(211-1)« 

_1_         1  1.3  17      .     156 


2(2w)«  ^  2(2m)»      2(2n)«  ^  2(2w)''      2(2?«)«  ^  2(2n)i»     *  • " 

„   .  _J 1        . 1  3  17 

^«+2(2ii-l)«     2(2»i;=Ip+2(2n— 1)»    2(2«-lf'*'2(2»— l)«"""'' 


i^i.A^i.      .      1 

* Ol  T  Ql  via   T  •  •  •  •  T 


2»^3»     4»  ^••••^(2«  — 1)3 

o   .  _I_  . -3 5  21 153_ 

•^»  "*■  2(2n)»  ■*"  4(2w)*      4(2w)«  "*"  4(2w)«     4(2n) w  + '  •  •  •  - 

„   ,        1  3        ,        6  21  153 

•^»'*'2(2«-.l)»    4(2n-.l)4"*"4(2n-l)«'"4(2«-l)«"*"4(2n-.l)io'"-" 

■l  —04    ■    Q4""  yl4     r  •  •  •  •  + 


24^  34        44T--'T    (2«__1)4 

lyj— 1-4.-J-    -5-+JL      g'     ,  ^705 

^*"*"  2(2ii)4  "*"  (2«)«"" 2(2iif  "*■  (2n)«"~(2w)ii  ■*"  (2«)"  ""•  *  *  * 

„   .         1  \_    .  _ö__         14       .       ^^ 

•^*'*'2(2w-l)*     (2n— 1)«  "*"2(2»— l)''""(2ii  -l)d+(2n- 1)""^ 


*  —  OÄ    r  Qu        ilö  H"  •  •  •  •  T 


2*^3«     4«^--^  (2«— 1)« 

^         1  5  35  63  2805        22165 

^•+2(2»)«  +  4(2«)«     8(2n)«  +  2(2«)^o""8(2ii)ia+  4(2«)""""  * '  * 

n  1  6        ,35  63       .      2805 

'^«+^2«— 1)«    4(2ji—l)«+8(2»-l)«"^2(2n-l)w+8(2ii-.l)M"' 


•••» 


li  OeMnper:    »HirSpe  stir  Summinrnp  ät  MHkmt, 


2« ^3«     4«^  •••  ^  (2n-I)« 

.,        ^      I      3  7      ^      63  1683 

-^«+2(2«)»  "*"  2(2n)»'     5(2^)»+ g(5^""2(5ii)ö +  ••••' 

„  I  3  7  63        ,      1«83 

^      2'^  +  3'^     4'^^-'  +  (2ii-.lf 

_„   17  21      .     231         l-iSA 

— l'r+2^2n)»  ^  4(iM)»     2(2«)»  +  Ö(2n)«""  4(-i»)i*  ^ ' '  *  * 

„__!__  7  21  231       .      7253 

'^^'■+2(2n--l)''    4(2n— l)«+2(2n-l)»<>"~2(2n— 1)1« '  4(2n—l) »«"""*• 

/ 

u.  6.  w.  Die  vorstehenden  Reihen  gehören  zu  den  halbconver- 
genten  und  man  kann,  um  die  nOtbige  Genauigkeit  zu  erhalten» 
ihren  Rest  bestimmen. 

Obgleich  die  spätem  Glieder  der  Reihe  3)  sehr  divergiren,  so 
sind  doch  ihre  Summen  durch  die  in  5)  angegebenen  Werthe 
bestimmt.  Man  kann  nun  diese  Gleichung  benutzen,  um  den  Grenz- 
werth  der  Vorzählen  der  ersten  negativen  Anfstufuagsreihe  za  be- 
stimmen.   Aus  3)  hat  man  nämlich 

I  o— *^^     ^j.1     i2.?l     691  .4561 
*g^— 2"*'4""8'*^4""16+  4        8"+ "4        •  •• 

Die  Vorzählen  der  ersten  negativen  Aufstnfungsreibe  b^ben 
folgenden  Zeichenivechsel : 

I      1      1      1      17     31     691 
2"^1  +  8"~4"*"16""  4^  8  '^•'  • 

Aendert  man  nun  in  der  vorstehenden  Gleichang  die  Zeichen 
und  zählt  nach  der  Aendertnig  die  Einheit  asf  beiden  Seiten  zu» 
80  wird 

8)    1— Ig 2=:0,  306  652  819  440  0848.... 

1     11     1  .17     31.691     4561 
=*5— 4+8~i  +  lö""4  +  8  ~-i-  + 


•  •  .  • 
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8.5. 

Die  bisher  gefundenen  Resultate  geben  Veranlassung  zu  noch 
weitern  Anwendungen.  Setzt  man  x^il^  ^x^^^  in  1)  §. 2.,  so 
entsteht 

1^  i^i-i-l-i.    -J- L-.Up^M» 

^)     *-i  3P  +  5II+-  •(2«+l)p— 2(p— 1)"»"2^6       15 

,   8bL      Wf      L_ ._J P 

+     63   ■"    15    "^2(p-l)C2ii+l)P-i"^2(2w+l)P      6(2n+l)P+* 

■  [rfs §[£k_  . 

"**  l5(2n+J)P+3      63c2«  +  l)P+5  +  --- 

Fdr  ein  unendlich  wachsendes  n  wird 


^2(p-l)+2"*"6'"  lö   "*■    03   "■    15    +•    • 


Aus 


^  +  ^  +  3p"'"4p+öp"'" ^ 


erhält  man,  wenn  die  geraden  Glieder  auf  die  rechte  Seite  ge- 
bracht werden: 

3^     14- i- 4-1  +  1+        ~C  -1-1-1- 

o;    ^  +  3p  +  5p  +  7pT ^P     *2p     4P     6p     *  '* 

'^  ^  ""  2p^  +  2?  +  3?  +  •  •  •  •  ^ 
1         • 

Hieraus  und  ans  2)  erhält  man 

Durch  Einffihrung  dieses  Werthes  In  1)  gewinnt  man 
ß)     1  +3?  +  5P  +  ^  +  •  •  •  (^H^f^  =  Op  —  2(;ti-^l)(2ii+i)P-i 

"**  2(2n+l)P     6(2«  +  l)p+*  *^  l6C2»+l)^+»  ^63(2«+l)P+r 


^^^^^16 

SHtrase  wr  summii-unB  der  Raihen.    ^^^H 

^^1                    Bestimml  man  nui 

die  Werthe  der  i>p  au»  n,  si>  ergibt  aielfl 

^H           folgende  Tufel: 

■ 

^1                                          /l 

,  333  -m  SSO  130  1698,                             I 

^^^ 

.  OSl  799  790  264  6451.                    .^^B 

^^t 

,  014  678  031  604  1921,                  ^^^H 

^^( 

,  004  323  782  795  1396.                 1^^^| 

^^^^^^, 

.  001  447  076  640  9421.                 ^^^H 

^^^^^K 

.  000  471  548  662  3765.               J^^^H 

^^^^H 

,  OOU  155  179  025  2961.               ^^^| 

^^^^^K.  i                  /> 

,  000  031  345  183  8438.                   ^^W 

^^^H 

,  000  017  041  363  0448,                             1 

^^^V 

.  000  005  606  051  0901.                     M 

^^^H 

,  OOO  001  885  848  5832.                 ^^^fl 

^^^H 

.  000  000  628  055  4219.               .  ^^^| 

^^^H 

,  000  000  209  240  5193,                 ^^^| 

^^^^B' 

,  000  000  0119  724  71132,                ^^^M 

^^^H 

.  OOU  000  023  237  1574,                ^^^^| 

^^^H 

,  000  000  007  744  8395,                 ^^^H 

^^^V 

,  000  000  002  581   437  55.              ^^^1 

^^^^B 

,  000  000  000  860  444  11.              ^^^1 

^^^^^B 

,  000  000  000  286  807  69,              ^P 

^^^H 

,  00«  000  000  095  001  10. 

^^^^B 

,  000  000  000  031  866  77, 

^^^^H 

.  000  000  000  010  022  20. 

^^^H 

000  000  000  OO:!  540  722  94, 

^^^^H 

000  000  000  ÜOl  180  228  74, 

^^^B 

000  000  000  000  393  413  47, 

^^^^^ 

000  000  000  000  131  137  40, 

^^^H 

000  000  000  000  043  712  45, 

^^^H 

000  000  000  000  014  570  81.                   ^ 

^^^H 

000  000  000  000  004  856  94, 

^^^B 

000  OOÜ  000  000  UOl  618  98, 

^^^H 

000  000  000  000  000  539  66, 

^^^^H 

000  000  000  000  000  179  89, 

^^^B 

OOO  000  000  000  000  059  62, 

^^^H 

000  000  000  000  000  019  98, 

^^^^^^^    i>..=i 

000  000  000  000  000  000  66. 
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Hieraus  ergeben  «;ich  folgende,  besondere  Fälle: 

i.i  +  l.i.        '__L n * 


3« T 52T  72 ^  ••  -(2^  +  1)2  —  '"*     2(2w  +  1) 

1  1  4  16 


2(2n+l)2     :}(2n  f  1)3^  15C2w+l)»     2l(2w+l) 


7    T    •  •  • 


•  J 


*  +  18  +  «S  +  TS  H"  •  •  •  •  /O«,    I    1\8  "^1 


38^68^  78T....(2,|  ^.1)8  —^8     4(2„4.1)a 

■^  2(2n+ 1)»     2(2»+l)*  "■■  3(2w+ 1)«     3(2n + 1)«  "**••• ' 


^  +  Q4  +  »C4  +  «74  +  •  •  •  •  /O*.  J.  1  \4 ^^ 


34-r54-r74T--(2n  +  l)4— '"^     6(2«  +  l)3 

1 2  5  64 

+  2(2n + 1)*     3(2w  +  J )*  +  4(2« + 1)'^ ""  9(2«+l)«  +  *  ' 


*  +QiiH~rt6  +  '76  +  -*-'  /0-«  I  l^fi — "^5""( 


•  > 


_Jl ?__     _^^ 16  176 

+  2(2«+l)*     6(2n+l)6"*;8(2»+l)«     (2w+l)io+  (2ii>l)w— " 


I     •  • ' 


1.1.14.1+        _J D 

1  1_  S6  32  2112 

+  2(2n+l)«~"(2«+l)>  "''15(2n+l)»"~(2M-!-l)"  +5(2»+!)" 

*  +  3^  +  5^  +'7^  +  •  • :  •  (2HKiF  ~  ^'  "^  12(2«+!)« 

1  7  28  176  4576 


2(2«+!)''      6(2w+l)«  ^5(271+1)10      3(2»+l)i2  ^  5(2ii+l)W 


*  +Qa  +  »t8+78  +  '*'*/'0«_l.l\8  — -^8 


•  •  •  •  / 


3«  ^  5«"^  7«  ^  •  •  •  •  (2«+l)«  "~  ^«     14(2w+l)'' 

8  704  9152 


+  o75 


2(2n+l)«     3(2w+l)«^(2n+l)ii     7(2«+l)i3  ^5(2w  +  l)"* 

u.     s.     w. 
Theil  XXVI,  2 


•  • » 


18  0€t$4nfß^r:   ßeUr^e  nurSummirmng  ätr  äeiktm* 

§.6. 

Setzt  man  j:=2  und   Jx=:2  und  it  — 1  statt  n  in  l)  §.%,  so 
entsteht 

,)     1+1+1+     1 


Nun  sei 

■ 
Alan  hat  aber 

Aus  2)  nnd  3)  etgibt  sich 
4)  F,=sl  +  ^€i. 

und  bieraas 

K,     14.    1    i-l  +  lu.         -J F        — -i— 

ö;     '+-5?  +4J''*'6p"*'  — •(2n)p-'»'~2(/»-l)(2n)>'-i 

+  2(2»)P  ~6C2«)P+»  ■•■  15(2«)P+8     63{2n)P+»  "•■  15(2n)p+''  "^ 

Aus  4)  leitet  sich  folgende  Tafel  fiSr  die  Werthe  der  F  ab. 


"i;i^:,Si$^  %^:f'-'i  r 


^^^V  g^nngen    Beitrage  iur  Simtnintng  der  Helhen- 

■ 

^^H            F^^\,  4U  t^  3]6  712  0S66, 

^^J 

^^H           F  3  =  ] ,  150  237  ]  12  8ü4  9  J92, 

^^^^1 

^^B            ^4=1,  067  64S  2(h2  106  94«!, 

^^^^1 

^^V            Fs=  1,  032  403  992  348  2303, 

^^^^1 

^^H            re  =  I,  015  S9S  985  343  G070, 

^^^^1 

^^V            F  r  =  1 .  007  877  728  729  S462, 

^^^^1 

^^H            Fb  =  1.  003  922  177  172  6J82, 

^^^^1 

^^m-          t\  =  \.  001  957  047  642  2384, 

^^^^1 

^^B            t\„=\,  000  977  533  7&4  7733, 

^^^^1 

^^H             r,i  ^  1 ,  000  488  522  553  0293, 

^^^^1 

^^H             F,  3=1,  000  244  200  704  7248, 

^^^^1 

^^1             F,3=l,  000  122  085  292  1567, 

^^^^1 

^^1             ^14=1.  000  061  038  894  5395, 

^^^^1 

^^M             F,,=I,  000  030  518  511  6038, 

^^^H 

^^H            F,a=1 .  000  015  259  022  2512, 

^^^B 

^^H            F„=\,  000  007  629  452  7984, 

^^^^1 

^^H            Fia=\,  000  003  814  711  8274  4, 

^^^^1 

^^H            F,g=::l,  000  001  907  352  2724  3, 

•^^H 

^^M             F^  1=1,  000  000  953  675  2261  7, 

^^m             F^~\.  000  000  476  837  385  62, 

^^^H 

^^B             F£2=l,  000  000  238  418  635  79, 

^^^B 

^^K.           Fu  =  1 ,  000  000  119  209  303  76, 

^^^^1 

^^H            ^24=1.  000  000  059  604  648  328  315. 

^^^B 

^^B            F(s  =  l,  000  000  029  802  323  275  909, 

^^^^1 

^^B             F2e=:t,  000  000  014  901  161  4IS  898, 

^^^B 

^^B             F^=l,  000  000  007  450  580  652  436, 

^^^B 

^^B             F^a^l,  000  000  003  725  290  312  340, 

^^^^1 

^^B             F^^=\,  OüO  000  001  862  645  152  700, 

^^^B 

^^B             F3o=l,  000  000  000  931  322  S75  483. 

^^^B 

^^^B            F3,  =  l,  000  000  000  465  661  287  525, 

^^^^H 

^^H            F32=  1 ,  000  000  000  232  830  643  708. 

^^^H 

^^H            F33  =  l,  000  000  000  116  415  321  840. 

^^^B 

^^B            F3»=l,  000  OOO  000  058  207  660  916, 

^^^^1 

^^B             ^3^=1.  000  000  000  0:>9  103  830  458, 

^^^B 

^^^^^    Fao  =  l,  000  000  000  014  551  915  229. 

^^^B 

^^^^^  nr  =  l.  000  000  000  007  275  957  614, 

^^^^1 

^^^^^■«'„B  =  l.  OOO  000  000  003  637  978  807. 

^^^B 

^^^^^Bf„  =  I,  000  000  000  001  818  989  404, 

^^^B 

^^^^^■V«o  =  l,  000  000  000  000  909  4V4  701. 

^^^B 

^^^^^^B 

M 
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Hieraus  ergeben  'sieb  nun  folgende  besondere  Fälle : 

—  '»  ""  4n  +  2C2«)«  ~  3(2«)»  ■*"  löCin)»     21(2^  "*■  15(2«)«     "" 

111  _1^ 

'  +  28  +  48  +  gä  +  •  •  ••(2m)8 


4(2«)«  ^  2(2m)8     2(2m)4  ^  3(2«)«     3(2»)«     " 
l  +  l  +  l.i.        _1 

*  T  04  T  yl4    ■    ß4    ■   •  •  •  •  /.l 


• .  •  t 


*  ""  6(2n)»  +  2(2«)*  ■"  3(2w)*  +  4(2w)'^ "  9(2«)«  +  (2«)"     * "  *  * 
l  +  l  +  l.i^.  1 

*    "    Oft   ■^>löT «&■•••• 


25^4»^6»^"-  •(2n)» 

't         Qrci^\4   t"  0/i>«M5        A/0^^6  T  Q/0«.\8         /O«M0  T  rH 


*     8(2«)4  ^  2(2«)«     6(2w)ö  ^  3(2«)«     (2«)io  ^  (2«)»« 


^   i 


1  -L  1  J.  i         1  ^ 


26j46-r.56T---.(2w)ö 

_  1  1  1     ^      66  32  2112 

"~  ^«  ~  IÖ(2^»  +  2(2«)e  ""  (2«)^  ■*  1 5(2«)»     (2«)"  +  5(2«)*»     

■ +  27  +  47+57 +---(2w)r 

_  1  1 7  28  176  4576 

■"  ^^"^  ni'ln)^  +  2(2«)^     6(2«)«  +  5(2»)>o""  3(2«)"  +  5(2«)  W  *  *• " 

1 


^  +  2«  +  4« "'' 6«  ■*■  •  ••*(2«) 


8 


_  11  4  .8  705         9152 

""^•""14(2«)''"*'  5(2^""  3(3«)«  +  (2«)"  ""7(2«)w  +  5(2«)"" 


u.    s.    w. 


Eüler  hat  in  seinerDifferentiai-Rechnang  (2.Th].§.187) 
angegeben  9  wie  man  die  Werthe  der  D  und  H  finden  kunne. 
Die  Werthe  selbst. hat  er  nicht  berechnet.    Das  von  ihm  ange- 
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gebene  Verfahren  ist  dort  nachzusehen.  Die  Snmiliirang  be- 
schränkter Reihen,  wie  sie  hier  in  §.4 —  §.6  gegeben  ist,  hat  er 
nicht  mitgetheilt.  Die  Grundlage  des  Caiculs  ist  eine  andere,  we- 
niger bewegliche  und  anwendbare  als  die  Natur  der  Sache  es  er* 
fordert^  weswegen  diess  iiohl  bei  ihm  und  in  den  später  hierfiber 
erschienenen  8chrißen  unterblieb. 

Der  Calcul  lässt  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  die  mannigfal- 
tigsten Anwendungen  zu.  Setzt  man  nämlich  a;=l,  Jxzzz^  in  3) 
$.  2.,  so  entsteht 

1      i      1      1  * 


3p  ^  5p     7p  ^  •  •  •  •      (4yi— 1)P 

I  j 

=  2  +  2  ""  ^^^^  +  ^^Ip\^ "-^'7'  ^lP\r  +  ....-  2(4ii— 1)P 

■*"  2(4«  —  \)v  H  "^  (4«--l)pf  3  "*"  (4«  -J)P+6     (4n-l)P+''  +  — 

und  man  kann  nach  der  bekannten  I\Iefbode  die  Werthe  der  be- 
gleitenden Reibe  auffinden.  Die  Summirung  dieser  und  ähnlicher 
Reihen  dfirfte  aber  schwer  nach  den  von  £uler  gegebenen  Prä- 
missen zu  ermitteln  sein. 


II«    C^renEWi^rtli-Bestf  mmani^  der  Potenzrellieii  i^anEer 
Bauen»    deren    CUIeder  mit    abwechselnden  Zelcben 

:  Terseben  sind. 


S.  7. 

Die  Summe  der  Potenzreihen  der  natfirncben  Zahlen,  deren 
Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verschen  sind,  wird  nach 
Nr.  363.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  ^ewc^nnen^ 
wenn  J7  =  0,  /lx=i\  gesetzt  und  die  nöthigen  Veränderungen  ge- 
macht werden.    Man  erhält 

1)    IP  — 2p  +  3p-4p  — ....  — (270p  +  (2m  +  1)p 

=  \{2n\^\)v  +  |C2«+i)P-^  -  g(p)3(2w+i)P-8  +  |(p)ft(2ii+l)P-» 

+  5  Op-JpOp-»  +  J(p)3.0p-»-J(p)5.0p-H}g(p^^ 
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Aua^  Nf.  382.  wird  bei  de»  »ftmliclien  Veiauseetuingeiir 

1)    I— a>'+3>-4i»— ....— (2»)J» 
=s-J'(2n)P  -  |p(2B)P-i+g(p)3C2n)P-»-3(p)4(2i.)P-» 

+  jj(l')r(2n)»-'-... 


Hierin  bedeutet 

.  ^^ _P(P  -  1)(P -2)....(p-^+ 1) 

Die  Vorzählen  gehören  der  ersten  negativen  Aufstufungsreibe  an. 
Wird  I)  und  2)  zusammengezählt  und  die  Summe  durch  2  ge- 
theilt,  so  entsteht: 

3)    1-2p+3p-4p  +  ....  +  (2w-I)i»-(2w)p  +  2(2«  +  1)p 
=  J(2n+l)P+Jp(2n+l)P-^--j^Cl>)3(2»t+I)i»"8+g^^^ 

-  J(2«)P-gp(2«)P-HiVp)8(2n)P-Hg(p)6(2^^^ 

+  g-O'-J» .  0^» + J(p)30»^»-i(p)60P-'»+  jg(p)r.O'-'-.. . . . 


Nun  ist 


(2«+l)'=(2n)«(l+i5^)'. 


Darcb  EinfÜhrang  entsteht  aus  3) 


4)    iJ»— 2p+3^— 4P  +  ....-|-(2n— 1)J— (2j«>i'  +  2<2»  +  1)'' 
=  J(2«)i'[(l+i)F-lJ 

+  f(2n)i-i[(l  +  ij)»-»-lI 

-  R(P).(2n)»-»[(l  +  ^)i-»  - 1] 

+  g(p)»(2B)''-»[(l  +  ^)'-»-  U 


+  J*~  j.0'-'+g(;^)i.0p--»-J(p)5.0p-»+ 


Je  grösser  n  wird,   desto  mehr  nähert  sich  der  Werth  von 

(l-|-n~)'~^  d^r  Einheit  und  fallt  bei  unendlich  grossem  n  mit  Ihm 

zusammen.    In  diesem  Falle  verschmndet  die  Doppelreihe  In  4) 
und  man  erhält  daher 

5)  LimClP  —2p  +  »— 4p- ....  +  (2n-l)P  — (2n)P+|(2it+l)P) 

Schreibt  man  nun  x  statt  'in  nnd  bezeichnet  die  vorstehende 
Reihe  durch  S(~)*~^xP,  so  hat  man  för  j;  =  ]  bis  d;=aD 

6)  Lim[5(-)'-»«P(-)*|(ar+1)P] 


?0p  -foP-i  +gO»),Oi-»-  J  (p).OP-» 


Da  nun  im  vorliegenden  Falle  Op--^=1  wird»  wenn  p— Ac=0 
ist,  und  diess  nur  bei  ungeraden  Zaiilen  statt  finde»  Uanh^  &&  «^ 
geben  ^icb  hieraus  folgende  Grenzwerthe: 
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7)  .Lim[S(-)*-ij:'(-K|(^+l)]=s-J.  .     . 

LlmtS(-)'-»x»(-)*|(;r+I)»J=  t  g . 
Lim[S( -)*-»x?(-)*.2(a:*H)»J=- J , 

i    '  _  •  ■  - 

Lim[S(-)'-»a:^(-)4(:r+IF]  =  +  |J  •  . 

I    J  ■  '      ■ 

:    } 

1  31 

Lim[Ä(-)--i:i:^(-)ya7+l)«J=  -^ 

'    u.     e.     w.       • 

Die  Grenzvcerthe   fallen   mit  den  Vorzahlen   der   ersten  negativen 
AufetufuDgsreihe  zusammen. 

ist  p  eine'  gerade'  Zahl  und  S  1  >  so  gehen  alle  Glieder  der 
Reihe  in  6)  in  0  über^  und  man  erhält 

8)  Lim[iS(-.)*-iar2p(— )'5(a:+ l)2p)  =  0.  , 

..)s^:)^s3i 0^:80  wird  avs  6).  ...i.-ii^ 

9)  Lim[Ä(-)*-^:rO(+)^J(:r+l)«]=|.      • 

Eni  er  bat  sich  mit  iBestimmuhg  dieser  Grenzwerthe  in  sei- 
ner Differential- Rechnung  2.  Thl.  §.  185.  beschäftigt.  Stellt 
man  die  von  ilrm  gewonnenen  Resultate  in  der  hier  gebrauchten 
Bezeichnung  dar,  so  hat  man 

10)  '..»7  LimÄ(— >'-iari=:--j. 


I   -  1  & 


LimÄ(-)-'-i>=      g,      - 
LimiS(~-)^-»:r*=-,|, 
LiniS(-)'-ia;^=  +  j^ 

4 

Hierin  iot  das; swelte  'Glied  ((0;^*])  luisser  Adht  geiasBenJ^üi  .t^^i 

•  •  .  f    .  .         . 

■■*       ''1        !■■■  »      ■'■'!■•;•;      •''■■{■'.■       l''    •  iii'i""'«" 

Es  wird  nun  zwar  nach  dem  Vorgange  von  Eul er' allgemein 
angenommen,  dass 


'     «. 


QAUinff^r.:    BtiMlie  %ur  Summirung  der  Heiken.  ^ 

1  — 2*f3*— 4*  +  ....=0, 

■ 


ist  Mit  deii  hier  gefundenen  Resultaten,  deren  Begrflnduug  klar 
vorliegt,  stimmt  aber  diese  Anmahroe  laicht  fiberein.  Jcb  set^^'die 
Stelle,  worin  Euler  seine  Ansicht  begründet,  in  der  Cebersetzung 
von  Michel sen  her,  damit  der  Leser  hierin  sich  ein  Urtheil 
bilden  käiin: 


9f 
99 


„Man  erkennt  hjeraus,  dass  bei  den  geraden  Potestäten,  den 
;,Fall  äusgö'nonimen,  wenn  7i=0  ist,  die  hinzuzüsetzeÄd'e  Grosse 
yy  verschwindet,  und  dass  in  diesen  Fällen  die  Summe  der  geraden 
„Anzahl  von  Gliedern  von  der  Summe  der  ungeraden  Anzahl  bloss, 
„in  Ansehimg  der  Zeichen  *  verschieden  ist.  Wenn  also  x  eine 
„unendlich  grosse  Zahl  ist,  so  lallt  diese  Unterscheidung  weg, 
^,weil,.^^n^  unendlich  grosse  Zahl  weder  gerade  noch  |ipgeradQ 
„genannt  werden  kann,  und  es  müssen  also  dabei  die  zweifel- 
haften -Glieder  weggelassen  werden..  Hieraus  folgt,  dasS:  die 
Stimme  der  Reihen  dieser  Art,  wenn  sie  ohne  Ende  fortlaufen, 
■^^bloss  in  der  hinzuzu fugenden  beständigen  Grösse  bestehe.  Aus 
„  diesem  Gründe  ist 

1^1  +.1— Jlf  ;..l:p:J,  . 

•  -  **• 

I  1-2  +  3-4  f. .;.=J. 

u.     s.     w." 

Die  hier  entwickelten  Sätze  lassen  sich  leicht  verallgemeinern. 
Setzt  man  in  362.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen  2n— 1  statt  n\  so  entsteht       .). 

11)    xP  —  (x-\-Jx)P  +  {x-\-2Jx)P  —  (a: +3^a?)P:... -(a:+(2n— IMar)»» 

+  ydphxP-r {4^7— ...... 
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Setzt  man  2it  statt  it  in  Nr.  363.,  so  entsteht 
12)    xP — (x+Ja;)P  +  (x+2^x)P  —  (x+3^a;)P,... + (o:  +  2nJx)P 


•  •  •  • 


Wird  II)  und  12)  ausammen  gezählt  iind  durch  2  gemessen, 
wird  ferner 

(a;+(2ii-l)^x)P= (a:+2ii^a:)r(l  -  ^-p2j^' 

geschrieben  und  der  erste  Factor  ausgeschieden,  so  g^lnnt  mad 
13)    äP— (o? +^a?)P +(.r + 2^a;)P - (x+3Jx)p.... 

— (o:  +  (2n  -  l)Jx)P  +  2(ar-t-2n  J';r)i^ 

1  ^:r 

=  i(.:+2nz/a:)P[i-<l-.j:^:5^)P] 

f  |(x  +  2n^ar)P-V^)[l  -(I  -^:j^'] 
+  ^(a:  +  2n^^)P-*(^a:)«[l-(l^^^g^] 


+  ^a^P— |parP-*  .^+  g<p]^d?P-»(-^a?)«— j(/>)5a*-V^)» 

17 

+•  jg  (p)r^'""'^  ( '^^)'^  — 

Bei  nnendlich  zunehmendem  n  geht  (l .   )P  in  die  Ein» 

beit  über  und  es  versehwinden  die  Glieder  der  Doppelreihe  in  13). 
Man  erbSft  daher 


OeM^ger^    BeHrttffe  %ar  Swnminmg  der  ReOttfm. 


» 


'  =LiiB[S(--)*«-i  (^  +  (2»  -  l)/lx)P  +  |(ar+2ji-^;r)F] 

Hiernach'  haben  alle  hierher  gehörigen  Reihen  Grenzwerthe» 
welche  sich  nach  der  BesonderheH  der  Fälle  gestalten  werden. 

Setzt  man  nun  a  statt.  Xy  x  statt  2n  —  1  and  A  statt  dx  lo 
t9jy  so  zieht  man  bieraas  fifr  ein  anendlich  wacbsendedr  x 

15)    Lini[S(-)'(a + a:A)P(-)*+i|(ri + (a:+  1)A)] 


•  •  •  •  ■ 


Wird  a=:l/A=2,  ^  =  1»  2,  3,  4....  gesetzt,  so  entstehtl 


16) 


Lim[S(-)'(I+2a:)'(- 
Lim[5(— )'(l+ar)*(- 
LiIn[S(— )*(l+2ar)»(■ 
Llm[S(— )*(l+2a:)8{- 
Limr5(— )'(lf2a:f(- 


-)*+i4(l+2(x+l))>]=     0, 
■)'+n(l+2(x+l))«]=-J, 

-)'^J(1 +2(^+1))']=    0. 
•)'+n(I+2(j;+l))*]=    2^, 

-)'+n(H-2(a;+l))»]=    0, 

■)'+H(1+2(a:+l))«]=-30,6. 

-)'+H(l+2(a;+l))n=    0 


d.     8.     vt. 


FOr  a=I,  A  =  3,  p^\,  %  3....  wird 

17)  Lim  [S(~>'(1  f  3«)'(-)'+H(l+3(jr+l))»]  =»-i. 

Lim  [S(-)'(l+3ar)»(-)'+»  J(l  +3(j:+1))«]  =- 1 . 
L!m[5(-)'a+3ar)»C-)'+U(l+3(ar+l))»]=:+V. 
Lim  rÄ(-)'(l +3x)«(-)'+H(l +3(a+))«] =+ 11 

u.    s.    w. 
Ffir  »akl»  A«=4,  i>sl,  {i,  3.,..  wfr4 
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Iß)  Lim[S(-)»(l+4a:)K--)'+>(l+4(a:+l))^=-i, 

Lim[S(-)'(l  f  4a:)«(-)'+i(l  +4(.r +!))«]  =-  } , 
.  Liin[S(— )*(l+4r)8(— )'+Hl  +4(a:+l))»]  ^^  +  5,6, 
Liiii[Ä(-)'(|+4r)*(-)*^^HI  +4(ar+l))4]  =  +  »J,5 

u.    s.    w. 


.  .  r 


111.    i§faiii]QinuiiP  der  reelproken  FakaUftten-Reiiieai^ 
deren  Cllieder  mit  abwecbselnden  Kelchen  venetaeii 

sind. 

.  §.8. 

Aus  Nr.  351.  und  352.  §.73.  der  Lehre  von  den  aufstei- 
genden Functionen  ist 

1)  Xo- Xj  +  x^-^x^... (-)nA„=(-n-»jr„+i  +  ^l^. 

Setzt  man  hierin 


so  entsteht  ;  -  • 

•'        ■  -1  ■'  1      ■ 

—  ( \nt-l L  ^-1 1—  . 

"^^    ^^     (a:+(n+lMa:)i'l^*T>    xv\^* 
Nun  ist  aus  Nr.  342.  der  oben  angeführten  Schrift 

Ferner  ist,  wenn  ^. eine  Function  von'o;  bedeutet, 

^ '     1         ,    ,   pi^\^Jx)^ 

Durch  Einfuhrung  der  Werthe  aus  4)  in  3)  entsteht 

5) 
.  .    I 1       .     p.Ax    ,p{jp\\){4x)*   p{p\\){p\'£){Ax)* , 
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Unterscheidet  inaD  zwischen,  eibeni  geraden  und  ingeraden  n 
in  2)  und  fuhrt  die  entsprechende^  Werthe  aus  5)  ein,  so  ergeben 
sich  foJgende  zwei  Darstellungen: 

_  1 p.Jx  p(p+l)(Ja:)^ 

:""     2(a?:f2fi^)P»^*     4(:if+2n2^ar)P+i|*^*     8(ar+2ii^a:)P+ai^» '    ' " 

.    }■■....'•  ;    '^ . 

.■"""'^'2H-i(a:+2«iia?)P+?'^'  "*"       29+iarP+ffl^'' 

9  hat  hierin  die  Werthe  0,  1,  2,  3,  4....  zu  durchlaufen.    Setzt 

man  nun  xr=\y  dx  =  1 .  so  entsteht 

(       •        '  ■     •    'i  » 

8^       -L    _L+-L_-L+     _.    ^ 


lp|i     2pIJ  ^  3pIi     4Pl^  ^  •  •  •  •     (2«)P|i 

2(2»+l)Plv"^4(2«+l)P+i|i     8(2ii+l)P+«l^""--  •  • 


^)       J L.J__JL.       .      ^ 


lp|i      2p1i  ^  3pIi     4pIi  ^  •  • '  •  "^  (2n  +  1)pIi 

"~  2(2«+2)Pli  ;*■  4(2«+2)P+i|i  "^  8(2n+2)P+a|i  "■"•••' 

'^  2.lPl>  ■•*  4.1P+1I»  '•■  8.lP+«l»  ■•"      16.lP+»|i      ■•' 

Für  ein  unendlich  wachsendes   n    erhalten   die   vorliegenden 
Reihen  folgenden  Grenzwerth: 
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11h         *       -La  '         '    A 


•  •  •  • 


•"  2.lPli  "■"  4.Jp+iii  ■•"  8.1P+2I1  "■"      16.lP+»i«  ~"*"  •  ••• 

=  IF^IIi  (2)»  +  iOHFT)  +  8^+5) 

Diese  lleihe  coQTergirt  ftir  kleine  Wertiie  t-od  p  ziemlich 
langsam  und  wird  daher  in  diesem  Falle  nicht  zweckmässig  zu 
gebrauchen  sein.  Die  Grenzwerthe  fllr  diese  Reihe  lassen  sich 
aber  durch  die  höheren  Integrale  der  Logarithmen  auf  folgende 
Weise  sehr  einfach  bestimmen. 

Im  44.  Bande  des  Journals  von  Crelle  habe  ich  gezeigt» 
dass  ist 

11) 

J     lg(*+«^)(3^)'=     i.2.3...r-:^' l.a.3....r.l.2.3....r.«r^ 


o.* 


wean 


-l.2....(r-l)U'8*-«;^ 

1_ /6'ls6  _  U2\   ,  , 

■"1.2....(r— 2Aa''.1.2     T.aV'^~ 

1     /  fe»lgft         116» -^     _, 

■~1.2....(r— 3AoM.2.3~36.a»>'*' 

"~1. 2....(r -4)  V«*.  1.2.3.4     24«  aV 

.  •  . 

•  !  • 

:  :  • 

:  :  : 

•  ■  • 

1    /  6^-g|g6  C(l,2,....r— 2)'---»6r->a  x    ^ 

""1.2  Vo'^*  J .  2 . 3 ....  (r  -  2)  ^  1 .2....(r-2)1.2....{r-2)o'^-V  * 

1/  fe'-Mgft  C(l,2....r— Ij'^-gft^-^      \ 

""rVor-U.2.3....(r—l)      1.2....(r--l)1.2....(r-l)a'^-V* 

/    fr-Igft         C(1,2,....ry-^6''\ 
Vo'-1.2....r     1.2....r.l.2....rav' 

/       das  rte  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  be- 


o,* 
deutet.    Nun  Ist  auch 


00fii99Mr:   ßMrä00  %ur  SumßOnng  ^iir  JMU9.  St 


is(fi+^^^^^'*^rri-Ti^^'^i^Ti^b\i&* 


'•*• 


/ 

jg(& + «^Mwj^^'nrr^ÄXo^Ä«  4.3.4 '  6».3.46  ^  »m:5:b+-- 


Setzt  man  nun  p— 1  statt  r  in  11)  und  12)»  ferner  a  =  l,  6  =  1 
und  ar=l>  oder  nimmt  man  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen 
0  und  ]>  60  erhält  man: 

*^'    jpli     2p1a  "*■  3pIi  ""  4pIi  ^  "" 

.      1      ,        3        ,        "        .         SO 
+ErSii  +  4.lP-3li  +  36.lj.-4|i+ä4a.ip-6ii— • 

C(1.2....p~3)P-^      C(l,2....p— 2)p-s     C(l,2.,..yi~l)P-^ 

+       2.1J»-»IUP-3|1       +  lp-2111p-2|l  1  lp-l|l|p-l|l         ' 


^bedeuteten  die  C  [die  Sunvmenausdrtlefc«  ^er  Verbindungen 
ohne  Wiederholungen  aus  den  eingeschlossenen  Elementen  zur 
angezeigten  Classe.  Benutzt  man  diese  Darstellung,  so  ergeben 
sich  die  Grenzwerthe  fiir  die  fraglichen  Summen,  irelcfie  alFe, 
wie  sich  zeigt,  auf  den  naturlichen  Logarithmen  von  2  zurfickluh- 
ren.    Hieraas  entsteht 

M) 
O  ~  O  +  O  ~  O  +  -=0»386  294361 119  890  618  8....= JE^ 

Pfi  —  2!|i  +  38ji  -  iSjl  +  •  =0.136  294361 119  8906188...=*:,, 
!^  ~  SäF  ^  ä¥  ~  <¥  ^^  ^^^^  30y  3W  887  ?04«i7«0..=A;^ 
W~W  +s{iS-|ii+'""=<W)07a87fl0996B^?»«3..=Äi, 


$9  OeiiinffBr:    BHtr4§t  zur  summtrung  der  RHkm, 


11*11 

pjt  -  jjyi  +  ^  —  |f|i  +..V  =0,000  177  876  309  0^  175.7Ä.Äiryi 

li|I^25p  +  sii  -  4^  +••  =0.000012  483  194  870871  l...=JPe. 
Tö^  "~"  09I1    ■   Q9I1  ~~  jgn  T  ••••  ^^UjüUU  UU^  5/U  uUU  «XlD  1119  3...*=^^y 

i!  ■  u.     8.     w. 

-I  ■ 
Zogleich  erhält  man  hieraus 

15)      /"'"^Iga+arXaa:)?-» 

*^^ 

1    •/!  1  1_  l  \ 

-lp-i|»  y-lp  +  4(/?+l)  +8(p+2)  +  16(/>  +  3)+"/ 

Fflr  Reihen  von  beschränkter  Gliederzahl  entsteht  *iub,8)  an|]9): 
1       J.  .    1       J_  1  .    .    ^ 


^     2(2ii+l)Pli     4(2w+l)P+i|i"^8(2«+l)P+«li 

^     J[^      1^     jL  1 

*  1  /?•  /^C/'  +  l) 

=  Ap  +  2(2»+2)Pli  +  4(2«+2)P+iii  +  8(2w+2)P+2|i  +  •^••» 

woraus  sich  nun  die  besonderen  Fälle  für  fi  =  2,  3,  4,  5....  leicht 
ergeben. 

Es  sollen  nun  noch  einige  weitere  An  Wendungen  .hier  gemacht 
werden.  Aus  No.  396.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen  ist: 

,8,      }    X         ^         I  L._.      i__ 

1  1 

~(p-  l).^/af  .a*-i|^*'"  (^  -  l)Jx.ix-\-{n-\-\)Ja!yf-^\^*' 
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für  jedes  n,  ^  und  ^w.     Setzt  man  dr  =  l>  üf^r  =  1  und  n  —  1 
statt  n»    so  hat  man: 

_      1         L V-— — J— 

— (p_l)P-i|i     (p-.l)(n+l)P-»|i  ■"  '^'^      (p— l)(n+l)F^* 

Für  die  Jf  ergeben  sich  folgende  Werthe,  welche  die  Grenz- 
werthe  der  in's  Unendliche  fortlaufenden  Reihen  bilden: 

20)  M^=\ 

M^=lO,  25 

Jf  4  =  0,  055  55.... 

il#5  =  0,  010  416  666 

J|fe=0,  001  666.... 

j|f,=:0,  000  231  481  481.... 

ilf  8=0,  000  0-28  344  671  201  814  058  956  9.... 

üf  9=0,  000  003  100  198  412  698  412  698.... 

ilfio=0,  000  000  306  192  435  822  065  451  6.... 

if,i  =  10-^0,  275  573  192  239  858  906  255  573  19.... 

ilfia=10-  «0,  227  746  439  867  651  988  864.... 

ilfi3=:  10-  ».0,  173  972  974  898  900  824  826  750. . . . 

ilfi4=10-»o  0^  ]23  531  106  437  089  343  072  249.... 

ilf,5=:10-i2.0,  819  338  971  266  408  908  132  264.... 
ifie  =  10-".0,  509  810  915  454  654  431  726  742 
^iy=  10-1*0,  298  717  333  274  211  581  089  88.... 
iI!f,3  =  10-".0,  165  379  838  490  912  986  070  526.... 
J|f,9=:10-i^0,  867  733  720  477  012  581  234  242.... 
^2o=10-i«.0,  432  665  012  980  227  879  839... 
1121  =  10-". 0,  205  515  881  165  608  242  923.... 

a.  s.  w.     Die  Werthe  der  Reihen  bei  böberii  p  influiren  nicht  mehr 
auf  die  zwaozigste  Decimalstelle. 

Setzt  man  2n  statt  n  in  18),  so  wird  \ 

1         11  1^ 

V 

1  1 
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Vereinigt  man  di^se  Gleichung  mit  7)  und  tbeilt  durch  2,  so 
entsteht 

^.        1'     ,  J  ,  1  1 

1  1 


.   1 .  P'^^ 

FiJr  ;r  =:  1  /  ^io?  =  1  gelit  hieraus  hervor : 

^IMp-hlKp-  c2(^  _  1)  (2„  ^.  2)P-»li  +  4  (2» +2)PP 

,  P    ,        P(P  +  1) 

■*■  8(2«+2)P+il»  ■*"  16(2n  +  2)P4"^ 

diess  führt  zu  folgenden  besonderen  Fallen: 


1.2^3.4^5.6^7.8^'-(2w+l)(2w+2) 
=0,693  147  180  559  945  309  4.... 

1  1  1  3__ 

2(2«+2)  ■*" 4(2«  +  2)2|i  +  4(2ii  +  2)3|i'''8(2»  +  2)*|i  + 

I8|i  +3ä|i  +53|i  +73|i  +•••  (2w  +  l)3|i 
=0,193  147  180  559  945  309  4.... 

1  1 3^ 3 

2.2(2n  +  2)2|iM(2«+2)3|i"'"8(2n+2)4|i '  4(2n+2)«ti  +•-' 

1  1 


+  »411  "^  K4II  +  7411  +  •••• 


[4|i  T34|i  ^54|n^74|i  ^*  ••(2«  +  l)4|i 
=0,045  421  453  706  630  206  278.... 
1  1  1 


6(2«+2)«|i  ^  4(2«+2)4|i  ^  2(2n+2)«li  ^  4(2«+2)«|i 


§"•••• 
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n.  8.  w.    Meont  man  die  begleiteoden  Zahlen,  welche  die  GreiuB- 
werthe  für  unendliche  Reihen  dieser  Art  bilden,  der  Reihe  nadh 

^«*  -^8»  ^4»-***»  60  hat  man  hiefür  folgende  Tafel: 

*25)    N  «=a  693  li7  180  559  945  309 
A  3=0,  193  147  180  559  945  309 
N  4=0,  045  421  453  706  630  206  27 
i\r^=:0,  008  826  837  964  426  214 
iV4=0,  001  447  401  850  937  152 
N  r  =  0.  000  204  678  395  256  829 
yV8=0,  000  020  413  933  036  342 
i\^9=0,  000  002  810  399  358  858  8 
iVio=0,  000  000  280  066  700  557  7 
iVi|=0,  000  000  025  394  096  529  8 
u.    s.    w. 

Die  Werthe  der  N  lassen  sich  auch  direct  und  auf  folgende  Art 
berechnen.  Wird  — a  statt  a  in  11)  gesetzt  und  werden  sämmt- 
liche  Glieder  mit  —I  verbunden,   so  ist 

26)  -J      lg(ö-«^)(öa:)'-=--p^r-+O^TiIT+p:25^ili+ft^^ 
o>' 


.       1     /    6lg6  .  b\       , 
_l_/6!ig6._i6iV,_, 

1     /    b*\gb  S0.6*\    ^_, 


Non  ist 


I 

y  ie(b  +  ax)  {Bxy  _y* '  Ig (ft _ oa-) Oj:)r  =J* '  Ig  j^^  (3^:)'. 

Of»  <»»*  <>>* 

3* 
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Zählt    man   daher   die    Gleichungen  25)  und   11)  susamnien  und 
tbeilt  mit  2,   so  wird  mit  Rucksicht  auf  12) : 

=2.lr\i.ar  t^*  +  ^^>'  's  (6  +  a*)  (- )'^^^  (6  -  «a:)  Ig  (6^  ax)] 
1     /6lg6     6\    ^^^ 


1      /   6^\gb        C(1,2,3)H8\    ^^3 

1^-311  V^as.i. 2.3       I3|il3|i.a3  ^^ 

1      /6ng6       C(l,2....7)<^6n 


Diese  Reihe  bricht  ab,  wenn  der  Exponent  von  xP'^9  in  1  oder  0 
übergeht.  Ersteres  ist  bei  einem  geraden,  letzteres  bei  einem 
ungeraden  r  der  Fall. 

Setzt  man  nun  a  =  l,  6  =  1  und  a:z=zl  oder  nimmt  das  In- 
tegral zwischen  den  Grenzen  von  0  bis  1,  schreibt  man  ferner 
p  —  1  statt  r,   so  entsteht: 

1111 

_2P-g|g2     2P-^C(l,2....p— l)p-g    _1_         qi,2,3)^_ 

—    J;^-l|l  Jp-lillp-l|l  +  1P-2|1  +1P-4|1.  l»|l.  Pll 

C(l,2,....5)^     C(l,2,....7)g      C(l,2,....9)o 

+  lp-6|1.16|1.16|l+  ]p-8|l.  1711.1711+  1P-1Ü|1.19|1.19|1+-" 

Hieraus  kann  man  die  Werthe  der  N  direct  berechnen.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  N,  M  und  K  ist 

28)    iVp=:J^p+JAV 
Hieraus  bestimmt  sich  z.  B. 
/r„  =0,000  000  023  230  873  835  7... .  =  j^jj  ~  ~^  +  glj_.. 
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Ans  den  Gleichungen  11),  12),  26)  und  27)  leiten  sich  «ine  Menge 
hierher  gehuriger  Reihen  ab.  Der  Werth  von  x  in  11)  und  12)  kann 
jede  beliebige  Zahl  sein ;  eben  so  a  und  6.    In  26)  ist  diess  nicht 

der  Fall,  denn  es  muss  bzlox  sein.    Dasselbe  gilt  von  26). 

Zugleich  zeigt  sich  aus  11),  12),  26)  und  27),  dass  alle  hier- 
her gehörige  und  den  genannten  Bedingungen  unterliegende  Reihen 
Grenzwerthe  haben  oder  convergiren. 

1 

Setzt   man   a-=l,    6  =  1,  \r  =  —  und  schreibt  p — 1  statt  r  In 

26),  so  entsteht 

""      2.1P-1IUP-1I1      L\   g  J      ^    ^  \    g  J      J 
■         1  ,  C(l,2,3)^  C(l,2,....5)^ 

+  lP-i|l^P-2"*"  lP-4|l.I3|113|l^p-4T  lp-6|l]6illft|lyp-6+    • 

Dieselben  Werthe  lassen  sich  in  11)  und  12),  sowie  in  25)  ein- 
flShren,  wodurch  andere  Reihen  entstehen. 

Nimmt  man  11)  und  12)  negativ  und  vereinigt  die  hierdurch 
sich  ergebenden  Resultate  mit  26),  theilt  dann  durch  2,  so  ent« 
steht: 

^  ^J     lg(6*-o«a:«)~"""    M*   ^62.2''+i|i"*"6*.4'-+iii'*"6ö.6^+i|i"'"* 


o,x 


_      {b-t-axyAgib  +  aa:)  (b  —  axy  \g  (b^  ax) 

l_/6^lg6  ^  C(l^)^6n 

^  l»--*!!  Va^.  1*'^  1*»^  1*11  a«  /  ^ 

,      1     /b^lgb  C(l,2,3,4)»6^\ 
^  ^-*|i  Va*  PI»  ""        1*11  I4|i  ^4     y  ^ 

1     /bHgb  C(l,2....6)^6o\    ^^, 

t   ir-«|iy^ß«   ]6|1  16111611^0       y*^ 
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and   hieraus  ftir   ii  =  l»    6sl,    0^=1: 

_     2^-^ Ig2    C(l,  i>....  r)'--^ .  2^-1 C(l,2)^ C(l,  2,  3,  4)» 

—  lr|l      +  MMrIl  lr-2|l  ja|l   j21      |r-411  X4|l  |4il 

C(l,  2, ....  6)^     C(l,2,....  8f 

lr-6il]0|l  J0J1  ]r-8|lX81j8,l 

Diese  Gleichungen  eroffnen  eine  neue  Gattung  von  Reihen. 
Zieht  man  7)  von  2])  ab  und  theilt  das  Resultat  durch  2»  so 
entsteht  zur  Bestimmung  der  Summe  einer  Reihe  von  beschränk- 
ter Gliederanzahl : 

31)   -_L_.___i^_.  » 


1  1 


1    p.  Jx 

"" 4 (ar  +  (2w  +  1) 2/a:)Pl^*  "" 8(x  +  (2w  +  l)  /fa;)P+i|^* 

16(;r  +  (2w+-l)^a?)H-2l^>     i.xP\^^^     8.a:P+i|^' 

16.;rP+*f''* 

Wird  hierin  a?  =  l  und  z/.r  =  1  gesetzt,  so  treten  die  bekann- 
tenGrenzv^erthe  ( 14)  und  20))  auch  hier  ein  und  es  entsteht: 


2Pii^4;'!i^6Pli  "^  •  •  •  •  (2w)Pli  "  '  ^     *"^     2(/?-l)(2«+2)P-i|i 


4(2fi  +  2)Pli     8(2n+2)P+i|i      16  (2«  +  2)P+a|i      •- 
Aus  der  Gleichung 

33)    Qp=:^inip-iKp 

kann  man  die  Grenzu'erthe  f(ir  diese   Art  Reihen  leicht  berech- 
nen.   Man  wird  erhalten: 
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34)  Q  a  =  0,  906  852  8l<4  440  054  6^1 
Q  8=0,  050  852  819  440  054  (191 
Q  4  =  0,  010  124  101  848  925  350 
Q  5=0,  001  589  828  702  240  452 
Q  6=0,  000  219  264  815  729  514 
Q  r=0,  000  026  803  086  224  653 
Q  8=0,  000  007  930  738  165  471 
Q  9  =  0,  000  000  289  799  053  839  5 
Qio=0,  000  000  026  125  735  264 
Qh=0,  000  000  002  163  222  694 

U.    8.    W. 


IT«    BestimmaniP  der  C^renaswertlie    der  FakaltEten- 

Beitaen    f&r    i^aiiBe  Kahlen^    deren  Cllieder    mit    ab« 

wecluieliideii  Keiehen  verbanden  0ind. 

§.  9. 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

2)  arPl^*— (a?  '\-Jx)v\^^ + (a: + 2/^a)pI^*....  (— )'*+H^ +(»  +  !) ^x)v\^* 

=  (-)"+^J:~H^+(w+2)z/a;)Pl^*+t-*a:Pl^*. 

Wird  1)  und  2)  zusammengezählt  und  durch  die  Zahl  2  getheilt«  so 
entsteht 

3)  äPI^*— (ar  +  ^/ar)Pl^'  +  (jr  +  2z/a;)Pl^*.... 

= (-)*  \ir^  (^  +  («+!)  dx)v\^'  (-)»+!  4t-H^+  (w+2)  dx)9\^* 

+  J^-^arPl-^*. 

Wftchst  nun  n  in's  Unendliche,    so  gehen  die  zwei  ersten  Glie- 
der auf  der  rechten  Seite  in  3)  in  0  über  und  man  hat: 

4)  Lim [S (— )*•  (^  +  nJx)v\^' (-)**'^ 4(«+(«+l) ^x)9\^*\^t'^xlP\^< 
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Nun    ist    Dach    §.  83.   der    Lehre    von    den    aufsteigenden 
Functionen 

^,     ^  ,     ..       arPl^'      /^ol'M*      /PxP\^'     z/3^^1^* 

5)    t-^a;PM-=-2 4"  +  — 8 lg- +  '   • 


o-pM» 


4 (-^^)H g ... 


Hiernach  ist 

6)    Lim  [S(— )«(.r  +  n^x)P\^*  (-  )«+i  J(a?  +  («  +  !) -:^a:)Pl ^'] 

-     2  4  +  8 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  besondere  Fälle  für:r=]y  Jxz=^\ 
und  n  —  1  statt  n: 

7)  Lim  L«  ( -)»->  n«li  (H"  K»  f  J  )^'*]  =  ^ » 
Lira  [S(-)«-»7|3IH~)«i(»  +  !)''*]=§* 

Lim  [S(  -)n-l«411(_)n  i(„  ^.  1)4|1]  =,|, 
Lim  [Ä(-)n-l,i6|lf_)n  i(n  +  1)5|1]  =  ^  , 

u.  s.  w. 

t 

För  d?=l,   ^iar=2  wird: 

8)  Lim[Ä(-)»-in2i2(_)«i(^^.l)2|2]==_^, 

Lim[S(-)»-l«3|2(_)n  i(,;j  4. 1)3|2]^  _3^ 

Lim  [Ä(— )n-i  »412  (_^«  j(„  ^.  1)412]  ,=  «  19^5^ 

Lim  [Ä(— )'»-i  wö|2(~)«  i(n  +  1)«|2]  =  - 150, 

u.  s,  w. 

T.    Bestimmmii^   des    C^renzwerthes    der  onendlielieB 

1  .  0»«)«T*9*«*» 


Faetorenfoli^e 


2.4.6.8.10....* 


§.  10. 

Im  {.25.  Nr.  13.   meiner  Theorie   der  analytischen  Fä- 
kal tfiten  habe  ich  gezeigt,  dass 
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r 

=-  \ lg(2«+l)  f  4 lg|  -  Jii-rü^^ÄT.  * 


»     4C2«+1) '  24.(2«+l)3     20.(2m+1)» 

■  »7        _ 

+  16.7(2«+!)'^     •••' 

ist.    HierauB  entsteht 

2)  ig ^» + i lg(2»+I) = i Ig ;i-4(2;rM)%(2»+J)»--J0C2>.il)»+- • 
Ffir  ein  unendlich  \v3ch&«endes  n  erhält  man  als  Grenzwerth 

3)  Lim  Ig 2«a        ^'^V  ^='""^'  ^^^  ^^^  ^^^  ^"^"^  "^^  ^••• 

oder  wenn  man  auf  die  Zahlen  zurückgeht: 

Aus  1)  und  2)  folgt  durch  Zeichenänderung 
— Igl+Ig2-Ig3+Ig4....— Ig(2«-1)  +  Ig2n-Slg(2«  +  1) 

oder 

^     ^InjaVSTFl ""'    2  +4(211+1)     24(2«+l)»  +  20(2w+l)*'^"- 
Der  Grenzwerth  ist  hieffir: 

^^      '''"*'^iiiJV^^  =  'S^^=0,?2S  811  352  644  727  4.... 

Bei  dem  Cebergang  auf  die  Zahlen  ergibt  sich 

^      ,.  2.4.6.8.,..2«  ^_ 

^      '^""l.3.5.7....(2«-l)^2-;r^  =  '  %^2«=1,263  314  137  315.... 

Die  hier  gegebenen  Bestimmungen  gelten  in  aller  Schärfe  und 
bestätigen  die  Richtigkeit  in  der  Anwendung  auf  besondere  Fälle 
sogar  bei  kleinen  Werthen  för  n.    So  ist  z.  B. 
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^lro:Mr=0'805  901  287.... 

Der  erste  Quotient  ist  um  0,0224....,  der  zweite  um  0,00601....  von 
dem  oben  angegebenen  verschieden.    Eben  so  ist 

2.4.6.8^^1^^j^2l9(M6  66...., 


1.3,5.7.  V9      ^05 

.  l'*'^'^"'^r-  =  1.240  846.... 
1.3.5.7....23V^25 

Der  erste  Quotient  ist  nm  0,034,    der  zweite  um  0,012....   ven 
dem  Werthe  in  7)  verschieden. 

e 

Euier  hat  sich  mit  Bestimmung  des  Grenzvrerthes  Ton  7) 
(Differential -Rechnung.  2.  Tbl.  $.11.)  beschäftigt  und  densel- 
ben auf  fünf  Decimalstellen  richtig  angegeben.  Den  Factor  V2«+l 
hat  er  nicht  berücksichtigt.  Lacroix  hat  (Trait^  d.  calc.  dlffl 
et  intägr.  T«  III.  p.  349.)  das  von  Euler  angegebene  Verfahren 
wiederholt. 
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II. 

Ueber  Legendre's  Beweis  eines  Fundamentelsatzefl 

der  Geometrie« 

Von 

i 

Herrn  Doctor  ^«   ühde^ 

Schulrath   und  Professor  ftiu   Herzoglichen   Coflegio  Carolina         ' 

zu  Braonschweig. 


LegeDdre  ^iebt  in  seinen  „Elementen  der  Geometrie, 
IV.  Bueh,  9.  Satz'«  nach  Crelie's  Uebersetzung  (4.  Aufl.  8.  102. 
iHid  103.)  wortiicb  folgenden  Lehrsatz  und  Beweis : 
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Lehrsatz. 


Jede  krumme  oder  gebrochene  Linie,  welche  von 
eiriem  Ende  bis  zum  andern  eine  ausgebogene  (con- 
vexe)  Linie  AlllB  umschliesst,  ist  länger  als  die  um- 
schlossene Linie  AMB.    (Taf.i.  Fig.  1.) 

Beweis.  Gesetzt  nun,  die  Linie  AMB  wäre  nicht  kurzer 
als  alle,  welche  sie  umgeben:  so  muss  es  unter  den  letzterta 
nothwendig  eine  geben»  die  kurzer  ist  als  die  übrigen ^  und  gu* 
gleich  kurier  ids  AMB,  oder  höchstens  AMB  gleich.  ACDEB 
0ei-  diese  kürzeste,  umschliessende  Linie;  alsdadn  ziehe  Man 
Ei4isthen  den  beiden  Linien  an  einer  beliebigen  Steile  eine  gerade 
Linie  PQ,  wdcbe  AMB  nicht  trifft  oder  sie  höchstens  nur  be- 
rührt: so  ist  die  gerade  PQ  kürzer  als  PCDEQ;  setat  üan  als« 
PQ  an  die  Stelle  von  PCDEQ,  so  hat  man  eine  urngdbeode- 
APQB  (nkht  ABQPy  wie  unrichtig  gedruckt  steht)  ^  welche  kur^ 
aer  ist  ab  APDQB.  Nach  der  Voraussetzung  ist  diese  aber 
fichon  die  kürzeste  voil  allen:  also  ist  die  Voraussetzung  nicht 
IttSff^lich  ;  mithin  sind  alU  umsehiiessenden  Linien  länger  als  AMB,"* 


V»ffe:    Veier  Irctndfe'»  Bfveh 


;ende    Aib^H 


m- 

■8» 
Ist 
St. 

als j 

4 


Der  vcrdienatTolle  Uebersetzer    macht    hierzu    fotgendi 
merkung : 

„Dieser  neunte  Satz  ist  auch  tSj  die  Lehre  von  den  krum- 
men Linien  wichtig.      Er   kommt  z.  B.   bei    einer    b«grfin 
Ausmessung   der  Lgnge    krummer  Linien  zur   Amvendung. 

aehe  dessfaalb  etc Legendre's   scharl'sinniger  Beweis   di 

Satzes  ist  sehr  merkwürdig." 

Auch  der  Uebersetzer   hat  ali^o  an  dem  Beweise  kei 
stoss    gefunden.      Mir    aber    scheint    dieser    Beneia    keineswegs 
stichhaltig   zu    sein,    und  da   der  Satz    selbst  als   Grundlage  der 
Lehre    von  der   Rcctillcation   krummer  Linien   wichtig  genug   ist, 
der  hier  gegebene  Beweis  desf^elljen  aber  auf  die  Autorität    von 

bedeutenden  Namen  hin  von  Vielen  leicht  ohne  Weiteres 
richtig  hingenommen  werden  wird:  so  bedarf  es,  glaube  ich,  t< 
Der  Kechtfertigung,  wenn  ich  meine  Einwendungen  gegen  deusi 
ben  hier  zu  weiterer  Prüfung  vorlege. 

neis,  „die  Linie  AMB 
ngeben,  so  muss  es  un- 
,  die  kürzer  ist  ats  die 
oder  höchstens  AMB 
n  trenne  nur  einmal  di* 
n.  Zunächst  ist  gesagt; 
wenn  AMB  nicht  kürzer  wäre  als  alle,  welche  sie  umgeben,  so 
inGsse  es  unter  den  letzteren  nothwendig  —  mindestens  —  eine 
geben,  welche  kurzer  wäre  als  sie,  oder  höchstens  ihr  gleich. 
Dagegen  ist  nichts  einzuwenden;  die  Folgerung  enthält  nicht  mehr 
als  die  Voraussetzung.  —  Sodann  ist  aber  auch  behauptet;  jene 
angenommene  Linie  müsse  zugleich  kürzer  sein,  als  die 
übrigen,  eine  kürzeste  unter  den  umGchliesseuden.  Ist  auch 
das  zuzugeben?  —  Wenn  die  Linie  AMB  nicht  kürzer  wäre  alj 
alle,  welche  sie  umgeben,  so  könnten  diese  entweder  alle  kürzer 
sein  als  sie,  oder  unter  den  umschliessenden  könnten  erst  vi 
einer  gewissen  Grenze  an  die  folgenden  kürzer  sein  als  die 
scblossene.  Im  einen  wie  im  andern  Falte  soll  unter  den  ni 
Bchliessenden  nothwendig  eine  die  kürzeste  sein?  Wesshalbfi 
Wesshalb  soll  nicht,  wie  in  so  vielen  anderen  Fällen,  die  Länge 
dieser  Linien  in's  Unendliche  abnehmen  können,  ohne  doch 
jemals  eine  bestimmte  Grenze  der  Kleinheit  erreichen 
zu  müssen?  Wenn  z.  B.  —  um  nur  an  einen  ahnlichen  Fall  zu 
erinnern  —  die  Coordinaten  einer  Hyperbel  in  die  Hichtung  ihrer 
Asymptoten  gelegt  sind,  wer  wird  dann  behaupten  uullen,  unter 
den  Ordinalen  derselben  müsse  nothwendig  eine  die  kürzeste  seint' 
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^^^^  f  diesem  Punkte  alier  beruht  der  ganie  Beweis;  weil  un- 
^M^dien  umachliessenden  Linien  imthwendig  eine  die  kürzeste 
sein  müsste,  unter  ihnen  aber  keine  die  kürzeste  sein  kann,  so 
niues  die  umschlossene  Linie  selbst  die  kürzeste  sein.  Kann  und 
darf  nan  aber  der  Vordersatz  nicht  zugegeben  werden,  so  l^lll 
damit  auch  die  ganze  Schlussfolgerung  über  den  Haufen. 

Täusche  ich  mich  nicht,  so  liegt  Legcndre's  Beweise  etwa 
Folgender  Gedankengang  zum  Grunde,  Ziviischen  zwei  Punkten 
A  und  B  ist  die  gerade  Linie  AB  der  kürzeste  Weg  (Axioni)> 
Ein  beliebiger  anderer  Zug  APQB,  der  dieselben  beiden  Punkte 
mit  einander  verbindet,  ist  länger.  Indem  man  irgend  zwei  Punkte 
deeselben  durch  eine  gerade  Linie  (Sehne)  mit  einander  verbindet 
und  diese  statt  des  abgeschnittene»  Stücks  eintreten  lässt,  wird 
der  Zug  verkürzt.  Man  kann  ihn  auf  diesem  Wege  der  letzten 
Grenze  aller  Verkürzung  (der  geraden  Linie  AB)  immer  näher  und 
näher  bringen.  Liegt  nun  zwischen  jenem  Zuge  APQB  und  der 
geraden  Linie  AB  ein  anderer  (aasgebogener,  convexer)  Zug  AMB, 
80  muss  der  unischlle^sende  Zng  bei  stetiger  Annäherung  an  die 
letzte  Grenze  aller  Verkürzung  diese  Zwischengrenze  AI&B  noth- 
weiidig  einmal  erreichen  und  überschreiten.  Der  umsch  Hessen  de 
Zug  APQB  lässt  sich  aber  fort  und  fort  verkürzen,  ohne  darum 
aufzuhüren,  die  Linie  AMB  zu  umschtiessen :  es  gielit  unter  den 
itmsch liessenden  keinen  kürzesten  Zug.  Folglich  muss  die  Lini« 
Al^B  selbst  diese  kürzeste  Grenze  sein,  welche  so  lange  nicht  ' 
erreicht  und  überschritten  wird,  als  der  Zug  noch  ausserhalb  oder 
jenseits  derselben  bleibt.  —  Wiire  in  der  That  Legendre'» 
beweis  etwa  so  ausgedrückt,  so  träte  das  Cnbaltitare  in  demsel- 
ben deutlicher  zu  Tage.  Denn  wer  sieht  nicht,  dass  die  ganze 
Schlussfolge  auf  der  Annahme  beruhen  würde,  die  Linie  AMB 
liege  auch  der  Länge  nach  zwischen  der  umschliessenden  APQB 
und  der  geraden  I-inie  AB,  a\»  letzter  Grenze  aller  Verkürzung.' 
and  jene  nfihere  sich  dieser  bei  stetiger  Verkürzung  immer  nu^ 
von  derselben  Seite  der  Z  wischen  grenze  AMB,  von  der  Seite  de#  ] 
Grösseren,  —  dass  mithin  stillschweigend  schon  voran.« gesetzt  I 
wäre,  der  umschllessende  Zug  APQB  sei  ISnger  als  der  un 
schlossene  AMB,  gerade  das,  was  erst  bewiesen  werden  soll. 

Vielleicht  aber  zeigt  folgender  Einwurf  noch  schlagender  das 
Unhaltbare  des  Legendre'scben  Beweises. 

Allerdings  setzt  Legendre  eine  ausgebogene  (canvexe) 
Linie  A14B  voraus,  von  welcher  er  beweisen  will,  dass  sie  kür- 
zer sei  als  alle  sie  umschliessenden,  und  bestimmt  zuvor  ganz 
richtig  den  Begriff  der  Convesität.  Aber  man  setze  einmal  in 
»einem  Beweise  statt  des  convexen  Zuges  AMB  jeden  beliebigen 
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anderen,  nur  von  APQB  um  schlaf  seilen,  z.B.  AmB, 
ganze  Ueneis  lÄsst  steh  Wort  l'fir  Wort  aucb  auf  lÜesen  anwen- 
den. Es  ist  noch  ebensowohl  zu  beliaupten:  trenn  die  Linie  AmB 
nicht  kürzer  würe,  nis  alle,  welche  sie  iini^«beii,  so  mäese  ea 
vater  den  letsteren  nothtveiidig  eine  geben,  die  kiirKer  \ 
die  übri^ew  und  euglddi  fcürzer  als  AmB  oder  büchstens  I 
gleich;  ACDEB _sei  diese  kürzeste,  umscblies(iei)(Ie  Linie  u.9.l| 
weil  nun  APQB  noch  kurzer  sei,  so  sei  die  VoraussetzuD|;  '^'><4_ 
niiiglich,  mithin  seien  alle  umKchliessenden  Linien,  nie  ACDE^ 
und  APQB,  langer  als  die  umschloSHene  AmB.  Wer  nird  i 
zugestehen?  —  Ich  wenigstens  ßnde  uitht,  dass  in  Legendn 
Beweise  von  der  Votau-ssetzung,  die  uniscblossene  Linie  AM 
müsse  eine  auegebogene  (convexej  sein,  bei  den  weiterj 
Schlüssen  irgend  Notiz  genommen,  oder  dass  aus  derselben  irgei 
Etwas  gefolgert  sei,  was  die  weiteren  Schlüsse  gera  ' 
solche  canvexe  Züge  heschränltte  und  die  Anivendung  derselben 
auf  jeden  beliebigen  anderen  umschlossenen  Zug  (wie  AmB)  verbitte. 

Meiner  Meinung  nach  ist  also  der  in  Kede  stehende  Sats 
durch  Legendre's  Bencia  nicht,  und  überhaupr  noch  nicht  be- 
wiesen,  ja  ich  glait1)e,  er  lässt  sich  schwerlich  im  eigentlichen 
strengen  Sinne  beweisen  ,  und  begnüjje  mich,  beim  unterrichte,  — 
wenn  ich  auch  das  noch  hinznrüeen  darf,  —  die  Ueberzeu.ungron 
seiner  Richtigkeit  etwa  auf  folgende  Art  noch  mehr  zu  hegriinden. 

Man  verbinde  (Taf.  I.  Fi^.2.)  zwei  Punkte  A  und  B  durch 
einen  convexen  gebrocheneu  Zug,  z.  B.  ACDEB,  und  ausser- 
dem durch  einen  beliebigen  anderen,  welcher  diesen  unischliesst, 
z.  B,  APQB.  Die  ConvesitJit  eines  Znges  ist  dadurch  bedingt, 
dass  man  sich  heim  Durchlaufen  desselben  von  einem  Ende  bis 
zum  anderen  immer  nur  nach  derselben  Seite,  niemals  rückwärts, 
zu  drehen  hat.  Wird  nun  jede  Seite  des  erstgenannten  Zuges 
über  die  Ecke  hinaus,  an  welcher  man  sich  beim  Durchlaufe« 
desselben  in  die  Richtung  der  anstossenden  Seite  m\  drehen  hat, 
in  ihrer  eigenen  Richtung  bis  zum  Zusammen  treffen  mit  dem  um- 
scblieesenden  Zuge  fortgesetzt,  also  AC  bis  x.  CD  I 
so  erhSit  man  nach  dem  bekannten  Axiome,  dass  die  gerade  LinM 
der  kürzepte  Weg  zwischen  zwei  Pwnkfen  ixt 

AC  ^^  Ca^  <.  APx . 

CD^  Dff<,Cx+xQ3, 

DE  +  Ez  <.Dj/  hi/t. 

EB  <£:   ftB. 

folglich     .4C+CÖ  +  Ö    +£ß  +  C.r+Dv+£:<^/'j+.jOj,f.ys^-li^ 
\^_  +Ca:  +  />y  +  £i, 
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and  nach  AufhehnDg  der  gleichen  Grossen  auf  beiden  Seiten 

ACDEB  <  APQB. 

Dasselbe  lässt  sich  angenscheinlicb  von  jedem  gebrochenen 
convexen  Zuge,  ans  wie  vielen  einzelnen  geraden  Linien  er  auch 
zusammengesetzt  sein  mag,  und  einem  beliebigen,  ihn  unischiies- 
senden  Zuge  beweisen.  Setzt  man  nun  statt  des  umschlossenen 
gebrochenen  einen  gekrümmten  convexen  Zug,  wie  AMB,  und 
denkt  sich  in  denselben  einen  gebrochenen  Zug  eingeschrieben^ 
so  lässt  sich  die  Länge  des  letzteren  durch  beständige  Vermeh- 
ruDg  seiner  Seiten  der  Länge  des  gekrümmten  Zuges  in's  Un- 
endliche näher  bringen,  ohne  dieselbe  jedoch  jemals  erreichen 
oder  überschreiten  zu  können.  Und  dann  wird  der  Schluss  er- 
laubt sein:  was  ohne  Einschränkung  von  allen  Werthen  gilt,  die 
sich  einer  gegebenen  Grenze  in's  Unendliche  nähern,  das  muss 
auch  für  diese  Grenze  selbst  gelten.  —  Freilich  macht  dieser 
Schluss  einen  Sprung,  im  Uebertragen  dessen,  was  von  unsteti- 
gen Grossen  gilt»  auf  stetige.  Ein  ähnlicher  Sprung  ist  indessen 
bekanntlich  bei  vielen  mathematischen  Bestimmungen  gar  nicht 
zu  vermeiden. 

Schliesslich  will  ich  noch  bemerken,  dass  meiner  Meinung 
nach  die  vorstehenden  Einwürfe  mit  den  entsprechenden  Abände- 
rungen auch  gegen  den  Beweis  zu  erheben  sind,  welchen  Le- 
gendre  im  VIIL  Buche  seiner  Geometrie  (Lehrsatz  IL, 
Seite  214.  £  der  oben  citirten  Uebersetzung)  von  dem 
entsprechenden  Satze  aus  der  Flächenbestimmung  aufstellt,  dass 
nämlich  »jede  convexe  Fläche  kleiner  ist  als  eine  beliebige  andere 
sie  umschliessende  Fläche  von  dem  nämlichen  Umfange.^'  Denn 
Legen dre's  Beweisführung  für  diesen  Satz  ist  im  Wesentlichen 
dieselbe,  wie  für  den  hier  besprochenen  Satz. 
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m. 

Allgemeiner,  leicht  elementar  zd  beweisender  Satk  von 
der  Rectification  und  Quadratur  der  Curven« 

Elementare  Rectification  der  Parabel. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Id  einer  an  Franz  Schooten,  der  bekaDntlich  Professor  in 
Leyden  war,  gerichteten  Epistola  de  transroutatione  cnr- 
varuni  linearum  in  rectas.  Dat.  Salmurii,  die  13  Janu- 
arii  A^.  1659«  weiche  in  Renati  Descartes  Geometria. 
Francofurti  ad  Moenura  1695.  p.  517.  abgedrucict  ist«  hat 
van  Heuraet*)  «inen  allgemeinen  Satz  von  den  Ciirven  bewie- 
sen, den  ich  in  mehreren  Beziehungen  für  nichtig  und  merkwür- 
dig  halte.  Im  mathematischen  Worterbuche.  Tbl.  IV. 
S.  233.  thut  Mo  11  weide  dieses  im  Allgemeinen  wohl  nur  wenig 
bekannten  Satzes  allerdings  Erwähnung,  scheint  mir  aber  dessen 
Bedeutung  nicht  eigentlich  erkannt  zu  haben,  wie  ich  schon  da- 
raus schliessen  zu  dürfen  glaube,  dass  Mollweide  den  Satz 
mittelst  der  Differentialrechnung  sehr  kurz  beweiset,  indem  mir 
vielmehr  die  Bedeutung  dieses  Satzes  för  manche  Untersuchun- 
gen darin  zu  liegen  scheint,  dass  er  sich  sehr  leicht  ganz  elemen- 
tar beweisen  lässt.  Ich  werde  nun  den  Satz  zuerst  aussprechen, 
und  dann  einen  ganz  elementaren  Beweis  für  ihn  geben,  worauf 
ich  vermittelst  dieses  Satzes   die  Parabel  auf  ganz  elementarem 


^)  So  ist  der  Name  am  so  eben  angegebenen  Orte  geschrieben. 
Mollwoide  im  mathematischen  Worterbuche  (s.  nachher)  schreibt 
Hevraet.  Die  erstere  Schreibart  haben  anch  Lacroix  nnd  Klaget 
(mathem.  Wörterb.  Th}.  HI.  S.  725.)  beibehalten.  Freilich  weit« 
man ,  dass  in  alten  lateinischen  Schriften  u  und  ▼  oft  verwechselt  werden. 
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Wege  rectificiren  werde,  was  alier  jetzt  nur  dadurch  müglich  ge- 
macht ist,  weil  ich  in  elneni  Iriiheren  Aufsätze  {Thl.  XXV.  Nr.  V.) 
eine  ganz  elementare  Quadratur  der  I]y|ierhel  gei^eben  hahe,  die 
Trüber  bekanntlich  nur  mit  Hüire  der  Integralrechnung  möglich 
nar.  Diese  vnn  mir  eefuiidene  elementare  Quadratur  der  Hyper- 
bel, mit  CiiTScbluss  der  ganz  elementare»  Theorie  der  L')garith- 
men,  und  die  nun  von  mir  gefundene,  gleichfalls  ganz  elementare 
Rectification  der  Parabel  »erden,  sn  hoffe  ich,  iveKentlich  zur 
Furderung  des  Vortrags  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  und 
des  Unterrichts  in  diesem  so  ungemein  wichtigen  und  interessan- 
ten Tbeile  der  Mathematik  beitragen.  Deshalb,  und  zugleich  noch 
aas  anderen  Gründen,  glaube  ich  auch,  dass  der  8atz  von  van 
Heuraet  in  die  Elemente  der  Mathematik  anfgenomnien  werden 
muss,  indem  er  mir  überhaupt  mancher  »ichtigen  und  interessan- 
ten  Anwendungen  llihig  eu  sein  scheint,  wie  ich  am  Schlug»  die- 
ses, wenn  auch  durchaus  eigentlich  nur  der  elementaren  Reutili- 
cation  der  Parabel  mit  Hülfe  der  von  mir  früher  gefundenen 
elementaren  Quadratur  der  Hyperbel  gewidmeten  Aufsatzes,  noch 
an  einem,  schon  von  van  Heuraet  seihst  gebrauchten  Beispiele 
zeigen  werde,  zugleich  aber  die  Leser  des  Archivs  auffordere, 
ihre   Aufmerksamkeit  der  »eiteren    Anwendung   dieses  Satzes   zu 
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^^^B  Taf.  1.  Fig.  3  seien  A'F'    und  J,f'i    zwei    gan.  »^,,^- 

^TJge  Curven,  und  AF  sei  eine   beliebige  gerade  Linie, 

V     auf  welcher  AA^  und  ff,   senkrecht  stehen.     Wenn  dann 

I      i   eine    beliebige    gerade    Linie   von    bestimmter   Länge 

bezeichnet,    und    für   Jeden    Punkt   P"    der  Cu  rve  /*'f', 

■  0  welchem  die   bis  zur  Linie  AF  verlängerte  Normale 

der   Curve   die   Linie   /"^    ist,    die  Proportion 

j  PP'.P'N=.UPPi 


oder   die  Gleichung 


PP-PP^^k-P-N. 


wo  PP,  auf  AF  senkrecht  steht;  Statt  findet,  so  ist 
)  die  Fläche  AAiFFi  gleich  dem  Rechtecke  unter  der 
I  Linie  i  und  einer  der  Curve  A'F  gleichen  geraden 
I      Linie,    oder  es  ist: 

AAiFF^=k.A'F'. 
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Beweis. 

I.  In  Taf.I.Fig.4.  stehe  auch  QQi  auf  ^F  senkrecht  Denkt 
man  sich  nun  darch  den  Punkt  P'  die  Beröhrende  P'p^  an  die 
Cnrve  A*F'  gezogen  und  bis  zur  Linie  QQi  verlängert,  so  sind, 
wenn  man  noch  durch  P'  und  P,  mit  AF  die  Parallelen  P'q'  und 
Piqi  zieht,  die  Dreiecke  PPN  and  P'p'q'  offenbar  einander 
ähnlich ,   also 

PP'iP'N=Pq':Pp'  =  PQ:Pp\ 

folglich 

PP,Pp'  =  PQ.PN. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

PP.PP^zziX.P'N, 

also,  wenn  man  in  diese  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  dividlits 

PPj ^ 

Pp'  ""  PQ' 
folglich 

PP^.PQ  =  k.Pp\ 

oder 

PP^Qq^=k,Pp'. 

II.  In  Taf.  I.  Fig.  5.  theile  man  nun  die  Linie  AF  in  eine  be- 
liebige Anzahl  gleicher  Theile  AB,  BCy  CD,  DE,  EF,  nbd 
errichte  durch  alle  Theilpunkte  Perpendikel  auf  AF,  welche  die 
beiden  Curven  in  den  Punkten  A\  B',  C",  Z>',  E',  F  und  A^,  Bi, 
Ci,  Dl,  El,  Fl  schneiden.  Durch  die  Punkte  A',  B\  C,  D*, 
E',  F'  denke  man  sich  an  die  Curve,  in  der  diese  Punkte  liegen« 
Berührende  gelegt,  und  verlängere  diese  Berührenden,  bis  Ab 
sich  in  den  Punkten  a',  6',  c',  d',  e'  schneiden,  durch  welche 
Durchschnittspunkte  man  dann  lauter  auf  AF  senkrecht  stehende 
Linien  legt»  wie,  die  Figur  zeigt.  Endlich  lege  man  durch  Ai,  9i, 
Ci,  Dl,  El,  Fl  Parallelen  mit  AF,  welche  jene  Senkrechten  in 
den  Punkten  ai,  ßi,  bi,  yi,  Ci,  di,  di,  Zi,  Ci,  ii  schneiden.  Dann 
hat  man  nach  I.  die  folgenden  Gleichungen : 

AAiüttiZziX.A'a' , 

BBiaßi^X.B'a', 

BBiibi=l.B'V, 
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DDiCÖ^  =k.D'c\ 

EEidei    =k.E'd', 

EEieei    ^l.E'e", 

FF^eii     ==^.FV; 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleiclningen  addift: 

AAiOOi  +  aPibbi  +  byiCCi  +  ciiddi  -f  dheei  +  FF^eJi^ 

=  X .  {A'a'  +  a'b'  +  b'e'  +c'd'  +  d'e'+e'F'). 

LSsst  man  nun  die  Anzahl  der  gleichen  Theile»  in  welche  man 
die  Linie  AF  ßetheilt  bat,  in'»  Unendliche  wachsen ,  so  nähert 
sieh  die  Summe  # 

AAiOOi  +aßibbi  -t-byiCCi  -i-cdiddi  +  d^icei  -i-FFiet^ 

dem  Curvenstück  AAiFFi  aU  Qr$ioze,    und  die  Summe 

•» 

A'a'  +a'b'+b'c'  +  c^d'  +  d'e'  +  e'F' 

nähert  sich  dem  Curvenbogen  A'F'  als  Gränze;  also  ist,  wenn 
man  in  der  obigen  Gleichung  auf  beiden  Seiten  de»  Ghsichheits- 
seichens  zu  den  Gränzen  übergeht: 

AAiFFx=zk.A'F\ 

wif  liowiesep  werden  sollte. 

Elementare  Aeetlfiei^tfon  der  »pallonJUielieii  Parabel. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  vorher  betrachtete  Linie 
jfF's  d,  h.  in  Taf.  I.  Fig  6.  die  Linie  AF' ,  eine  gewöhnliche  oder 
gpplloniscbe  Parabel  mit  dem  Sx^heitel  A  und  der  Axe  AB  seft, 
und  dass  die  Linie  AF  in  A  auf  der  Axe  AB  senkrecht  stdie. 
Ist  dann  F  ein  betiettger  PuslU  dieser  Parallel  qud  Pg  der 
diesem  Punkte  der  Parabel  entspr^bende  Punkt  d^  hme  A^Fu 
so  findet  nafsji  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

PP'.PPi=k.P'N 

Statt,    woraus 

4» 
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P'N 
PPi  =  AQi  =  A .  -ppT 


folgt    Nun  ist  aber 


P'N    P'S      /PNy     P'S^ 

pp'''SQ"  \pp)  •"se^* 

also 

/P'N\      SQ'*+PQ'^_SQ'*  +  PiQi*. 
\PP )  ""        SQ'^        ""         SQ'^        ' 

und  weil  P'N  oder  P'S  die  Normale  der  Parabel  AF'  in  dem 
Punkte  P'  ^  also  iSQ'  die  diesem  Punkte  entsprechende  Subnor- 
male ist,  so  ist»  wenn  wir  den  Parameter  der  Parabel  AF'  durch 
p  bezeichnen,  nach  einem  bekannten  Elementar  -  8atze  von  der 
Parabel  SQ'  =  ip,  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

KPP'J  -        ipa         V  +  V   ip  J 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

P'N_  AQi      /P'Ny_^AQiy 
PP'~    l    '     \PP/  ~\    X   J  ' 
also 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Curve  AiFi  eine  Hyperbel  mit 
dem  Mittelpunkte  A  und  der  Axe  Aß  ist;  die  beiden  Halbaxen 
dieser  Hyperbel  sind  X  und  ^p;  und  da  nun  nach  dem  Satze  von 
van  Ueuraet 

AAiPPi  =  X.AP,   a\8o  AP'=^^^^^ 

istg  so  wird  man  den  parabolischen  Bogen  AP  bestimmen,  folg- 
lich die  Parabel  rectificiren  können,  wenn  man  den  Flächeninhalt 
des  hyperbolischen  Stücks  AAiPPj   zu  ermitteln  im  Stande  ist. 

Nun  habe   ich   in  dem    Aufsatze   Ttil.  XXV.  Nr.  V.  S.  97.  auf 
ganz  elementarem  Wege  gezeigt,   dass 

^./',<?i  =  4.^e.  >.e»-Uplognat  (^  +  ^'^ 

ist;  also  ist 


und  Quadratur  der  Curven,    Element.  Reettßeatton  der  Ferabel,  63 
AAiPPi=:APPiQi-AtPiQi=:AQi.PiQi—AiPiQ^ 

=  4. ^«?,. /*»(?,  +lA;»lognat(^  +  ^y 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

also,    wenn  man 

Att=Jt,    PQ'=P^Qi=:y 
setst: 

AAPP,=mi,^l  +  (I)  Viplognat(^+  V  1  +(j^)') ) 


oder 


^^.pp.=.,)l^jto^^,^,ogna^+V>'+Vj  ^ 


2/» 
folglich  nach  dem  Obigen: 

wodurch  also  die  Parabel  im  Allgemeinen,  and  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege,   rectificirt  ist. 

Setzt  man  pz=zia,  y^zzziax,  so  erhält  man  leicht: 


AP'  =  V^x(a  +  x)  +  a  lognat 


Va 


and  bezjBichnet  man   den   dem  Punkte  P'  entsprechenden  Vector 
durch  0,  so  ist  bekannt  v=zlp-i-x=a+a:,    also 

AP'  =  Vlcv  +  a  lognat — — ^ > 

welches   der   einfachste   Ausdruck   für  den   parabolischen  Bogen 
AP*  sein  dürfte. 


Reetlfieatlon  der  ITell'selieii  Parabel. 

Ich  will  nun  noch  zeigen,    wie  sich  mittelst  des  Satzes  von 
ran  Heuraet  die   Neil' sehe  Parabel   rectificiren    lässt,    werde 
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aber  dftbel  der  Küf^e  ^egen  den  Aasimek  der  Subfiotiftale  fQr 
jetzt  mittelst  der  bekannten  Formeln  der  Differentialrechnung 
suchen,  jedoch  am  Ende  dieses  Aufsatzes  noch  zeigen,  wie  man 
zu  diesem  Ausdrucke  auch  durch  ganz  elementare  Betrachtungen 
gelangen  kann. 

In  Tar.I.Fig.7.  sei  die  Curve  AF'   eine  I^eiTsche  oder  ca- 
bische  Parabel,  so  dass,  wenn  man  APzzix,  PP'^siy  setzt, 

«a  =  — 
^         a 

Ist.    Die  Subnormald  dieset  Curve  in  dem  Punkte  P'  ist 

Ist  nun    ferner  Pi    der  dem   Punkte   P'  in   der  Curve  AF'  ent- 
sprechende Punkt  der  Curve  ^^Fi,  so  ist  bekanntlich 

PP.PPt^k.PN  oder   PPi  =  X.pp. 
und  folglich 

pf]y2  PP'^4-PN^         \        /PN\*I 

Nach  dem  Obigen  ist  nun 

/PNy  _  9a:*     l__9x^  ±     ^  ^ 

also 

pp.«=i»(.+?.f)=^%+^«). 

uud  folglich,    Wenn  man  die  willkührliche  Linie  X=^|ct  settt: 

PPj«  =  ia(^+ga)  =  ja(ga  +  ^P). 

Hieraus  sieht  man,    dass  die  Curve   AxFi   eine  gewöhnliche   oder 

apollonische   Parabel   ist,    deren    Parameter  jn;    deren  Scheitel, 

4 
wenn  ASz=z^a  ist,  der  Punkt  «S;    und  deren  Axedie  Linie  <SFIst. 

Nach  dem  Satze  von  van  Heuräet  ist 

.^     AA^PP^       SAA^PPj 


$mä  Oumdratur  der  Curpen.    Eiement.  ReettßeaU&m  der  Paräbei,  05 

und  oacb  der  Quadratur  der  apollonischen  Parabel^    die  »ich  be- 
kanntlicb  sebr  leicbt  auf  eiementarem  Wege  ausßibren  lässt«   ist 

AAxPPx  =  \{SP.PP^-'SA,AA^), 
Nach  dem  Obigen   ist  aber 


pp.=\yf4f^=\4i^'' 


ü 


and 


Ä^  =  g«,    AAi-sny  ^a^z=L^a\ 


also 


SP.  PPi=^^a*\  (I  +£)\    SA.AAi  =570«; 
folglich  nach  dem  Obigen: 

also: 

wodurch  die  Neil' sehe  Parabel  rectißcirt  ist. 

"Will  man  den  Ausdruck  für  die  Subnormale  der  Neil'schen 
Parabel  auf  elementarem  Wege  entwickeln,  so  kann  man  auf  folgende 
Art  verfahren.  Man  lasse  sich  x  um  z/.r  verändern»  und  nehme  an. 
dass  dann  y  sich  um  Ay  verändere;  dann  ist»  wenn  jr,  9  die 
▼erSnderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen» 

oder 

die  Gleielning  der  durch   die,    durch  die  Coordinaten  x,  y  und 
ap+Aop,  y-k-Ay  bestimmten  Punkte  gehenden  Geraden.    Also  ist 
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t^— y=Lim^.(jr-a:), 

unter  der  Voraussetzung,  dass  /Ix  sich  der  Null  nähert,  die  Giei- 
chuns;  der  Berührenden  der  Neil' sehen   Parabel  im  Punkte  {xy) 
Es  ii^t  aber 

^       x^  ^       (x  -\-  ^x)^ 

also 

X^ 

und  folglich,  wenn  man  y^z=i—  auf  beiden  Seiten  aufhebt«   und 
dann  auf  beiden  Seiten  durch  2(^Jx  dividirt: 

Jy       l     Jy    .   _  3x^      diX^  Jx* 

also ,  wenn  man  dx  sich  der  Null  nähern  lässt,  und  zu  den  Grän- 
zco   übergeht: 


Folglich  ist 


Jx       lay 


3a* 


die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte  (xy).     Offenbar  ist 

Subtang  X  cj^  =  y ' 
also 

Subtang  =  -^ . 
Ferner  ist  offenbar 

Subtang :  1^  =  ^ :  Subnorm , 


also 


folglich 


-g^ :  y  =  y :  Subnorm 


Subnorm  =  -jr-  f 


ganz  eben  so,    wie  oben  mittelst  der  Differentialrechnung  gefun- 
den worden  ist. 
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Auf  diese  Weise  kann  also  auch  die  Neil 'sehe  Parabel  auf 
ganz  elementarem  Wege  rectificirt  betrachtet  werden ,  was  jedoch 
jetzt  weniger  als  die  Rectification  der  gewöhnlichen  Parabel  auf 
elementarem  Wege  mit  H€ife  der  von  mir  gefundenen  elementa- 
ren Quadratur  der  Hyperbel  mein  Zweck  war. 


IV. 

Integration  der  Differentialgleichung 

Xy{n)  —  y  =  0. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

PriTatdoeenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  fnttitate  in  Wien. 


Die  Gleichung  xy'--y  =  0  läset  sich  sehr  leicht  integriren; 
es  ist  nämlich  y=zCa:,  wie  man  sich  augenblicklich  überzeugen 
kann.    Schwieriger  ist  schon  die  Gleichung 

(1)  a:y'-y  =  0 

zu  integriren.  Schlägt  man  den  gewöhnlichen  Weg  ein,  um  das 
Integral  in  Reihenform  zu  erhalten ,  so  findet  man  für  y  folgenden 
Werth: 

x^        x^        x* 

unter  C  eine  willkührliche  Constante  verstanden.  Diese  Reihe  ist 
fBx  jeden  Werth  von  x  convergent  und  genügt  auch  der  Uiife- 
rentialgleichung  (1)«   denn  man  hat: 
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jr'' =  C(l  +  jy^  +  ,jj-3j  +  3j^+ ....)  * 

und  folglich  x^  ^=s>y\  aber  sie  enthält  bloss  eine  willkClbrliche 
Constante,  ist  somit  nicht  das  vollständige  Integral  der  Gleichaog(l)» 
sondern  bloss  ein  particnläres  Integral. 

Euler  verfährt  nun  auf  folgende  Weise,  um  das  vollständige 
Integral  zu  finden,  er  setzt: 

dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  ober  in: 

(^p''-p+2^'-J)  +  (arV'-9)logar=0.  , 

Mun  nimmt  er 

_  x'^        x^        ot^ 

q:=zB(x\  rr2!+2r3!  +  3f4j+   ••) 

an»  dadurch  verwandelt  sich  obige  Gleichung  In: 


nnd  liefert  für  p  folgenden  Ausdruck: 

x'^     x^     x^  3iC*        14a:'     70a:*    404a:* 

p==^(a:+j|2j+2!3!"''3!4!+  •^+^^'~  T!2^ 

Man  hat  daher  für  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Dif- 
ferentialgleichung : 

a:*        a:'        X^ 
y—  A(x+  1121  +  2I3!"'' 314!"'' •••^ 

«jÄ  <|p3  ^jj4 

+  ^t  (^+ I|2j  +  213!  +  3!4! +••••)  logar 

Ji      /  3a:^        i4a:»      70a?*      404a:*  ^ 

+  *  •"  Vll2!2I  +  2!3l3i  +  3!4!4f  +  4I5I5I  +  '"'^^' 

wo  die  Hl  der  letzte»  Reihe  vorkommenden  Zahlen  d,  14,  70,  404,.^ 
auf  folgende  Weise  zusammenhängen: 
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14  =  3.     3f   5.1!      . 
70  =  4.  14+    7.2! 
404  =  5.  70+  9.3! 
2686  =  6.404+11.4! 


Ich  will  nun  daa  von  Euler  90  gefundene   Integral  anders 
darstellen  und  schreibe  es  vorerst  so  auf: 


0?*  Jß^     .     Üü^ 


(2)    y^A(x^r  i]2|  +  213!  ^  3!4I  +  '  *^ 

+  B[l  +  (:r+^+|^  +  3jjj+....)ioga;] 

-ß|^(l4+.^[(l+^)  +  6  +  ä> 

+l^ta+^)+(^f^)  +  (^+J)  +  (J+J)]+....^^ 

Die  mit  A  multiplicirte  Reihe  genügt  der  Glöichiing  (1),  wie  vHr 
bereits  gesehen  haben;  versuchen  wir  nun,  ob  auch  der  mit  B 
multiplicirte  Ausdruck  genügt.    Setzen  vi ir  denselben  =yi,  so  ist: 

x^       x^       3^ 
yi  =  l  +  (a'  +  jj2i+2i3!  +  3!4i  +  -  )'^S^ 

ferner 

^^       x^       x/^ 
y, ' = 1  +  (1  + ar  +  2J2i  +  5i3l  +  ÜÜ  + -^ '"S^ 

-  |*+l2K>+ä>+§H^[(i+5)+(a+ä)+5] 

.   +^w+i)+(i+s)+ß+i)+ii+-  t 
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und 

1  3C  3?*  üß^  X^ 

y.'=  i+  ('  +  1I2!  +  2!3!  +  3J4!  +  iiS!  +  ••>  '"8* 

folglich  ist  wirklich  ^^i''  =  ^i;  es  ist  daher  der  mit  zwei  wlli- 
kOhrlicben  Gonstanten  A  und  B  versehene  Ausdruck  (2)  das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  (1).  Benützen  wir  nun  die  beiden 
Formeln: 

,111  1      .      1         1       /•!  ti»-I^ 

1  +  Ö  +  Ö  +  I+ + ö  H 1 +"•  =  /      r»«*» 

'  2  '  3     4  '  '  n — 2  '  n  — I      n    J        u — 1 

o 

2+3+J+ •  •+;r::5  +  ^^=y     -j^nT"'''" 

0 

80  hat  man  durch  Addition  derselben: 

_  /»»  (u+1)  («"-»-!) 


K— 1 

o 


du. 


Es  iSsst  sich  demnach  der   mit  — B   multipllcirte  Ausdruck   der 
GleichuDg  (2)  auch  so  schreiben: 

X*    /»»  (M+lKa-l)  .     .   x^     /»»  (K-HXa'-l)  . 
näiy  «-1       '^*'  +  2!3!y      i^=T ''•' 


"o  <» 


.  ^    r^  (i£-H)(ii»-i) 

o 
und  bringt  man  nun  Alles  unter  ein  Integralzeichen «  so  hat  man : 

u-I  I      1!2!      +       2!3!       +       3!4!      +*  •{  ^•*- 

0 

Es  ist  somit  das  Integral  unserer  Differentialgleichung: 
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(3)    y  =  ^  (x  +  jj2|  +  2,3,  +  gjji  +  •  •) 

+  Ä  j  1  +  (a:  +  j^  + 1^  +  3Uj +  ....)  logar 

/» »  I.  + 1  r^«(t>- 1) .  a;»(««- 1) .  a*{u*- 1) .     "l     | 

o 
Nennt  man  der  KSrze  halber: 

^  +  l!2I  +  2!3!  +  314!  +  •  ••  ~^^^) ' 
80  ist: 

^  +  il2!  +  "2f3f+  3!4!  +  •  •  =  -  9>t(tt^)> 
und  folglich: 

im      +       213!       "*^       3!4f       + tt 

wodurch  die  Gleichung  (3)  sich  so  schreiben  lässt: 

y  =  /l<P2(^)  +  ^tl+g>«(a?)logar— y     .  ii^ri--^^^ —^^^^^^^du], 

was  das  gesuchte  Integral  in  sehr  einfacher  Form  ist. 
Wenden  wir  für  die  Gleichung 

dasselbe  Verfahren  an,  so  findet  man: 

1   «>        1      ;r*  1       x^  1        o:* 

y=^^*+I '  3!  +  O  •  5f  +  0:1  7!  +  075:7  9!  +  ""^ 

+  ^V¥  +  2"4f +2:40! ^"2. 416  «+••••) 

(,     /a;«     1   ar*       1   ar«         1      a;* 
+  ^  i  *+ 1,2!  +  2  •  4!  +  O  6!  +  äXB  8i +•• -^'"S* 

2   4!(2  +  3  +  i;  +  2:46!((2  +  3  +  4)  +  (4+5+8)) 


1_  £»//!.  1.1 

+  2.4.6  8! 


((w+o+a^^j)+(^t+«))+-  ]i  • 
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Nun    ist : 


I» 


o  o 

-ä-rt ^<'''' 


folglich  Ist  die  letzte  in  y  Torkommende  unendliche  Reihe  gleich 

2-4iJ    J,^^n *'  +  2:46i./    j?:^ — *• 

.      1       a:»  /»>  («»4 ««+«)(«« -1).    . 

+  270117     J?^I *'«+ 

o 

und  bringt  man  Alle«  unter  ein  Integralzeichen,   mo  erhält  man 
hieför: 

«a-l      12  • i!       '2.4       *t       +2.4.6       8t       +-i  ^••- 

Es  ist  somit: 

_.,  .  1  ??,_L£?._L.*r4._i_ *'.  ^ 

y-/l(ar  +  i  -jj  + 1.3  5f +1.3.5  7!  +1.3.5.7  9l  +  ""^ 

(:r^      1    07^       l    x^         1      ^^ 
2!  +2*  4f  +2:4  6!  +2XB  8!  +  ""V 

1         /«'      1    a:*        1      a:«  Ix' 

+  Cj  I +(^2i +J*4f +0'6f +2:0?I +••">•'*«* 

u*- 1    u — 4! —  +0 — 6r~ 

+5:0    ■«   ^+—Jrf«l- 
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Wendet  man  die  Formel 

]  l        P^ 

1.3.5.7....(2m+l)^2JJr:JiS!y      (l-u^rdu 

o 

8B  and  setzt  der  Kürze  halber: 

2r  +  2.1!4!"*^2«.2!6!^28.3!8!"*' "^^^"^'^ 

so  kann  man  y  auch  so  schreiben: 

L  3i  +     2.115!    +    22. 2!  71    +    2*.ä!9!    +- J^«' 

o 

+  B<pt(x)  +  C 1 1  +  9>3(a;)  logx—J        ^a_|~  • ^ »*•  •' 

O 

nnd  diess  ist  das  gesuchte  Integral. 

Für  die  Gleichung  a:y^^^ — y  =  0  hat  man: 

y=A(a:+j^  +4    Tf  +4:7'lÖf  +477710* i3f+-'-^ 

+  ^V,2!  +2ö!  +  2.6' 8f  + 27078*111  +  2.5.8.11*14!  +    'V 

(ir«      1    ar«        1     a:*  1       a:^«  1  a;"  \ 

3! +5"*  6! +576*91  +  3:6:9  T2[  +  3.6.9. 12' BT  + -7 

i/^r*    1    a;*      1      o:*       1        a:**         1        a:**       \ 
" [3  •  I  G+4% +6 )+3:6 •  S ((3+4 +5 +6 )+(g^+rt+ö )) 

"•■  0:9  •  iä  ((3  +  4 +5  +  ff j + (e  +  7  ■*'8"*'y) 

+  (9  +  iö+n+i2))  +  -]t 

Macht  man  nun  von  folgenden  Formeln  Gebraiieii: 
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(3  +  4  ■•■  5" +6/  +  (6+7 +8+9 )  +  •"  +  (si+^ijl+3H^+3M^} 
~  V3 +6 +9  +  "+3^y  +  (.4 +7 +10  +  ""  +  S^V 
+  (5+8+n+"+äH-"2/+(6+9+12+"+3^} 

0  0  o 

o  o 

1  1       p^ 

4.7.10....(3^1)  =  3^m!  y      a-t«*)'"^«. 

u 

2.5.8....(3m+2)  =  WTml  J       "(*  "  «">"'^"' 


und   setzt  der  Kurze  halber: 


afi  .       ar«  a:«        .       a:»«        .       ar^* 


3!"*'Ol6!+3«.2!9!'''39.3fl2!'*"34.4!l6!+ ^*^^^^ 

80   lädst  sieb   das  Integral  der  Gleicbun{3;  a?^(") — ^=0   aocb  so 
scbreiben : 

y^A\x^j      L4!^~3,lf7f  "*■  3«.2!10f  ^  3».3!13!  +—J^«» 

o 

+^"2!+»/      "L5I+  3.1!8f  +  3».2!lir+  3».3ll4!  +-J*»«" 

O 

+  D|l+9>4(^)lopa:-y  \zZi    -•  „  ^h]. 

0 

Endlieb  hat  man  für  dat^  Integral  der  Gleichung  aryi^) — ^=0 
folgenden  Ausdruck: 
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/4.       _i>.      .    /^'  ra^  .  a;«»-'(l -n?»-!)  .    g«— «(l-w— ^ 
W    sf— C.,|x+J      Ln»  "•' («-!) l! (2n— 1)! ■*" (n-  1)«.2I(3»- 2)! 

O 

J  > 

"*"(»— l)».3l(4n— 3)1+    ••J'"" 

+  ^*'2!V      •'L(n  +  l)!  +  («-l)ll(2n)! 

ar««- » (I  —  M^'')*         a*«-'(l— K"-^)»  "l 

+  (n— l)a.2!(3«— I)!'''(n-l)».3!(4n-2)!+"*J""' 

+  C,  1 3,+y      a  L(„^2)!  ■*'(n-l)  l!(2«+l)!"*'(n-l)a.2! (3^ 


?4i»-l/l_ 


+  («— l)».3f(4n-l)!  +-J««'« 


+  C«-« t  (^ir2)!  +/      «""' L(2;J=3)i  +  («-l).l!(3n-4)l 

O 

■*"(n-l)*.2!(4n-5)!^(ii-.l)8.3!(6«--6)I  + .P"' 


QDter  ^(o?)  folgende  uneodUcbe  Reihe  verstanden: 

^(*)  =  (ilTiri)!  +  («-l)lf(2n-2)!  +(n  - 1)^.2! (3ii -3)1 

"•"(n— l)».3!(4n-4)!  +  -- 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  alle  hier  auftretenden  un* 
•Bdllehen  Reihen  sich  sehr  leicht  snromiren  lassen,  falls  sich  nur 
do«  von  ihnen,  etwa  die!  folgende: 

Theil  XXYI.  5 
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afln-9  a?**-*  (l  --  u^"^)  ar*«-*  (1 — ti*-*)* 

(i»-3)I  +  (»--l).M(3»--4)l  +  (n--l)2.2!(4«— 5)1+ ••;•': 

samrairen  iSsst;  diese  aber  kann  man  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrücken 9  und  zwar  mittelst  einer  von  Parseval  gelehrten 
Methode«   nach  welcher  man  die  Summe  der  Reihe 

durch  bestimmte  Integrale  anzugeben  vermag,  falls  die  Summen  der 
folgenden  zwei  Reihen  bekannt  sind: 

o+— +-;ä"+7s"+ . 


Bezeichnen  wir  die  erste  <ferselben  durch  9>(2),   die  zweite  durch 
i/;(z)»  so  hat  man: 

g>{z)  .  t(;(z)  =  A^Bo  +  ^1^1  +  ^2^2  +  ^3^3  +•..•  +  S[mZ^]  +  «,  [^], 

wo  unter  jS[a2"']  alle  jene  Glieder  des  Produktes  g>(z),il;(z)   ver- 
standen sind,  welche  z  in  positiver  Potenz,   und  unter  ^i  1  ^  1 

jene  Glieder  desselben  Produktes,   welche  z  in  negativer  Potenz 
enthalten. 

Macht  man  nun  successive  die  beiden  Substitntionen : 

«  =  cosG)4-V" — Isinca,    z  =  coscd  —  V  — Isiii»; 
80  erhält  man: 

g>  (cos  o  +  V^ —  1  sin  oo) .  i/;(cos  oo  +  V"—  1  sin  a) 

+«[«(co.««.+vrri«io«.«)]+Ä.[^(cos.«,-Vt:tsi„«.«.)i:'- 

q> (cos o  —  V^-*  1  sin  «) .t^ (cos  «a  —  V^—  Isln  »)    . 
=  AqBq'{-  AiBx-^  A^B^  +  A^B^  +  . . . . 

+  iS[a(cosmw  — V — 1 6in»n»)] +  Äi[/3  (cos  inw+V^^  sin  wtw)], 
und  durch  Addition  derselben: 

==2(^0^0+^1  Äi+^A+^,J?s+...0+aS[aco«mii]+2Si[/9oo«mip); 


Multiplicirt  inan  diese  Gleirhun^  mit  dm  und  integrirt  innerhalb 
der  Grenzen  0  iwd  it,  so  verschwinden  die  beiden  Summen,  weil 
jedes  Glied,  derselben  sinmo}  ^Is  Factor  hat,  was  sowohl  för 
€9  =  0»'  9^ts  i^ocb  {vr  ca=:7t  glei^  Ngll  i^i,   und  mad  efbält:' 


f       \tp  (c«  V^)  ^  (e">  V^)  +  9  (e-««V^)  if;(e-a,irri)  j  ^ 


Cd 


woraus  folgt: 

o 

und  diess  ist  richtig,  insofern  den  Convergenz^ Bedingungen  gehö- 
rig Rechnung  getragen  wird.     iSetzen  wir  nun: 

f(^ «)  =  (2^=3)!  +  (n-l).l!(3M— 4)1  +  (w~l)a.2!(4w-5y!  ^  —' 

«(^^.aind»  wie  min  leicht  siebt»   alle  in  (4)  vQrl^Qipmenden  Reibep 
jDifferfotialquotieoteQ  bi^vQfi,  pnd  swar  ist:  . 

ar«      j:^-H^ -•  ^^~^)        a:g"-^(l-^^»-^)^  8"-8  F(a?,  if) 

a:H-i       a;g»«(l^ti»-»)        a:»'^-^  (I  ^  m«~^)*               _  8"--*  F(a;,  u) 
(n  +  l)r  («— l).l!(3»)r  (n-:-l)a.2f(3;r=:ri)!  + 8ar«-*      ' 

a^a    ,   ^^+^(1-11«-^)        ^3«(1--M"-^  ,         _  8"-* FC^, ti) 


(n  +  '2)!^(n— l).l!(2n+ 1)1  '  (n - 1)«.'2!(3«)! ^ 8a:—» 


j«-i  ar*»-^  a^sn-» 

V«(*)=  (;j=n)^  +  (n-l).l!(2«-2li!+(n-l)*.«'(*r-3)!* 

8«-*  F(a:, «) 
mAtAOJVlit  iiSs«^^io|i  4^r  ^Mm^ruck  (4)  auch  so  darstellen; 

5* 


#•••  , 
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Nach  dem  Parseval' sehen  Theoreme  kann  man  F(Xy  u)  in  ge- 
schlossener Form  ausdrücken«  falls  man  folgende  zwei  einfache 
Reihen : 

o  +  75r — Kl  +  rnr— K\i  + 


(2n  —3)!  ^  (3n  -  4)!  ^  (in  -  5)! 

,  .     1-ti»-^     .     (1-«»-^)«    . 
*  +  (n-l).l!*  ■*'  (n  — 1)^.21  z» '*'■"• 

snminiren  kaon.  Die  letztere  ist  aber  e("-i)*;  die  erste  setzen 
wir  gleich  R,  betrachten  dasselbe  als  Fanktion  von  x  und  diff«' 
reDtiiren  dann  beiderseits  (n  — l)inal  bezüglich  x,  wodarclk  man 
erhSit: 

J.9II-S         a:*«-*!        x^n-^t* 

^-ßü^'W  "*"  (3«  -  4)!  ■*"  (i^^^sTi  + 

"         -  (n-2)!  +  (2n— 3)!  +  (3» -4)!  + 

und  somit 


(8) 


Ä,.-i)  =3, «+____. 


Diess  ist  eine  complete  lineare  Differentialgleichung  mit  constan- 
ten  Coefficienten ;  um  deren  Integraler  zu  finden,  diferentiire  man 
dieselbe  noch  (n  — l)mal  nach  a,  man  erhält  dadurch4 

(6)  Ä(2«-a)=:2Ä(«-i). 

Bezeichnet  man  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung  a«-^=x  mit 
Ol,  a^,  «3  ....  oTn-i»   SO  ist  das  Integral  der  Gleichung  (6): 
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Dies«  in  (5)  «uMitoirt  gibt: 

ziA^e^i' +  A^e^*  +  . ...  +  A-ieS-i') 

woraus  folgt: 

Bg=0.    Ä,=0,    Ä,=0,....  Ä«-ft=0,    Ä,-.i  =  -j-^2)!" 

Man    hat   daher    fdr    das    Integral    der  Gleichung  (5)   folgenden 
Ausdruck : 

R  =  ^,e«t»  f  ^^2«"*'  +  ••••  +  ^»-1  e%~i* ""  g (n  —  2)1 ' 

Die  hier  auftretenden  n—  1  Constanten  müssen  so  gewShit  wer« 
den,  dass  ffir  x=zO 

R=zO,    Ä'=0,    1^  =  0, ....  /?(«-«>=0 

wird,  denn  der  Ausdruck,  den  wir  R  genannt  haben,  hat  diese 
Eigenschaft.    Diess  fährt  zu  folgenden  Gleichungen: 

I   Ai  ••{•  A^  •{•  A^  -f-  .•••  -|-  Att-~Ji         ^=^ V« 

Aiai       •+  A^a^  +  ^8«8  +  ••••  +  An—KXn-l  =0, 

(7)' 

I       ^      n— t    .     ^      n— Ä       ,     j      «— a  ^  «— »        I 

.    ^I«l         +^2«2  +^3"3        +   ••  +^n-l«^_l=-• 

ü^l  nun  Ai  zu  finden,   verfahren  wir  so.    Es  ist 

O*-*— 2=  (« — «!)(« — ««)(«  — «3)  •...(« — «»— 1)» 

und  differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  a,  so  erhSit  man: 
(n  —  l)i<«»-*=  («— «a) («—03) ....(«  —  ««-1) 

....  -Ka  —  ai)(«  — Ca). ...(«  — ««-«), 
und  setzt  man  in  dieser  Gleichung  «^  statt  a,   so  hat  man: 
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(?i  —  1)  «i'*-2  =  («1  —  cf.^)  (ofi  —  aj)  . . . .  («1  —  a«-*4L) 

f  ■ 

Das  Polyiiqni      .  -  .    .       *     •     ' 

«,~-2  f  Ci«!— 9  +  C^a,«-^  +  ....  +  €„-4«!«  +  G-8  «1  +  ^«-a 
hat,    wie  man  aus  dem  ihm  identisch  gleichen  Ausdruck 

(cfl  —  «2)  («l  —  «s) («1  —  «n-l) 

sreht«  die  Eigenschaft,    gleich  Null  2u  weVHen,  wenn  man  siWt 
CK|  «2  oder  0^3  oder  «4  oder  ....an-i  setzt;    also  hat  man: 

« 

«2«-^  +  €1  «2--'  +  C2«2"-*  +  •...  +  Cn-4«2*  +  ^n-sOa  f  CV,-^«0 , 
«3"-^^  +  f*l  «3*^'  +  C2«3"-^  +    . . .  +  G-4«8*  +  C«^«3  +  Gt-»=0  , 

«,Ia  +  Ci«„Ii  +  ^2"^i  t"  •  +  ^'n-4««-lHCil-8««-l+G^^=0- 
]VIultiplicirt    man    nun    die    Gleichungen  (7)    der   Reihe  nach   mit 
Qi-ii9  iX-%y  C»^4p....  Ca»  C^-  l  und  addirt  sie  alle,  so  hat  aiai), 
unter  Berücksichtigung  der  ebeu  aufgeschriebenen  Cvleicbaogetji: 

^1  («     1;  «I        =  j  «     «.  n.  ^i  ^  i(«-I)ain-a  "  («  _  1),*  ' 
eben  80  findet  man: 

Ä      -        "*  ^   —       "' 


folglicfi   ist 


R  = 


(;i-~l):2  2.(«~2)!' 


und  jetzt  lässt  sich  unmittelbar  die  ParsevaVsche  Methode   zur 

Bestiinniiiiiü  von  F{XiU)  anwenden. 

So  hat  man  in  dem  einfachen  Beispiele 


x^    .    x^    ,    x^ 


welches  bei  der  Entwickelung  von  xy"  —  y  =  0  vorkommt: 


■  .  t 


(8) 


x 

+f+ 

3!    + 

4! 

3 

•      •      •        «M 

""         2 

h;. 

+  iJ!»a 

+ 

1 

3!z» 

+    . 

1 
p=» 
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Nun  ist 

Vor     P^ 

^—    I        coseoe^v^cotüijc 

o 
= /         C08  CO  (1  +  2  Va?  cos  09  -| si H 5i h....)»« 

jO 

-a:+jj2!+2!3!  +  3!4!+      ' 


folglich  muss 

/       co8(i»  +  V^sin  w)  eV«  «»•<«  ^«i^  _  q 

0 

sein.    Man  kann  daher  setzen: 


a:*        o?*        a^  yx    /*" 

0 

Oller 

"^  ^  iT2!  "^  '2!  3!  ^3!  41"^""^"  /      cos(ö>+ö*»n»— arsini»)«(*+*)«»«*»du). 

0 

Die  Gleichungen 

jj^(n)  — 11^  =  0 ,    a:y  (")  +  «y  =  0 

lassen  sich  auf  dieselbe  Weise  integriren  und  liefern  unendliche 
Reihen«  oder,  wenn  man  will,  geschlossene  Ausdrücke  von  ganz 
ähnlicher  Form,  als  die  Gleichung  xy^^^—y=^0  liefert.  Setzt 
man  daher  die  Integrale  dieser  Gleichungen  als  bekannt  voraus, 
60  kann  man  auch  leicht  die  Integrale  folgender  gleichzeitigen 
Differeotialgletchungen  angeben : 

xy^^)  =  az,    a;2(")  =  ay; 

denn  man  hat  durch  Addition  und  Subtraction  derselben: 

^(l/  +  2^"^  =  a(y  +  z),    x(y—2)(«)  =—  a(.v— i). 

Die  erste  dieser  Gleichungen  liefert  y  +  z,  die  zweite  y  —  z, 
jede  als  Function  von  x  mit  n  willkührlichen  Constanten;  folglich 
kann  man  y  und  z  als  Functionen  von  x  mit  2n  willkfihrlichen 
Constanien  versehen,  angeben. 

Sehr  leicht  lässt  sich  auch  die  Gleichung  (ax+b)y(*)  =  y  in- 
tegriren;   denn  setzt  man   ax+b=:^  und  t^  =  a,   so  erhält  man 

l-jß^=zay,    dessen  Integral  wir  ja  schon  als  bekannt  annahmen. 
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Aonierkung.  Die  Parseval'iSGhe  Methode  kano  auch  die- 
nen sur  Bestimmang  von  bestimmten  Integralen.  So  fanden  wir 
mittelst  derselben  das  merkwürdige  Integral: 


/        cos(q>  + asinQ>)e«***'^d(o  =  0> 

o 

und  so  wollen  wir  noch  einige  andere  bestimmen.    Es  ist: 

aus  Ihnen  folgt: 

=  —   #        (2  cos  5-)"»+»»  cos  ( — ^—ujau» 

o 

was  richtig  ist,   falls  m  und  n  positive  Zahlen  sind. 
Für  17»  =71    hat  man: 

Ist  m  eine  ganze  Zahl«   so  wird  der  Werth  der  hier  angefiShrten 
Reibe  =  f^). 

FCir  71  =  0  hat  man: 

1=5—1       (2cos2)"'cos-2-aw   oder    #       (2coss-)'"co»-rt-ati=». 


o 

Die  Reihe 


Ist  eine  endliche »  so  bald  eine  der  beiden  Zahlen  771  oder  n  ganz 
"und  positiv  ist;  ist  keine  der  beiden  Zahlen  ganz  und  positiv,  so 
ist  die  Reihe  eine  unendliche;  für  m-{-n-\-l^(i  ist  die  Reihe 
convergent,  für  tti -f  7t -f  1  <  0  ist  die  Reihe  divergent. 

Auf  dem  hier  betretenen  Wege  wäre  es  nicht  schwierig,  auch 
folgende  Reihe  zu  summiren: 
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<)■+(')■  <;)■+ 

aber  die  Formeln,    die  man  erlangt,    sind  äusserst  compliclrt. 


<i  ■  • 


V. 

Beobachtungep  iron  Nordlichtern  10-  den  Jahren 

1840  Ms  1852. 

Von 

Herrn  /.  jP«  Julius  Schmidt, 

ABtronomeB    4et  Sternvtirt«*    zu  O  Im  Atz. 


Als  iisb  mich  entschlossen  hatte ,  eine  ziemlich  /  mn&Bseode 
Beobaehtungsreihe  über  <\sls  Nordliofat  zu  veröffentlichen ,  legte 
ich  keinen  besondern  Werth  darauf,  ganz  erschöpfende  Beschrei- 
bungen einzelner  Phänomene  zu  geben,  weil  nach  meiner  Meinung 
dieselben  ohne  begleitende  Abbildungen  nicht  zum  Ziele  ffihren» 
weil  die  Schilderung  feiner  Beobachtungen  über  die  oft  höchst 
wunderbaren  V^ariationen  des  Polarlichtes  asuletst  doch  nur  dem 
völlig  verständlich  ist,  der  selbst  schon  viele  derartige  Pliänomene 
mit  Sorgfalt  und  Ausdauer  beobachtet  hat«  Oie  INordKchter  zeiget 
im  Ganzen  genommen,  so  zu  sagen,  einen  mittleren  Typus,  der  in 
den  meisten  Fällen  sich  in  irgend  einer  Phase  darstellt.;  aber  die 
Ausnahmserscheinungen  sind  überaus  mannigfaltig,  so  wohl  was 
die  Gestalt  und  die  Farbe,  die  Bewegung  und  eine  merkwürdige 
Umwandlung  in  Welken  gewuhulicher  Art  betrifft.  Alle  meine 
Beobachtungen  wurden  in  Deutschland  angestellt,  etwa  zwischen 
den  Breiten  von  54^^  und  484^.  Innerhalb  dieser  Zone  nenne  ich 
die  Erscheinung  des  Nordlichtsbogens  und  der  gewöhnlichen  StraUen 
häufig,  die  der  Krone  und  der  Corruscationen  aber  äusserst 
selten.  Die  meisten  Nordlichter  sah  ich  zu  £  u  t  i  n  in  H  o  1  s  t  e  i  n ,  sa 
iiasi-bnrgiiDd  im  Bonn.  In  3  Jahren  kam  mir  weder  in  Olmfitz 
noch  in  Wien  ein  Nordlicht  zu  Gesiebt.    (18S2.  ö3.  54.)    Uh  sehe 


y 


.  ht  den  Jahren  HNO  Na  ISSB.  JA 

den  el«ai^«ir  \V«r(li  diti^r  JUttltuilung«»  uur  dariu,  icell  udnere 
KeniitMlsve  von  der  Uiufigkeit  um)  der  VertLeiluu:;  dar  Polttrliebtet 
dadurch  «twaa  vemillttUadigt  tverden,  sie  liefen)  einetj  Beitragi; 
mehr  tär  spatere  Forscher,  die  «ich  damit  lieschüftigcii  w«rd»«, 
cünen  Catalo;;  für  die  Nordlicht l)eoliachtiing«a  ed  entwert'eu, 
um  dae  Auftreten  dieser  rSthselhaftea  Ersrhrniiutig  mit  den  P«r- 
tarbationen  des  Erdiuagiietwmus  vei^leicben  zu  künden.  Crwiif;t 
mau  den  ümsland,  dass  eist  neuerdings  u.  A.  durch  die  Cntersu- 
change»  van  li.  Wulf  in  Bern  der  Zusamnieuhaitg  zwischen  d«r 
lljiifarigen  Periode  des  Erdmagnetismus  und  der  gl^i: blanden 
der  Snnneiifieckeii  nachgewiesiMi  ist,  und  erinnert  man  sich,  dass 
das  Nordlicht,  auch  unsicbtiiar,  Mch  durch  die  Perturbattoimn  des 
Magnetismus  verrüth ,  so  kann  es  nicht  zneifelhaft  sein,  dass  wii 
ee  mit  einem  eben  so  «liiiiklen  als  grnssartigen  Probleme  zu  thnit 
haben.  Niemand  aber  kaau  srcb  verhehlen,  dass  die  Brscheinu tigert 
<lee  Nordlichtes  nucb  der  ernstesten  und  um fass endeten  Cuterisu- 
chuDgen  Itediirleii.  Wer  das  von  Arago  zus  am  mengest  eilte  Ver- 
teichniss  durchsiebt,  und  selbst  viele  Polarlichter  beobachtet  hat. 
wird  diese  Meinung  nicht  anbegründet  äudee,  und  zugeben,  dass 
selbst  j*de  Bei»bachtuni;  einen  W'ertb  hat,  die  nur  Datum  und 
Stunde  der  Erscheinung  augiebt.  —  In  meinen  Tugebüchern  linde 
ich  nur  76  Nordlichter  oder  diesen  ähnliche  Erscheinaogen  ver- 
zeichnet; darunter  sind  einige  »ehr  grosse;  aiidererseits  viele  hücbat 
Bchwtwbe  und  selbst  zweifelhafte.  Aber  ich  werde  Alles  aufheb- 
men,  weil  es  heutzutage  nicht  mehr  erlaubt  ist,  seihst  nur  eine 
ungen-übüliche  Helle  an  dem  wölken-  und  niondtosen  Himmel  mit 
Sti lisch IV eigen  zu  übergehe»,  und  weil  es  noch  vorzukvnunen 
scheint,  dass  gelegeDtlich  der  Schweif  eines  grossen  Co meteu  mit 
dem  Zodiakallichte,  und  dieses  mit  der  Slilchstrasse  oder  selbst 
mit  dem  Nordlichte  x'erwecbaeU  wird.  Heis'  Beobachtungen,  wie 
auch  meine  eigenen,  zeigen,  dass  das  Zodiakallicht  den  firüssten 
Tbeil  des  Jahres  hindurch  gesehen  werden  kann;  aber  die  Er- 
scheinung dieses  Lichtes  ist  auf  einen  geivissen  Kaum  zu  beiden 
Seiten  der  Ekliptik  beschränkt.  Wenn  Nachts  mitten  im  Winter 
^ie  Bilder  des  Thierkreises  südlich  vom  Zenithe  hoch  über  dem 
Uoriiiantti  cnlminii^en ,  so  liegt  gleichzeitig  der  enlgegengo^etzte 
Th«il  des  Thierkreises  tief  unter  dem  nördlichen  Uoriznnle;  im 
Summer  kehrt  sich  das  Verhältniss  zuar  um,  aber  in  den  nördli- 
chen Zonen  d«r  Erde,  wo  zumeist  die  Polarlichter  gesehen  werden, 
l&sst  die  nächtlicle  DAmmcrong  nicht  zu,  ein  Nord-  oder  Zodb- 
InUlicht  zu  heohacbten.  Zeigt  si<:h  aber  wirklich  zu  diesen  Zeiten 
ein  Nordlicht,  (wie  ich  s<tlcfaes  1830  .tuni  13  zu  Bonn  beobachtet 
b&be),  so  wird  das  Strahlen«  erfeii  wohl  keinen  Zweifel  an  der  He- 
tSt  der  ErschciHang  anfkownien   lassen. 
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Der  Meteorologe,  Her  meist  nur  «u  t;evvissen  Sfum 
InsIrumeDte  abliest,  wird  nicht  viele  Notdiichter  seben,  desto 
aber  der  Astronom,  ilessen  Aufmerbsarakeit  nicht  ausschliesslich 
auf  Messuneen  im  Thurme  seiner  Sternwarte,  oder  auf  die  Cul- 
minationen  am  MeridianLreise  gerichtet  ist.  In  der  Zeit  von  1838 
bis  1853  habe  ich  gegen  100  Nordlichter  gesehen,  aber  keineswegs 
alle  genau  beobachtet  und  noch  weniger  alle  nntirt.  Ebemals, 
noch  in  meiner  Heiniath,  glaubte  ich,  iveil  in  verschiedenen  Schriften 
mit  grosser  Bestimmtheit  nberdas  Wesen  des  Nordlichtes  verhandelt 
würde,  dass  alles  hinreichend  ergründet  sei;  aber  es  dauerte  nicht 
lange,  als  ich  merkte,  das»  unsere  Kenntnisse  über  das  Nordlicht 
ebenso  lückenhnrt  seien,  wie  liber  die  Meteore,  über  das  Gewitter 
und  über  noch  viele  andere  Erscheinungen,  welche  Himmel  und 
Erde  betreffen.  Es  ist  bekunnl,  dasa  manche  Beobachter  während 
des  Nordlichtes  ein  Geräusch  gehört  haben  wollen.  Ich  habe  es 
nie  gehört,  obgleich  ich,  najiienttich  zur  Zeit  sehr  grosser  Nord« 
lichter  sorgfältig  darauf  achlete;  aber  dies  negative  Resultat  haf' 
mich  noch  nicht  bestimmt,  die  Aussagen  der  Beobachter  in  ZweiMj 
2u  liehen,  welche  das  Geräusch  gehurt  haben.  Ich  weiss,  Aasm 
Termutbungen  und  Hypothesen  ausgesprochen  worden  sind,  theits 
am  das  Geräusch  zu  erklären,  theils  um  die' Wahrnehmung  des- 
selben auf  Täuschung  zurückzufuhren.  Was  das  Letztere  betrifft, 
so  bin  ich  jedesmal  einigermaassen  überrascht  gewesen  über  die 
Zuversicht,  mit  welcher  dem  Beobachter  Täuschungen  verschiedener 
Art  zugeschrieben  nerilen.  Wer  die  Möglichkeif  einer  Täuschung 
darlegt,  ist  noch  sehr  weit  davon  entfernt,  die  Wahrscheinlichkeit 
derselben  erwiesen  zuhaben.  Wer  den  Beobachter  daran  erinnert, 
dass  das  Ger.^usch  während  des  Nordlichtes  durch  das  Krachen 
des  Eises,  durch  das  Zusammenziehen  der  Schneekruste  kiinnta 
bedingt  sein,  niuss  zunächst  ermitteln,  ob  zur  Zeit  solcher  Wahr- 
nehmung Eis  und  Schnee  vorhanden  war,  und  doch  eiiiMehen,  dass 
Beobachter,  die  ihre  Studien  nicht  zwischen  Büchern,  sonderii 
vorzugsweis  in  der  freien  Natur  machten,  zum  gröaslen  Theil^' 
doch  wohl  Phänomene  kennen  werden,  die  Jedem  bekannt  sind. 
Nur  3  grosse  Nordlichter  habe  ich  im  strengen  Winter  gesehen, 
während  der  Boden  mit  Schnee,  das  Wasser  mit  Eis  bedeckt  war. 
Ich  habe  aufder  Eisdecke  eines  Sees  beobachtet,  und  fortwährend 
das  sehr  bekannte  Krachen  des  Eises  gehurt,  ohne  im  Geringst« 
daran  zu  denken,  dass  es  Beziehung  zum  Nordlichte  habe.  Ich 
erinnere  an  noch  andere  mögliche  Täuschungen,  die  man  bis  jetzt, 
so  viel  ich  weiss,  nicht  angeführt  hat.  Zuweilen  sind  im  Winter 
die  Bäume  mit  Reif  oder  mit  Glatteis  bedeckt;  ein  geringer  Luftzug 
setzt  die  Ziveige  in  Bewegung,  und  mit  leisem  Rieseln  und 
Knistern  fallen  Hie  Eiastücke   auf  die  Schneefläche  herab.     Meht^ 
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Fhabe  ich  dies  Iiei  Nordlichlem  wahrgenommen,  aber  hierauf,. 
■  aof  eine  dor  iilltfiglicfasten  Erscheinungen,  begreiflicher  Weise 
keine   Rficksicht    genommen.      Oft  ziehen    hoch    durch   die    Lult, 
and    mitten    in    der  Nacht,  Züge    von    Enten    und    andern  Was- 
servSgeln,   die  bald  ein  pfeifeudes,    bald  ein  rauschendes  Gelöse 
VOM    wechselnder  Intensität    verursachen ;    auch    dieses   habe    ich 
wahrend    der  Nordlichlbeobnchtuiigen    wahrgenomnien ;    ich    habe 
jedoch  nie  für  mciglich   gehalten,   das«  so    bekannte  Hergänge  zu 
Täuschungen  veranlassen  sollten.     Aber  man  ist  noch  weiter  ge- 
gangen,   um   das   IVordlichtgerÜusch   zu   beseitigen;    man    hat  für 
müK"<-''>  uoil   selbst  wahrscheinlich  erachtet,  der  Beobachter  habe 
sich  im  Anblicke  der  gewaltsamen  Bewegungen  des  Nordlichts  so 
hinreissen  lassen,   ein  gleichzeitiges  GeräuBcb  hinzuzudenken, 
und  später  zu  glauben,  er  habe  es  wirklieb  gehört.     Üies  ist  Hehr 
stark;  dergleichen   soll  man  wohl  irgend  einem  PoeJon  zuniulhen, 
nicht   aber   dem   ernsten    nüchternen   Beobachter.     Wohin  werden 
(vir  knmnien,  wenn  wir  in  allen  Fällen,  wo  schwierige  Phänomene 
besprochen  werden,   die  entweder  zweirelhaft  sind,   oder  mit  ge- 
wissen Theorien  nicht  auf  dem  besten  Fusse  stehen,  dem  Beob- 
achter nicht  nur  eine  Rlenge  von  möglichen  Täuschnngen  aufbürden, 
sondern    ihn    nlienein   noch   geradezu   kindische  Eigenschaften  za 
schreiben,  dadurch  seine  Fähigkeit  und  Glaubivürdigkeit  indirect  i 
in  Zweifel   ziehen,   und  dahin  gelangen,    dass   nur  eine  bequenia  1 
Kritik  auf  dem  Papiere  das  Rechte  getroffen  oder  vemiuthet  habet  1 
Einwürfe   solcher  Art  sind   aber  nicht  consequent;  warum  muthel  ^ 
man  dem  Beobachter  nicht  zu,  auch  zu  glauben,  während  der  Er-   , 
scbeinung  eines  Feuermeteores,  einer  Sternschnuppe,  das  Rauschen  J 
der  Bewegung  zu  hören,  wahrend  des  Anblicks  eines  sehr  fernes  1 
Wetterleuchtens    den   Donner,    während   einer  Vesuvernption, 
sehen   aus   8  Meilen  Entfernung,    das  GetSse  der  sichtbaren  Ex-   ] 
plosionen   zu   vernehmen?  Das  Nordlicht  ist   doch   eine  sehr 
wohnliche  Erscheinung,  die  für  den  erfahrenen  Beobachter  nichts  i 
Ueherraschendes  darbietet,  und  es  sind  doch  nicht  immer  Anlangert  f 
denen  wir  genaue  Beobachtinigen  dieses  Phänomens  verdanken.—* 
Ich    kann   nicht  umhin,  zu  bemerken,    dass  der   redliche  und  bn- 
sonnene  Beobachter  recht   viele  Täuschungen  zugeben  wird,  abei 
er  wird    zunächst  darauf  bestehen  müssen,  dnss  wenn  von  Täih*  1 
■chaugen  die  Rede  ist,  dieselben  ihm  selbst  am  meisten  bekannt   j 
sein  müssen.     Während  meiner  astronomischen  Tfaätigkeit  sind  mU   I 
Tänscbungen   (wirklicher  Augenbetrug)  nicht  vorgekommen,  wühl 
mitunter    falsche    Deutungen     des     Gesehenen ,    die   früher    odet 
spSter  entweder  beseitigt  wurden,  oder  bis  hente  unerledigt  bliebeRi 
Wer  aber  zusahen  glauben  kann,  was  nach  seiner  Meinung  sich^ 
n  miisste,  wer  in  hfiren  gliiuht,  was  gehört  werden  könnte. 
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.  sollte  sich  Jeiler  Beob.ichtuiiii  enthnltHi,  »der  »epigstens.  Niflfil 
darüber  ttruckeii  lasi-eii.  \ 

Dil!  l'olgetiilen  Beobachliiugen  gebe  ich  abgelcürzt  nach  dei 
Wortlaute  meiner  Tagebücher;  ich  lüge  diejenigen  NnriJIicIiie 
bei>  welche  mir  gelegenllich  durch  meine  Corresfinniletix  beltann 
geworden  sind. 


In  dem   meteorologischen  Tagebuche  de»  Dr.  Med.  Roth  ; 
Elltill  fiade  ich    folgende  Nordlichthenbachliingen: 

Februar  21. 

Octflber  23,   sehr  grosses  Nordlicht. 

October23.  schwächeres  Nordlicht. 

November  I,  Eweifelharte«  Nordlicht. 

Ich  bemerke  für  die  Nordlichter  im  Octoher.  die  nich  eitiij 
Jahre  um  den  23Blet]  einstellten,  das»  um  diese  Zeit  nuch  ein  v( 
Heis    und  mir  nachgewiesener    periodischer   Sternschnappenfalt 
Btattrmdet. 

1840. 

Am  21.  Decemher  beobachtete  ich  zu  Eutin  in  Dolsteio.  bej 
sehr  heiterem  Hiinniel  und  starkem  Froste,  ein  über&Ui»  gros<ej| 
und  prachtvolles  Nordlicht.  Gleich  nach  dem  i£nde  der  Dämme* 
rung  zeigte  sich  unter  den  7  Sternen  des  Bären  eine  auffallend^ 
Helligkeit,  welche  sich  buld  zu  einem  reffelniässigen  Itogenseg; 
mente  entwicketi  hatte ;  dieses  stand  in  gelbweisscr  Farbe  lf( 
Minuten  lang.  Nun  nurdc  der  helle  Uchtaaum  breiler  und  zeigtf 
iu  (jer  iVlilte  seiner  Erstreckuiig  eine  dunkle  Zone.  Cm  ein&m 
Freien  Horizont  2U  baben,  begab  ich  mich  sodann  atiT  dieEjsflScbQ 
deR  tiees.  Um  5"  30'"  zeigte  dev  Licblsaum  Üstliuh,  und  untor  y 
Ursae  einen  senkrechten  Abschnitt,  der  an  Helligkeit  daaUebrigQ 
anseluilich  (ibertraf;  diese  Anomalie  war  bald  ausgeglichen,  ua4 
um  5"  45'"  erhob  sich  am  westlichen  Ende  des  Lichtbogens  di« 
«rMe  saulenfiirmige  Licblniasse  von  rotber  Farbe,  während  der 
dbrige  weisse  Theil  des  Bogeus  in  der  Gegend  von  yund  j3  Ursaa 
an  Breite  sunabni.  Mit  geringen  Verritiderungen  dauert^  d>«s 
Schauspiel  bis  6"  SO""'  Nun  hatte  der  Bogen  nach  oben  «iua 
scbiefere  BegrSiizung  erlangt;  unten  gegen  den  Horizont  hin  war 
er  wie  von  grauen  Nebeln  verhüllt.  Cm  6"  31">  zeigte,  sieh  iadsm 
Rogen  eine  zitternde  BewegiinK,  und  plütslich  halte  es  de|t  Aqt 
schein,  als  würde  die  ganze  Masse  durch  den  heiligstcR  Wiiha^ 
Schichtenweis  rollte  eine  Ctehtmasse  von  Osten 
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^^^^p  Westen  Gher  und  durch  die  andere  hin,  und  entwickelte 
^^olSrbei  die  lebhaftesten  p  r  je  ma  tischen  Furben,  unter  denen  nnr 
das  Blau  fehlte.  Ee  ivar,  als  Henkten  eich  die  n-iHtelndeu  Licht- 
wolken Ton  den  Hügeln  auf  die  Flache  des  See's  herab.  Diese 
Bewegung  dauerte  hiicfastene  20  Secunden;  dann  bürte  sie  plütz- 
lieb  auf,  und  es  zeigte  sich  der  gewrihnliche  Bogen  ivteder  in  matt 
weisslich  gelber  Farbe.  Um  7"  bildete  sich  in  demsellien  nieder 
ein  dunkler  Kaum,  eine  Spalte,  dielOIMinulensichtbar  blieb,  und  nach 
einerneuen  Bewegung  vergrusserfe  sieb  der  Lichtschein  schnell '20** 
weiter  gegen  Westen.  Um  7"  IS"  echosseu  geradlinigte  weisse 
Sirahlen  in  grosser  Menge  aus  dem  Bogen  auf,  in  I — SSecunden 
das  Zenith  erreichend;  westlich  war  der  Bogen  jetzt  iveiss,  listlich 
gelb.  Dm  8"  hJirte  das  Strahlen  werfen  auf;  der  Bogen  war  westlich 
gelb,  in  der  Mitte  weiss,  und  üstllch  roth ;  nur  3  weisse  Strahlen 
blieben  allein  noch  lange  sichtbar.  In  dem  Maasse,  wie  diese 
Strahlen  abnahmen,  verlor  der  Bogen  seine  Krümmung,  und  ver- 
wandelte sich  in  einen  geraden  hellrotheii  Streifen  von  20"  Nei- 
gung gegen  den  Horizont.  (Ich  finde  nicht  angeEi;eberi,  wo  er  den 
ÜoriKont  berührte).  Aus  diesem  Streifen,  der  soviel  ich  venuutbe, 
sich  üstlidi  senkte,  erhob  sich  oberhalb  ein  dunklerer  Bogen,  mit  seina^ 
Krümmung  gegen  iff  ä  und  j-Ursae  gerichtet;  er  verschwand,  alssioh 
um  8"  45"  der  erwähnte  gerade  Streifen  wieder  zum  gewühnlicben 
Lichtsaumeumgc  wandelt  hatte  1  westlich  warer  breit,  tisl  lieh  verlief  er ' 
;  mit  einer  schmalen  Spitze.  Ein  intensiv  geltierStrahl  schoss  aa» 
j  diesem  mit  30"  Neigung  hervor.  Um  !t"  war  Alles  beinahe 
verschwunden,  so  dass  ii  h  die  Beobachtung  aufgab,  aber  um  TÖf 
'  hatte  sich  das  Nordlicht  in  seiner  ganzen  (irüsse  und  Helligki 
.  wieder  ausgebildet.  Mit  unglaublicher  Oschwindigkeit  schi 
'  grfine  Strahlen  aus  dem  gelben  Bogengegen  das  Zenith ; 
I  iHgte  sich  nirgends.  Um  10"  .30""  halte  der  Bugen  zahlreiche 
dunkle  Lücken;  er  ward  roth,  und  sandte  einen  7"  breiten  hiichsl 
glänzend  grünen  Strahl  empor;  der  Anblick  war  ausserordentlich, 
wie  ich  Ihn  nie  wieder  gesehen  habe.  Diese  Säule  leuchtete  nurf 
S  Minuten,  bla  sie  plötztich  erlosch.  Um  11"  war  der  ganze 
Bogen  grün,  ein  Hauptstrabi  bläulich.  Um  11"  36*"  war  Alles  ii^ 
einer  formlosen  massevcrscbmolzpii,  aus  welcher  maltgelbe  Streifen 
^ofetiegen.     Bald  nach  Mitlernacht  hatte  die  Erscheinung  ein  Ende. 
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9anuar  (Datum   unbekannt).     Ebenfalls  zu   Eutin    sah    icii    ' 
Xends  von  6  bis  \i  Uhr  ein  gross*.>s  blutrolhes  Nordlicht,  welches 
an  Mitternacht   hoch   am  Himmel  die  vollkommene   rothe    Krone 
ausbildete;  sie  senkte  sich  itstlich  woRcenRbnticb  f;;egen  den  Hor(l> 
Einige  Tage  später  (Datum  unbekannt)   kam   ein  Nordlicht 
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mit  ausserordentlichen  Erscheinungen.  Von  8  bis  11  Uhr  wallt« 
ununtrrlirocbeii  gelbe  concentrische  Lichtwelleii  mit  grosser  Ge 
schwind igkeit  von  NW.  gegen  das  Zenith  empor.  Diese  und  di< 
vorKerige  Erscheinung  h;ibe  ich  «pSter  nie  trieder  gesehen.  Dai 
IJatum  wird  eich  woht  au«  der  Wahrnebmung  vnn  magneli:>iohen 
Stiirungen  zu  jener  Zeit  ermitteln  lassen. 

1843. 
Januar  2.     (Hamburg.)  Uro  6Uhr  Keigle  eich  sfidlich  vonT 
Jie  schwache  Spur   eines    Nordlichtes.     AnTangs  neissi 
im  7  Chr  eine  rOthlicbe  Parhnng  an. 
!\1Srz  '■l.     Ein  grosses    zu  Uamb 
(briefl.  Mitth.) 

März  8.  sah  ich  im  NO.  die  schwache  Spur  eines  Nördlich  tea/. 
April  5.   schien     eine    besondere    Helliglteit    zwischen    den 
Wolken  ein  Nordlicht  «u  verrathen. 

August  3.  Abends  zwischen  11  und  12  Uhr  zeigte  sich  nörd- 
lich bei  den  Füssen  des  grossen  BKren  ein  grünlicher  Schimmer, 
der  um  12  Uhr  die  scheinbare  Hohe  von  u  und  ß  Ursae  erreichte« 

184i. 

Januar  Vi.  (Hamburg.)  Bei  vollkommen  heilerem  Himm^ 
sah  ich  schon  Mittags  das  kreisriirmige  Segment  eines  Nebelbogens^ 
der  bis  zur  Dunkelheit  anhielt,  und  Abends  eine  so  grosse  Hel^ 
ligkeit  über  den  Hhnmel  ergnss,  als  nollte  der  Mond  aurgehetlf 
Ungeachtet  völliger  Klarheit  der  Luft  naren  die  Sterne  der  5ten  bij' 
6ten  Grösse  sciiwer  zu  erkennen.  Um  10"  schwand  das  Licht; 
Temperatur  =— 7"  R. 

Januar  11t.  Um  10"  nieder  der  gelbe  Schimmer  am  nGrd'j 
liehen  Himmel,  aber  schwächer  als  am  vorigen  Tage. 

Januar  19.  Um  10"  von  Lyra  bis  Leo  major  ein  galbel 
Schimmer. 

Tebruar  20.     Um  9"  SO»  schtvacfaer  Schein   im  Nordosfen 

April  17.  Gegen  10"  45"  zeigte  sich  im  Nordwesten  nntö 
Perseus  und  bis  zur  Cassiopea  ein  sehr  deutliches  Nordlicht  von 
wftissgelher  Farbe.  Um  10"  59™  erlosch  der  Uauptstreifen;  ein« 
Minute  später  der  schwächere  Strahl. 

Augnst  9.  Zwischen  11  und  12  Uhr  bemerkte  ich  um  jUrsa«^ 
den  deutlichen  gelben  Schein  des  Polarlichtes,  der  sich  bald  aus- 
dehnte,   bald  verringerte;   es  kam  nicht  zur  Ausbildong. 
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November  14.  Von  7  Uhr  bis  iVtitternacht  zeigte  eicb  im 
Norden  und  Osten  von  a  Canum  bis  tm  den  ZivilliDgeii  ein  (veiss- 
gelber  Schimmer,  bald  heller  bald  dunkler.  Um  8  Uht  war  der 
Mond   untergegangen.     Um  12  Uhr  trat  pliltzücli  dichter  Nebel  ein. 

1845. 

Januar  10.    (Hamburg.)  EinsehrschivacheruiidunbeBtimmter 

Bogen    stand  nürdlich    h\s    10  Uhr;    er  vcrächfrand  zuueilen  nnd 

kam   wieder.     Uer  ganze  Himmel  war  hell  wie  in  einer  Juninacht; 

die  kleinsten  Sterne  schwer  sichtbar;  bald  darauf  dichter  Nebet. 

Aiigust29.  (Sternwarlezu  bilkbei  Düsseldorf.)  UmtflS'" 
getrahrte  ich  unterhalb  des  grossen  Baren  das  helle  weicsgelbe 
Segment  eines  Nordlichts;  es  erstreckte  sich  horizontal  von  ß 
Aurigae  bis  ij  Bootis,  vertical  vom  Horizonte  bis^Ursae:  auch  ein 
g;tOB8er  weither  Strahl  ward  5  Minuten  lang  sichtbar.  Per  obere 
Rand  des  Segmentes  berührte  um  9"  35™  ß  und  y  Ursae;  war 
aber  um  !<"  40™  nieder  bis  ^  Vrsas  zurQck getreten.  Zu  dieser 
Zeit  lag  unter  dem  Segmente  eine  graue  Nebelschicht.  Um  10" 
12*'  bildete  sich  links  von  %  Ursae  ein  grosser  weissrüthlicher 
Lichtfleck,  er  senkte  sich  westlich  zum  Bootes.  Teniperatur 
=  +  15»  R. 

August  GO.  Ganz  ähnliche  Erscheinungen  wie  am  298ten 
beobachtete  ich  während  einer  nächtlichen  Rheinfahrt  von  Düs- 
«eldorf  bis  Köln. 

September  1.  Auf  dem  Oracbenfels  im  Siebengehirge  sah 
ich,  bei  äusserst  heiterem  Himmel,  wieder  die  eigenthfliulicbe  Hel- 
ligkeit eines  unentwickelten  Nordlichtes. 

September  24,  (Bilk.)  Bei  völlig  heiterem  Himmel  zeigte 
sich  zwischen  8^  und  10  Uhr  der  schwache  Schimmer  im  Norden, 

September  25.  (Bilk.);  wieder  dieselbe  Erscheinung,  aber 
viel  deutlicher  und  heller  als  am  24.  September.  Um  11"  kamen 
Wolken    aus  NW. 

September  26.  (Bilk.)  Abends  11".  Die  Dngewühnliche  Hel- 
ligkeit im  Norden  und  Nordwesten  .  die  in  Zwischenräumen  der 
Wolken  sich  zeigte,  liess  ein  schwaches  Nordlicht  vermutheo. 
Am  25.  und  2().  September  war  der  Himmel  vollkommen  heiter,  aber 
von  dem  gelblichen  Schimmer  zeigte  sich  nicht  die  geringste  Spur. 

DecemherS.  (Eutin.)  Die  ausserordentlichen  Erscheinungen 
dieses  höchst  merkwürdigen  Nordlichtes  habe  ich  mit  aller  Sorg- 
falt viele  Stunden  lang  beobachtet  und  gezeichnet.     Hiermuss  ich 
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mich  darauf  beschränken,  dae  Wesentlichste  aus  dem  IV 
hervorzuheben,  ivdcbes  ich  gleich  am  Tage  darauf  fiher 
Nordlicht  ausgearbeitet  habe.  Bereits  um  ti  Uhr  Abends,  als  ein 
hertiger  Westtrind  angefangen  hatte,  die  Wolkenmassen  zu  zei- 
(heileu,  bemerkte  ich  gegen  Norden  eine  hesunilere  gel brüth liehe 
Helligkeit,  die  nicht  wohl  von  dem  sichelfürmigen  Monde  faerrübreD 
konnte.  Um  7  (Jbr  nar  der  Himmel  ganz  beiler.  Von  Westen 
bis  gegen  Nordosten  lag  eine  liefdunkle,  nach  oben  i^cbarf  abge- 
schnittene Wolkenbunk  von  3"— 4°  Höhe.  Darüber  lagerte  der 
graue  Nebelhoii^en  in  Form  eines  Kreissegmentes,  und  von  ihm 
aus  verbreitete  »ich  durch  da»  Sternbild  des  Buren  bis  15°  UShe 
eine  starke  Helligkeit,  wechselnd  zwischen  weiss,  grOnlicfa  und 
orange.  Um  7"  begann  der  Lichtsauni  grosse  senkrechte  and 
schräge  Strahlen  zu  werfen;  sie  waren  weiss,  gelblich  oder  grOn, 
\^  bis  2"  breit,  und  nicht  über  30°  hoch.  OFE  erschien  es,  als 
erglCihten  sie  langsam  von  unten  auf;  bald  war  das  Maximum  der 
Helligkeit  am  Fusse,  bald  an  den  Rändern  der  Strahlen,  Altes  bei 
stetem  Wechsel  der  Farbe  und  der  Dimensionen.  Als  ich  am 
Seeufer  besser  bis  an  den  Horizont  sehen  konnte,  bemerkte  icll, 
dass  die  Wolbenmassen  sich  westlich  und  nördlich  vermehrt 
hatten;  mitunter  flammte  im  Westen  der  rothe  Schein  eines  ge- 
ivübnlichen  Wetterleuchtens  auf;  meist  duokelrolb,  aber  nnzwel- 
felhaft  nur  einem  fernen  Gewitter  angehörend.  Bis  8  Uhr  dauerte 
das  Nordlicht  mit  geringen  Veränderungen,  von  10  zu  10  Miiiuteo 
bald  dunkel,  bald  nieder  beller  anfstrahlend. 

Um  7»  46"  umfassfe  der  strahlenwerfende  Bogen  70»  bis  80*; 
ich  sab  zuweilen  10  und  20  LichtsSnlen  gleichzeitig;  aber  sehr 
auffallend  war  das  Verharren  des  Hauptslrahles  an  demselben 
Orte,  während  die  Rchiiächeren  mit  glelchfiirmiger  Bewegung  von 
NO.  durch  N.  nach  W.  voruberxagen  und  dann  erloschen.  Ich 
sah  einen  hohen  grünen  Strahl  von  2°  Breite  bis  über  ^  Ursae 
hinaufreichen:  an  seiner  rechten  Seite  wurde  er  rasch  sehr  hell, 
grfln  und  scharf  abgeschnitten,  aber  das  grüne  Fluidum  schien 
sich  in  1  Secunden  bis  an  den  linken  Rand  zu  bewegen,  worauf 
die  Säule  verschwand.  Zwischen  8"  und  S"  30"  hörte  das  Stral»- 
leovrerfen  auf.  Um  8"  49'"  kamen  die  Strahlen  wieder  und  zugleich 
aeigte  sich  eine  neue  merkvi iirdige  Erscheinung.  Während  näm- 
lich im  Korden  kleine  schwache  und  bewegliche  Lichlsäulen  auf- 
schössen und  wieder  zurücksanken,  bildete  sich  pliltzlich  genau 
Über  dem  Westpunkte  des  Horizontes  eine  eigenthümlich  helle, 
tö"  hohe  weisse  Lichtgarbe;  nuten  verlief  sie  spitz,  oben  war  sie 
ßcherRirmig  ausgebreitet.  Sie  reichte  durch  das  Sternbild  des 
Schwans,  deckte  dort  die  Milchstrasse,  und  sandte  oben  nach 
Recht«  durch  den  Cephens  und  kleinen  Bären,  durch  den  Fuhr- 


in  den  Jahren  imo  Ms  tSäi.  S3 

rtallicben  Horizonte  einen  weissen,  Schreiten  Bogen. 
der  ganz  einer  zweiten  Milcbstrasse  gürh,  aber  nach  5  Minuten  nieder 
eiloscli.  Die  mittlere  ^era<Ie  Aaleteigung  der  erstgenannten  tveet- 
lichen  Lichtgarbe  hatte  oben  im  Fächer  etira  iO"  40*>,  die  Uecli- 
nalioii  deis  oberen  Endes  -t-SO".  Gegen  den  Uoriiconl  bland  t'ie 
Tüllig  seoki'bcfat.  Auch  sie  erlosch  nach  10  Minuten,  allein  um 
fl«  5"  erbiiclcte  ich  sie  wieder  im  vollen  Glänze  und  grösserer 
Ausdehnung.  Sic  rüt-kle  liingsam  von  VV.  —  S. ;  sie  hatte  3(1"  Hohe 
und  unten  i**  Breite,  und  verlief  oben  mit  3  tiber  einander  weg- 
liegenden  (lanimenartig  geschwungenen  Queerstreiren,  so  dass  dort 
ihre  Breite  gegen  15"  betragen  mochte.  Um  9"  lü*"  halte  sich 
die  grosse  Garbe  in  2  kleinere  getheilt,  die  untere,  nach  linke, 
also  südlicher  gelegene,  war  unten  spitz,  oben  breiter,  hell  Oicher- 
formig,  intenaiv  weiss;  sie  bedeckte  oben  e  Pcgasi,  Die  obere, 
recbfs  gelegene  befiann  erst  in  20"  aber  dem  Horizonte  und  glich 
vollkommen  dem  Schweife  eines  grossen  Comtiten,  welche  Täu- 
schung sich  noch  vermehrte,  als  um  '>  IS""  s  Pegaei  gewisser- 
massen  den  Kopf  des  Cometen  bezeichnete.  Dieser  ätern  lag  jetzt 
am  untern  Ende  des  Strahls;  im  obero  Fächer  standen  j3und  r/Pegasi. 

Beide  nahe  gleich  helle  Streifen  waren  zwischen  45"  und  50" 
gegen  den  Horizont  geneigt,  der  südliche  und  tiefer  stehende  bis 
zum  Horizonte  hinabreichend.  Um  S"  19™  waren  SStreifen  sicblltar; 
der  untere  Nr.  1  weiter  gegen  Süden  gerückt,  reicht  bis  9  Pegasi, 
dei  nächsthr>here  Nr.  2  bat  seine  Bewegung  vergn'Jssert,  weil  er 
jetzt  anfangt,  Nr.  1  zu  bedecken  (oder  hinter  ihm  fortznzlehen); 
ein  neuer  schwächerer  Strahl  Nr.  3,  nahe  parallel  zu  den  erstem, 
steht  höher  und  westlicher  als  Nr.  2.  Um  9"  '24'"  bat  der  Strahl 
Nr.2  den  Strahl  Nr.  1  überschritten,  Jetzt  erloschen  alle  3  fast 
spurlos;  aber  um  ySO™  genährte  ich  zwischen  Cygnns,  Cassiopea 
und  Pegasus  5  helle,  gegen  den  Horizont  um  30"  schrSg  geneigte 
tauge  Lichtwolken  von  weisser  nebelartiger  Farbe,  welche  sieb 
langsam  von  N.— S.  bewegten.  In  derselben  Minute  erglänzle  an 
der  Stelle  von  Nr.  1.  Nr.  2  und  Nr.  3  ein  langer  weisser  Strahl, 
an  dessen  oberm  verwaschenen  Ende  die  5  kleinem  Wölken,  zi) 
denen  noch  mehrere  Flecken  hinzugekommen  waren,  sich  an- 
echliessen  zu  wollen  schienen. 

Um  9"  45'"  bemerkte  ich  eine  neue  auffallende  Erscheinung. 
ffisher  war  die  Nordlicbtmaterie  von  N.  — S.  fortgeschritten';  jetzt 
entstand  ein  wenig  rechts  unter  n  Persei  (der  hoch  im  8W,  dem 
Zcnitli  nahe  war)  ein  weisses  Wlilkchen ,  welche"  sich  von 
SO.  —  NW.  bewegte  und  b«i  v  Andromedae  erlosch.  Diesen  Weg 
b«M4neb  es  in  ft  Minuten.  Ein  anderer  weisser  Fleck  bei  ß  und  9 
e  rückte  von  O.  —  W.     Nachdem  der  vorbin  genannte  südliche 
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Slrabl  um  l^  45"  abermals  erloschen  war,  entwickeile  i 
SW.  schnell  eine  neue  J"  breite,  60*  lauge  rollknmmen  gcraillinigte 
Säule,  ■W  — 45"  gegen  den  Horizont  geneigt,  intensiv  weiBs,  leb- 
haft an  den  Schweif  des  grossen  Coineten  von  1843  erinnernd. 
Die  durch  sein  Licht  hindurch  schimmernden  Sterne  wurden  merk- 
lich geschwächt,  d.h.  sie  machten  wenißer  F.ffcct.  weil  sie  auf 
weissem  Hintergründe  standen.  Für  ü"  45""  ist  der  Ort  des  Strahls 
gegeben  durch  die  Oerter  der  Sterne  tc  y  Aquarii,  d  Pega«!  udiL 
ß  .^ndromedae;  in  der  scheinbaren  Mühe  von  y  Andre 
sein   Ende. 

Während  dieser  Phänomene    im  SW.   halte  die  Helligkeit  1 
N.  nicht  aurgehört;  zuweilen  schössen  dort  noch  einzelne  Strahlen 
empor.     Um  10"  erlosch  Alles,  nur  ein  gelbes  DUinmerlicht  btieb 
im  Norden  fibrig.     Der  Wind    kam    aus  W.  und  SW.     Es  blili 
ISmal.     Sternschnuppen  zu    der  Zeit  etwa  12  in  2  Standen.    Tm 
peratur  =^0". 

December  4.  Zwischen  7"  und  II"  zeigten  sich  wiedÄ" 
deutliche  Spuren  des  Polarlichtes,  (Jm  10"  bildete  sich  das  He- 
belsegmenl,  doch  blieb  es  dabei.  Mit  dem  5.  December  ward  die 
Atmosphäre  stürmisch  und  trübe;  Abends  lÜ"  — 11"  fiel  eine  ua- 
gewShnliche  Menge  Schnee.  Bei  0"  Terop.  wuchs  der  Wind  zum 
Sturme  an. 

December  14.  An  diesem  Abende  sah  mau  ungeachtet  des 
hellen  Mondscheines  die  deutlichen  Strahlen  des  Nordlichtee. 
Gewölk  verhinderte  genaue  Beobachtungen;    Temp.  =:—&»  R. 


Februar  18.  (Bonn.)  Zwischen  10"  und  13"  stand  im  Norden 
der  schwache  gelblich  weisse  Bogen  eines  strahlenlosenNordlichtes; 
magnetische  Störung   zu  Genf. 

Februar  25.  Grosses  Nordlicht  zuGenT  beobachtet;  magne- 
tische Störung. 

März  14.  Kordlicht  zu  Genf;  magnetische  Störung  am  13. 
und  14.  März. 

August  28.  (Bonn.)  Das  Nordlicht  dieser  Nacht,  dessen 
magnetische  Störungen  fürGenfandem  folgenden  Tage  sich  stärker 
äusserteu,  als  am  Stisten,  hat  merkwürdige  Phänomene  gezeigt. 
Der  Himmel  war  vollkommen  heiler.  Bald  nach  dem  Ende  der 
Dämmerung  lagerte  im  Norden  eine  schmale  dunkle  Wolkenbank, 
die  bald  die  regelmässige  Form  eines  Kreissegments  annahm.     Der 
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hücfaste  Punkt  (lieiies  Bugeos  lag  Tasl  itu  astronoiulscfaen  Norden, 
Tielleichl  ein  Weniges  tvestlicb.  Er  spaltete  sieb  später  in 'J  nahe 
concentrische  Bügen,  diicb  so.  dass  sie  Setlii^h  zusaiDmeiihtnji^en, 
Uni  10^  erschien  bei  ^i  Crsae  ein  S" — 7°  hober  sehr  matter  grüner 
Strahl,  der  bald  verschwand,  worauf  nur  eine  allgemeine  gelbliche 
Helligkeit  übrig  blieb.  Ich  fand  im  magnetischen  Observatorium 
die  Nadel  sehr  unruhig;  dies  war  zwiscbeii  I4  und  16  Uhr,  also 
zwischen  2  und  4  Uhr  früh  am  'J*J.  August.  Die  Anfangs  erwähnte 
Wolbenbank  im  Norden  stieg  langsam  in  Form  eines  dunklen 
schmalen  und  kr eissegment artigen  Gürtels  höher,  und  unterhalb 
von  ihm  gegen  den  Horizont  ward  die  Luft  »ieder  klar,  so  dass 
daselbst  Sterne  gesehen  werden  konnten.  Ge^en  16^  Uhr  be- 
leuchtete die  Morgendänimerung  diesen  ursprünglichen  Nordlicht- 
bogeo  rüthtich,  und  deutlich  erkannte  ich  jetzt  seine  cirrusurtige 
Natur.  Um  21  Uhr  (aho  um  9  Uhr  früh)  hatte  der  Bogen  50" 
Hübe  über  dem  Horizonte;  es  war  ein  wirklicher  bogen  förmiger 
CirrusstreiTen,  in  dem  sielt  nm  21"  3Ü">  die  einzelnen  Theile  zu 
horizontal  über  einander  gelagerten  Wülk<.'hen  bildeten,  so  das» 
jede  Gruppe  des  Bogens,  fitr  sich  betrachtet,  gewiss ermassen  die 
äusseren  Enden  der  Speichen  an  der  Peripherie  eines  Rades  be- 
zeichnete. 

Um  22"  oder  10"  früh  war  der  Bogen  völlig  zu  einem  ge- 
wüholicheti  Cirrusstreifen  umgewandelt;  er  sank  gegen  Norden 
zurack  bis  30»  -Uribe.     Der  Himmel  blieb  wolkenlos. 

September  ^.  (Bonn.)  Nach  Sonnenuntergang  senktesich 
das  Gewölk  gegen  Norden  und  bildete  daselbst  von  NO.  —NW,  eine 
lange  dunkle,  oben  scharf  begränzte  Bank.  Um  H  Uhr  bemerkte  ich 
den  gelben  Nordlichtschein  unter  ürsa  mnjor.  Durch  Unwohlsein 
verhindert,  achtete  ich  nicht  weiter  darauf,  aber  um  %  Uhr  mel- 
dete mir  Argelanderdie  vif llige  Ausbildung  des  strahlenwerfendeu 
Nordlichtes,  .^m  nächsten  Morgen  standen  viele  curaulusartige 
Wolken  gedrängt  am  Himmel,  doch  wurde  es  bald  heiler.  Der 
Magnet  war  am  23.  früh  sehr  unruhig;  magnetische  Störung  in  Genf, 

Novembern.  (Bonn.)  Um  8  Uhr  zogeuNehelnolken  langsam 
gegen  Norden  und  lagerten  sich  dort  Anfangs  in  Form  einer  dunklen 
Bank,  dann  in  Form  eines  grossen  regelmfissigen  Kreissegmentes, 
ans  welchem  sich  bald  eine  merkliche  und  dauernde  Helligkeit 
entwickelte,  die  bis  15"  Höhe  aufstieg  und  entschieden  eiuem 
Nordlichte  angehörte.  Zwischen  10"  und  11"  war  diese  Helligkeit 
am  stärksten,  doch  übertraf  sie  nicht  die  hellsten  Stellen  der  Milch- 
straase.  Die  Nacht  blieb  bei  starkem  Froste  klar.  In  den  Genfer 
Beobachtungen  zeigt  sich  keine  merkliche  Störung. 
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Nuveiiiber  13.  Wäbrend  der  Slerndchnuppenlieubacbtiin) 
ia  dieser Nitcht  zeigte  sich  geiseu  S»,  etnas  westlich  vom  wahren 
Nord,  die  deutliche  Uelügkeil  Hnes  Nordlichte»,  die  ^urallig  peaau 
di«  Form  eines  60°  ^egeti  den  Horiionf  geneigten  Zndiakal lichtes 
anii.nhiD,  und  hi8l4Uhr  manni^ralti^n  Veränderuasen  unterfförfen 
war.  Am  nächsten  Morgen  war  der  Hinim«!  bedeckt;  starberHoif: 
Alagnet  sehr  unruhig.  In  Genf  bemerkte  man  keine  magnet'rBcbe 
StÜning. 


November    17.     Uas    jtlünzende 
Nordlicht  dieser  Nacht  habe  ich  eu  B 
achtet,  doch   kann    ich    ohne    Zeich 
Ich  werde  mich  daher  auf  einen  Aus: 
Anfang  des  Phänonienea  habe  ich 


hst    merknurdi 
fullständig  benj 
ingeii   nicht   Alles  erklären. 
;;  beschränken.     Den  ( 
:bt  gesehen,    doch  kar 
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r  «enlf;e  Minuten  ?or  6"  5*  eingetreten  sein,  da  ich  noch  um 
5"  50"'  gegen  Norden  beobachtete.  Ich  richtete  meine  Aufinerk- 
sanikeit  namentlich  auTdie  EisenthQmlichkeiten  des  meist  doppellen 
Liclilsaumes  und  auf  die  beilüuflge  Bestimmung  v<in  dem  A^imuthe 
&es  höchsten  Punktes  dieses  Saumes,  iveil  es  von  Interesse  ist, 
ettvaige  vollständige  magnetische  Beobachtungen  mit  den  azimu- 
tlialeu  Verschiebungen  des  Nordlichtes  zu  vergleic 
sehen,  oh  der  Gang  der  magnetischen  Variation  mit  der  des  Licbl 
am  Himmel  im  Zusammenhange  istebe. 


Von  den  sehr  raschen  Veränderungen  tu 
6"  3'"  Ein   gebogene 


iihnurdierolgend« 


1 


seinem  Aurieuchtcn  fustptützlicb;  4  daneben  sind  weiss  und  gelblu 

6  10,5   Neue  Strahlen  gleichzeitig  aufgestiegen,  und  mit  einer  «ehr 
schnellen  Beuegnng  von  O.—W.  verschwinden  sihr  rasch. 

6  12,8  Strahlen  von  verschiedener  Intensität  gleichKeiüg  aufsteigt 
und  schnell  erlöschend. 

n  14  üieganxe  Nordlichtniuterie  ivird  auf  kurxe  Zeit  rotb,  dal 
wieder  gelb  und  bleibt  sn.  Der  äusserst  regelmässige  u' 
iiilctisiT  gelbe  Lii'blsaiini,  von  •K)"Sjiannweite  im  Horizoiil 
begrSnzt  nach  oben   das  dnnkle  Nebelkreissegment. 


6  i!lt5  Scheitet  des  Lichtsaumet 
sehen  steigen  verschiedei 


senkrecht  unter  •/  Ursae; 
e  weisse  Strahlen  auf. 


6  28,'2  Beide  Enden    des  Lichlsautns  zeigen  Anschivellunge» 
stärkerem  Lichte. 


Hierauf  bildet  sich  über  dcai   Licbtsaum   i 
Reihe  von  gelben,   langgezogenen  Licbtwolken  , 


bogen  furiu 


Itt  den  Jatiren  tS-lO  6it  1852. 
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sammtheil,  und  unter  sich  verbunden  gedacht,  nach  oben  in  1"— 2^ 
Abstand  den  ^ewühnlichen  Saum  des  NekelsegmeDtes  concentriach 
iiberivülben.  Um  S*  SS«  (teateht  dieser  obere  Uogen,  den  leb  B 
neoDen  utirde,  aus  4  bellen  Fragmenten.  Der  gewühnllche,  untere 
Licbtsaum  beiäse  A. 

6"  38™,5  Der  Scheitel   von   A   senkrecht    unter   i  d  Ursae.     Die 

Spanniveite  r«n  ß  im  Horizonte  mag  115°  betragen. 
6  42,5  Die   Licbtirolken    :n   B    haben    sich    vereinigt    und    bilden 
jetzt  einen  mit  A  völlig  concentri sehen  regelmSssigen  Bogen. 
fi  43     B  berübrt  %  Ureae.     Bei  i  x  Ursae   eine  Licbltvolke. 
G  46^  B   zerfällt  wieder  in  3  lange  Licbtwolken. 
6  48.7  Unter  ß  Ursae  eine  neue  Liclitwolke. 
Q  49,7  Scheitel    von  A  unter  £  Ursae. 
Ö  52,5  B  nieder  zusammenhangend,  aber  unrej^elmüssig, 
6  53,6  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  ij  Ursae. 

6  55     B  besteht  irieder  aus  3  getrennten  Wolken. 

7  0,8  Voofi  ist  nur  noch  eine  Lichtwolke  unter  d  t  Ursae  Übrig. 
7     3      A  verstärkt  Östlich  und  westlich  sein  Licht. 

7     4     Neue  Lichtwolke  unter  y  ß  Ursae ;  B  wiederhergestellt  7"  6". 

7    8,5  B  berührt   r/yß  Ursae, 

7     9,5  A  zeigt  senkrecht  unter  ij  Ursae  einen  Einschnitt. 

7  10)2  B  bildet  jetzt  einen  110'^  umspannenden  glänzenden,  wel- 

lenfiirmig  gewundenen  Gürtet. 
7  11,7  A  zeigt  an  seinen  Enden  nieder  Anschwellunij,en  stärkeren 

Lichtes. 
7  12,7  B  und  A  unter  ä  y  Bootis  sehr  glQnzend. 
7  14,5  Scheitel  von  A  senkrecht  anter  c  Ursae. 
7  16,0  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  ip  Ursae. 
7  16,5  Augenblickliches  helles  Erglühen  des  Ostendes  von  B. 
7  17     B  erstreckt  sich  in  unregelmS^siger  Krftmmnng  von  i]  Ursae 

bis  a  ß  Geminorum. 
7  19,1  B  zerfällt  wieder  in  3  getrennte  lange  Wolken. 
7  28.3  Scheitel  von  A   unter  a  Bootis.    (7) 
7  29,1  B  fast  plötzlich  verschwunden. 
7  32,5  A  reicht  von  ij  Herculis  bis  unter  v  Ursae. 
7  33,5  Von  B  keine  Spur  mehr. 

7  37,7  Eine  Lichtwolke  um  jSGeminorum  augenblicklich  entstanden, 
7  38,0  verschwindet  plötzlich. 
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"•  Nene  LtchtnnlkeD   bei  p  Herculi?   und  i  Ursae  plUtzlii 
entstanden. 

Uieletztere  erglüht  rasch  im  grünen  Lichte,  undüberstrab 

alles  Uebrige;  nach  l5Secund«n  verschirindet  sie  moioe 

tau.     Innwiscfien  haben  siuh  Theile  von  B  nieder  ausgebildi 
7  42,3  Neue  LichtirolkEn  bei  fi  und  ß  Bontis. 
7  43,6  Desgleichen   bei  ix  Ursae;  äugen bficklicbes  Auflodern  d 

ganzen  Lichlmaterie. 
7  44,3  Ebeavurher  verschwunden  hat  sich  fifast  plötzlich  in  sein 

frühem  Ausdehnnng,  aber  mit  dunklen  Lücken,  niederhe 

gestellt. 
7  45,2—46,5  Heller  Strahl  aus  B  aufsteigend. 
7  46,5  Glänzende  Lichtwolke  bei  a  Ophiuchi. 
7  48,5  Heller  Strahl  aus  B,   glänzender  als  B  selbst. 
7  51),5  B  verschmndet,  J  buchst  regelmässig,  Scheitel  2"we9l 

vom  Fusspuukte  eines   aus  tq  L'raae  auf  A  geiallten  Pfl 

pendikels. 
7  51,5  GrCine  Wolke  vor  a  Ojtbiucbi; 
7  52,4  verschwindet  schnell, 
7  54,0  A  sehr  hell   und   regflmässig,  Scheitel   senkrecht  unter 

Ursae. 

7  57.8  Licbtwolke  zwischen  a  Herculis  und  a  Ophiucbi. 

8  1,3  Scheitel  von  Ä   am   Orte  voti  y   ßootis,  B  verschwunde 
8  21      Ostende  von  A  unter  t/j  Ursae,  Westeude  unter  i  Hercull 

Von  nun  an  zeigte  sich  von  B  keine  Spur  niebr;  die  azinu 
thato  Ausdehnung  von  .-1  blieb  lange  constant.  Uer  Lichtsaum 
verflacht  sich  dann  mehr  und  mehr  gegen  Osten,  ivülbt  sich  stSrk^ 
im  Westen;  er  sinkt  langsam  gegen  den  Horizont,  und  um 
ist  Alles  verschwunden. 

Das  Nebelsegment  n-ar  bestimmt  dunkler  als  der  HimmeU- 
grund;  durch  den  Contrast  kann  man  nicht  .\lles  erklären.  Im 
Lichtsaum  A  bleibeu  (im  Cometensncher)  die  Sterne  gut  sichtbar, 
selbst  noch  in  dem  oberen  Theile  des  Nebelsegmentes.  Die  Be- 
wegung der  gevFühnlichen  Strahlen  war  entschieden  von  Ost  nach 
West  gerichtet,  dabei  meist  nngewühnlirh  schnell,  mitunter  wie 
momentan  verzögert  und  behindert.  Das  Maximum  der  gauzen 
Erscheinung  Sei  /wüschen  7  und  8  üfar.  Bis  10^  Uhr  blieb  der 
Himmel  heiter;  dann  kamen  st  reife  nfürni  ige  Wolken  aus  West, 
Nord  und  Ost.  Es  fror  und  der  Wind  ging  stark  aus  Ostea. 
Tags  darauf  war  der  Himmel  [iiit  schweren  Wolken  bedeckt.     Keij 


In    litii  Jahren   IS40    Öls    IS52. 

Reif  wur  sichtbar;  es  schien  Nachta  ein  wenig  geregnet  zuhaben. 
Die  (ienler  magnetischen  Beobachtungen  xcigen  nur  am  Morgen 
detj  18.  iSnvenibflr  eine  Stijruti^. 

Novenitier  21.  17  übr  =  November  ti.  früh  5  Uhr  ist  nach 
der  Anssage  des  Herr»  Prol'.  v.  lüese  ein  beträchtliches  strah- 
len werfendes  [und  rolbes  Nordlicht  zu  Bonn  sichtbar  gewe^^en.  Zu 
Genf  Iceine  magnetische  ätürung. 

Oecember  II.  Zu  Rolandseck  und  zu  Bonn  sah  Ich 
ungeachtet  des  Mondscheins  zwischen  10  niid  18  Dhr  ein  bleiches 
■trahlentverfendes  Nordlicht. 

Deceinber  13.     Von  6-11  Uhrschwacher  NorUlichtechimmBr. 

Oecember  16.     11  Uhr,  dieselbe  Wahrnehmung. 

December  17.  Um  10"  zeigte  sich  deutlich  der  malte  Schein 
des  Kordlichles.  Nach  Mitternacht  »ar  der  oürdlicbe  Uimniel 
Hehr   auffallend  hell.    Temperatur—  Vi*'  R, 


Januar  13.     (Bonn.)   Zweifelhafte  Spuren   dee   Nordlichtes. 

Jauu:ir  14.  Viele  Stunden  lang  in  dieser  heitern  Nacht  er- 
!>ch!enen  sehr  wechselnde  Gestalten  der  weissen  Nordlich Imaterie, 
ohne  je  in  die  normale  Phase  einzutreten.  Temp.  —  S^R.  Wind 
atis  SO.  Am  nächsten  Morgen  fand  ich  im  magnetischen  Obser- 
vatorium die  Nadel  i<chr  unruhig.  Ich  bemerke  noch,  dass  es  um 
8«  Uhr  den  Anschein  hatte,  als  »olle  sich  der  Lichtsaum  über 
einer  längst  vorhandenen  grünen  Nebelbank  bilden.  Durch  diesen 
eigenthümlichen  Nebel  sah  ich  die  Sterne  bis  zu  wenigen  Graden 
Hufae  über  dem  Horizonte.  Die  hellen  und  mannigfaltigen  Gebilde 
übertrafen  an  Licht  den  Zodiakalschein,  und  machten  ihn  zuletzt 
ganz  unkenntlich,  wo  sie  ihn  westlich  berührten. 


Mal 


'.  17.     (Eutin.)    VVei 


i  Nordlicht.  (BrieH.  Mitth.) 


O/itober  14.  (Bonn.)  Es  lagerte  gegen  9"  fast  unbeweglich 
eine  graue  sehr  durchsichtige  Nebelbank  im  Norden,  die  aber  doch 
mit  dem  Nebelsegmenle  des  Nordlichtes  nicht  wohl  verglichen 
werden  konnte:  sie  trübte  die  dortigen  Stenie,  und  die  grossem 
^schienen  umgeben  von  kleinen  Uüfen.  Gegen  Mitternacht  wurden 
die  dem  Pole  des  Himmels  nahen  Regionen  stark  phosphorisch 
glänzend,  weiss  und  heller  als  die  Milchstrasse  im  Schwan.  Die 
Dauer  dieser  auffallenden  Beleuchluug  war  von  11"  bis  13".  Die 
Nacht  blieb  klar;  Wind  O.  und  SO.    Am  Morgen  des  15,  Oclober 
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übertogen  jene  merktviirdige»  C'irrnsgebilde  den  Himmel,  die, 
ausgehend  von  2  Punkten  an  enteegengesetzlen  Orten  de«  Uorl- 
Bontes,  die  sichtbare  HaemisphSre  aU  grüsate  Kreise  uiuepanneu. 
Der  eine  Ausgangspunkt  lag  WNW.,  noch  viele  Grade  westlith 
vom  magnetischen  Meridiane. 

November  2.    Um  7"  zeigt  sich   das  Segment  eines  Nordr^ 
lichls  mit  schwach  entwickeltem  Lichtsaume.     Es  Hechseite  oll  ii 
aeiner  nur  geringen  Intenailät,  ohne  »ich  auszubilden.     Aber  schoi 
in  Aachen,   9  Meilen    NW.   von    Bonn,    wurde   von    Heis   eii 
grosses  und  schönes  Nordlicht  beobachtet.     (Briefl.  Mitth.) 

November  19.  Ungeachtet  des  hejien  Mondscheines  sal 
ich  die  tiefe  Küthe  des  Nordlichts,  die  in  wolkenarligen  von  O.-W 
bevregten  Massen  häufig  ihre  Intetisitüt  veränderte.  Es  hatte  oft 
den  Anschein,  als  stiegen  rothe  Dampfmassen  bfisch eiförmig  s 
den  Nebeln  des  Horizonts,  doch  kamen  die  gewöhnlichen  Strahlen 
uicht  zum  Vorschein.  Temp,— 2"R.  Am  nächsten  Morgen  waf 
der  Himmel  noch  heiter;  im  INorden  lag  eine  Wolkenbank,  und  | 
hoch  darüber  ein  Bogen  der  feinsten  Cirri. 

December  8.     Zwischen  6"   und   7"  zeigteu   sich  die  unver- 
kennbaren Anzeichen  des  Nordlichtes;   durch  andere  Beobachtun- 
gen war  ich  verhindert,  seine  Entwickelung  zu  verfolgen.     Ar 
lander  hat  zwischen  10"  und  11"  die  Entstehung  des  LicblsauniM  ^ 
gesehen,  und  2  Azimnthe  seines  iScheitels  bestimmt. 


Üecenibei 
lichte«. 


10.     Schwache  aber  bestinimle  Spuren  des  ISord- 


December  17.  Unter  allen  Nordlichtern,  die  ich  geaehi 
habe,  war  dies  eins  der  grtissten  und  prachtvollsten;  wie  weit  sich 
seine  Sichtbarkeit  erstreckte,  ist  mir  nicht  bekannt  geworden,  nnd 
ich  kann  nur  angeben,  dass  es  auch  zu  Eutin  in  Holstein  im 
grOssten  Glänze  sich  zeigte.  Der  Himmel  war  in  dieser  Nacbt 
bei  starkem  Mondschein  Anfangs  sehr  heiler.  Um  5^"  gewahrte 
ieb  (Sternwarte  lu  Bonn)  gegen  Norden  die  graue,  charakteristi- 
sehe,  noch  ziemlich  formlose  Nebelmasse,  und  gleich  darauf  ent- 
wickelte sich  der  grosse  heilgelbe  Lichtsaum,  der  im  Nordpunkte 
des  Himmels  beginnend,  bis  fast  gegen  Westen  nahe  9Ü°  im  Ho- 
risoDt  umspannte;  sein  Scheitel  lag  noch  ^^  unter  i}  Ürsae.  Um 
die  Lage  des  Scheitels  vom  Licbtsaume  gegen  die  Lage  des 
maßnetiscben  Meridians  zu  ermitteln  (die  sieb  leicht  berechnen 
lässt),  machte  ich  xunäcbsl  folgende  Beobachtungen. 


in  iltn  Jahren  ISiO  hin  ISJS. 


!>  6"  40"  Scheitel  des  Licblsaums  «enbrecbt  unter  q  Ursae. 


51 
53 


(3»  westtich) 
(7"  westlich) 


I  Herculis 


Um  5"  59™  zeigte  sich  der    erste  rothe  Strahl  westlich,    uud 
zugleich  bekam  der  Lichtsauni  an  seiner  obern  Krümmvog  3  Ein- 
biefOiogC">  so    i^BSs  zugleich   der  ustliche  Theil  am  meisten  auf-  . 
ragte.     Der  Scheitel  dieses  Theiles  lag  ui» 

6"  61™  senkrecht  unter  £'  Ursae, 

Um  6»  1™  hildele  sich  im  Uchtsaume  senkrecht  unter  tj  Vraae 
eine  horizontale  dunkle  Spalte;  es  hatte  bald  den  Anschein,  al« 
Schübe  sich  der  helle  üstliche  Theil  des  Saumes  dber  den  iicbt- 
Bchwächern  westlichen  hin. 

Um  G"  13™  erschien  der  zweite  Strahl,  er  war  weiss  and  zog 
aber  t  u"d  V  Hraeonis;  um  6"  13"  der  dritte  von  vf  ürsae  bis  y 
Ursae  mitioris.  In  14  IVlinuten  hatte  ^ich  der  Bogen  in  2  über- 
einanderliegende conceütrische  Lichtsäume  gespalten;  dies  ist  das 
drittemal  dass  ich  die  merkwürdige  Erscheinung  sah,  von  jler  ich 
nie  eine  Beschreibung  gelesen  habe. 

Ich  merkte  nnn,  wie  beide  Säume  von  Osteo  her  gewisser- 
luaassen  erzeugt  wflrden,  oder  vielleicht  richtiger,  stets  neuen 
Zuwachs  an  leuchtender  Materie  erhielten,  und  allemal,  wenn  sich 
eine  neue  wellenfiirraige  Einhucht  gebildet  hatte,  merkwürdige 
Bewegungen  hatten,  so  das»  es  schien,  als  rilcke  der  üsiliche 
Theil  des  hrdiern  Saums  gegen  den  tiefern,  über  diesen  theilweis 
Rieh  hinschiebend.  Der  listliche  Fuss  des  grösseren  Saumes 
lehnte  sich  geßen  eine  Wolkenbank.  Nachdem  ich  die  Umwand- 
langen der  Lichtbogen,  das  Aufsteigen  matter,  in  der  Mitte  weiss« 
westlich  roth  gefärbter  Strahlen  noch  eine  Weile  beobachtet  hatte, 
ging  ich  in  das  magnetische  Observatorium;  es  war  6"  40™.  Bei 
dem  ersten  Blicke  durch  das  Fernrohr  des  Gaussiscben  Appa- 
rates sah  ich  den  Magneten  sehr  grosse  (lOCentim.)  OscilJationen 
heachreiben,  und  gleich  darauf  verliess  er  in  heftiger  Bewegunff 
das  Gesichtsfeld  gänzlich,  um  hernach  auf  der  andern  Seite  wieder 
zu  verschwinden.  Mit  Mühe  konnte  die  Bewegung  beruhigt  wer- 
den; ich  vermuthete  sogleich,  diise  das  Nordlicht  zugenommen 
haben  müsae.     Hinaustretend  ins  Freie,  sah  ich  den  ganzen  Nord- 
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himmel  im  glänzendsten  Roth  erglühen ;  ganz  westlicb,  im  Cygaui 
Aquilastanden  5,  20^  holie  bluthrolhe  Beitrage  Säulen,  imNnrdosten 
S  andere,  senitrechte.     Der  ganze  Raum  ztvisclien  den  emätinten 
westlichen  uud  üstlichen  Säulen  war  dampl^hnüch,  gescheckt,  und 
Btückneis    nie.  durch    glühende    Nebel   schimmerten    die  weissen 
Fragmente  des  Lichtsaumes  hindurch,    dessen  Scheitel  die  Hübe 
von   £  ürsae  (aber   nicht  dessen  Azimuth)    erreichte.     Die  Küthe 
selbst  reichte  bis  zum  Zeoitb.    Jetzt  behrte  ich  zum  magnetischen 
Apparate  zurück;    der  Magnet  war  nicht  zu  beruhigen;    erst  \ 
6"  47™  konnte  die  erste  rohe  Beobachtung  versucht  werden.    BüTJ 
fi"  59"  als   der   Magnet  wieder  das    Gesichtsfeld  verliess  (er  he?M 
schrieb  J6Centim.J   batle  sich  das  Nordlicht  nicht  besonders  Tet-*T 
ändert.  *)    Um  7"  S"',5  bilden  sich  zahlreiche  weisse  Strahlen ;  einn| 
von  ihnen  war  krumm. 

7»  15-  Nordlicht  pliltzllcb  sehr  sc 

7  25     Es  bildet  sich  ein  ganz  ne 

7  2U     Eine  schwache  Rüthe  tritt 

7  33     Westlieh  schwache  weisse   Streifen. 

7  35    Alles  verscbxunden,  kleines  Gewölk  im  NW. 

7  42,5  Die  Rüthe  zeigt  sich  wieder  im  Drachen. 

7  52     Viel   kleine    zerstreute     graue  W'ülkch< 


er  Lichtsaum, 
vieder  hervor. 


mit    seitlichem  I 


rotben  Schimmer. 

7  57    Wieder  eine  schwache  Rüthe  sichtbar. 

8  0     Die  Rüthe  verschwindet;  im  Norden  bleibt  nebst  den  klei- 

nen Wölkchen  eine  allgemeine  Helligkeit. 

Jetzt  war  das  eigentliche  Nordlicht  zu  Ende;  jedoc 
Erinnerung  an  Trübere  Beobachtungen  in  Holstein,  bei  denen  icttA 
mit  Verwunderung  das  Entslehen  buntgefarbter  Cirruswolhen  aniffl 
dem  Nordlichte  beobachtet  hatte,  beschluss  ich,  einen  Theil  deifj 
Nacht  den  weitern  Verlauf  der  Erscheinung  zu  verfolgen. 

Um  10"  stand  von  N.  bis  NO.  eine  S"— 4»  hohe  graue,  ohenT 
scharf  begränzte  Batik,    in  der  keine  Sterne  sichtbar  waren,  und  1 
deren    wolkenarlige    Natur   ausser    Zweifel    stand.      Bald    darauf  \ 
strahlte  unter  ürsa  streifenartig  wieder  ein  rotbes  Licht  aus, 
nun  begannen  die  wunderbaren  Cirrusbildungen ,  die  plützlich  am 
sternenhellen  Himmel  entstanden,    ohne  dass  man  sagen  konnte, 
vou  woher  sie  gezogen  kamen.     Ein  sturmähnlicher  Wind  ging  au 
SO.    Die  Cirri  zogen  von  S\V.— NO.  und  nahmen  mehr  und  t 


*)    Ve 
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in  drn  Jaltrtn  I. 

ülierharid.  Sie  schienen  eich  im  Zenith  xu  bilden.  Kurz  vor  11" 
eutslantl  im  NO.  ein  ({ampHurmiiies  (i(:bil(Ie,  welches  phnsphorisch 
leuchtend  abwechselnd  verschwand  und  wieder  erschien,  und 
seinen  Ort  nicht  veründerle.  Bald  war  ein  grosser  Theil  des 
itimniels  mit  federartigein  Stratum  überzogen,  der  im  Nordbori^eonte 
radial  auäüer,  und  im  Zenith  mit  damnienaitigen  Aesten  endete. 
Dieser  Stratus  verschwand  sehr  rasch,  und  unmittelbar  darauf 
nahm  zueebends  der  Cirrostratus  so  üijcrhand,  dass  bald  der 
ganze  Himmel  bedeckt  wurde.  Um  11^"  hatte  sich  das  Gewulk 
KU  Gumuluültirmigeii  Massen  ausgebildet,  die  aus  SW.  zngen.  Um 
Mitternacht  gewahrte  ich  einen  nordöstlich  aufsteigenden,  30" ge- 
neigten balkenfurmigen  Streifen,  buchst  intensiv  durch  die  Wolken 
und  deren  Lilcken  durchscheinend,  phosphorisch  griingelb,  der. 
Hübe  und  Azimuth  merklich  ändernd,  um  13"  wegen  zunehmender 
Trübung  (Ips  Himmels  verschwand.  Er  bewegte  sich  mit  den 
Sternen  gegen  die  Richtung  der  Curauli.  Jener  Streif  war  weder 
eine  Wolke,  noch  ein  gewiihnt icher  Nordlicbtstrafal;  er  gehurt  in 
die  Klasse  der  noch  unerklärten  sehr  seltenen  Erscheinungen, 
eben  so  wie  die  vom  3.  l)ec.  1845.  Temp.  um  8«5  Ab.  =+0",3  R. 
Der  folgende  Tag  (Dec.  18.)  sehr  heiter.  Temp.  um  9"  früh  —2» 
R.    Mittags  befand  sich  der  Magnet  noch  in  grosser  Unruhe. 


cemb< 


Eutin    ivard   das  Nordlicht  e 
r  gesuheii. 


17.,  la,  19.  und20.  De- 


December  20.  Als  sich  zwischen  5"  und  6"  Abends  gegen 
Norden  die  Cirruswnlken  zertheilten,  gewahrte  ich  alsbald  unge- 
achtet des  VollmondscbeineB  verschiedene  bleiche  Strahlen,  welche 
sich  rasch  von  O.  — W.  bewegten.  Um  6"  entstand  eine  recht 
intensive  ßüthe,  und  über  den  liefslehenden,  vom  Monde  beleuch- 
teten Wolken  im  Norden  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes.  Nach 
meiner  Beobachtung  Mittags,  und  der  des  Herrn  Prof.  v.  Riese 
Abends,  machte  der  Magnet  ausserordentliche  Schwingungen. 
Selbst  an  diesem  Morgen  vor  Sonnenaufgang  sah  Herr  v.  Riese 
noch  die  Küthe  des  Nordlichts. 


1848. 

Januar  28.  (Bonn.)  Bei  sehr  heiterrn  Himmel  sah  ich  nach 
Mitternacht,  als  der  abnehmende  Mond  bereits  aufgegangen  war, 
ein  ausgezeichnet  schönes  Nordlicht,  welches  indessen  dem  vom 
17.  Dec.  nicht  gleich  kam.  Schon  zwischen  6»  und  7»  Abends 
merkte  ich  die  Spuren  des  Polarlichts  zwischen  den  Dunslmassen 
im  Norden:  eine  allgemeine,  mitunter  schwach  gestreifte  Helligkeit 
erhielt  sich  fast  unverändert  bis  13".     Um  13«  36™  entwickelte  sich 
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icteichxeiti^  im  Taimis  und  in  der  Cassiopea  die  bekannte  Rütta 
Das  «rau«  Nebelsegment  im  Norden  uros|iannle  00**  im  Horizont, 
und  war  im  Sclieitel  ^eseii  il'*  hoch,  sehr  donlcel,  und  verlor  sidl 
nnch  oben  mit  einem  gräßlich  gelben,  sehr  verwaschenen  Licht 
sauiiie  in  den  Himmelsgrund,  fihnlich  der  Morgendämmerung.  JeW 
beciann  das  Sfrahlenwerfen.  Die  Lichtsäuleii  entstanden  auf  di 
Rande  der  stark  gezackten  dnnkten  Nebelbank:  aber  Dee.  17; 
setzten  sie  abn-ärts  durch  bis  aul  den  Horizont,  un4 
erschienen  im  Bezirke  des  Segmentes  wie  durch  einen 
Schi  ei  er  gesehen.  (Diese  Annierknng  findet  sich  nicht  in  meinoDi 
Maiiuscripte  über  das  Nordlicht  des  17.  Dec. ;  wohl  aber  in  den 
fiber  die  Erscheinung  des  28.  Januar  1848,  bei  welcher  ich  mick, 
dieser  seltenen  Beobachtung  vom  17.  Dec.  erinnert  haben  muaa.^. 
Unten  waren  die  Lichtsäulen  grünlich  weiH»,  sie  wurden  abw 
schün  roth,  wie  sie  bis  zur  Höhe  der  Sterne  im  Persens  und  i«l,\ 
der  Cassiopea  emporstiegen.  Die  weitverbreitete  GluthTarba  ti 
im  Maximo  25"  hoch,  im  Westen  und  NNW.  senkte  sie  sich 
zum  Horizonte  herab.  Die  sehr  häuÜgen  Strahlen  erreichten  ki 
2&<*  Höhe,  nur  ein  üstlicher  Strahl  stieg  bis  40".  In  der  gesai 
ten  Lichtmasse  war  nur  die  eine  Tendenz  der  Bewegung 
Wesleii  nach  Osten,  nicht  wie  ich  tvenigstens  es  immer  gl 
sehen  habe,  von  Osten  nach  Westen ;  selbst  der  Lichtsaum  hatte 
diese  Bewegung  mit  den  Strahlen  und  mit  dem  rothen  Geviülfc«, 
Um  14"  Überschritt  das  Ostende  des  Nordlichts  den  astronomischen 
Nordpunkt  des  Horizontes  mit  einem  höchst  prachtvollen  roth 
weissen  Lichtstreifen.  Um  14''  IS"  sah  ich  die  letzte  Rütbe  vi 
schwinden.     Der  Wind  stand  hertig  aus  Osten;  Temp.  — 5'>,2  R. 

Februar  *2L     Schon    am   Tage    verrieih    sich  das    NordlieU 
durch  starke  Schwingungen  des  IVIagneten.     Der  Himmel  warsehl 
bedeckt,  und  wo  auch  die  dichten  Wolken  fehlten,  zeigte  sich  < 
trdher   grauer   Dunst.     Um    7"   sah   man   nur   einzelne  der   bellfli 
Sterne,  Eiigleich  aber  den  ausserordentlichen  Gluthschein  desPfl'3 
larlichtes.     Im    Norden    waren    die    Wolken    cumulusartig,    gu 
dunkel,   und  aul'  dem  feuerTarbigen  Hintergrunde  scharf  hervrirgeii 
hoben.     Das  rothe  Licht  schien  zuweilen   das  GewSlk  nicht  blo« 
seitlich  zu    erleuchten    oder    durch   die  Dünste   in  den  Znischei 
räumen  durchzaschimniern,  sondern  das  Innere  aller  GewOlkmassen'fl 
vollständig  zu  durchdringen,  als  seien  diese  selbstleuchtend.     Ait'g 
tiefer  gegen  den  Horizont  ein  ßiss  in  den  Wolken  entstand, 
wahrte  ich  das  höchst  intensive  Grüngelb  des  Lichtsaumes. 
7"  'iO™  war    die  asimuthale  DimensiDn  des  Nurdticht«  gegen  IQ 
(a  Andromedae  ~  ii  Ursae);    li"'  früher  stieg  die   ßillhe  bis 
Abstand   vom   Zeiiilh  gegen  Norden.     Erst  um  7"  27"  diirchbrac 
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ein  herrlicher,  roth  uiiA  weisser  Strahl  daa  dichte  Ounstgcwött; 
er  blieb  lanpe  sichtbar,  erhob  sich  bis  50"  und  bewegte  sich  he- 
Btinimt  von  O.— W.  Kurz  vnr  8>  lag  das  Centrum  des  Polarlich- 
tes 10"  Nord  zu  Osl.  TemperatiTr  —-(■2",4  R.  Die  Intensität 
dieses  Nordtichles  irar  »o  groxs,  dass  ungeachtet  des  fast  völlig 
bedeckten  Himmels  die  benachbarten  (iebSade  wie  von  der  Mor- 
gendämmerung beleuchtet  erschienen  und  Aass  ich  grossen  Tilel- 
druck  lesen  konnte.  Am  IVIitlage  des  '22.  Februar  hatte  sich  der 
Magnet  bereits  beruhigt.  Auch  xu  Genf  hat  man  das  Nordlicht 
beobachtet. 


MSr: 


Die  ungewöhnliche  üeHiglitit  in 
:i  Nordlicht  vermutben. 


r  WolkflHspalte 


März  i9.  Ein  sehr  ausgebreitetes  Nordlicht  gewahrte  ich, 
wShrend  ich  in  dieser  Nacht  mit  der  Beobuchtung  einer  totalen 
MoqdGnsterniss  beschäftigt  nur.  Im  Norden  lag  (bei  sonst  nebli- 
IffiOt,  zum  Theil  halb  heiterem  Himmel)  eine  6°  hohe  schwarze  Wol- 
kenbank.  Um  8i  Uhr  cntirickelte  sich  ijelbrothesLicht  und  schwaches 
Strafalennerfen,  Ein  Strahl  wenigstens  hatte  eine  Bewegung  von 
W.  —  O.     Ich  habe  die  Erscheinung  nur  wenig  beoimcbtet. 

Octob«r  |y.  Ein  grosser  Nnrdlichtstrabl  war  ungeachtet  der 
dicken  Nebel  sichtbar.  Er  war  ■35''  hoch  niid  leuchtete  einif^ 
Minuten.     Bewegung  <*.  —  W. 

October  '22.  Ein  zwar  kleines,  aber  sehr  schOnes  Nordlicht, 
aaf  welches  ich  erst  durch  Argelander  aufmerksamgemacht wurde. 
Um  11"  sammelten  sich  im  NW.  lan^  graue  Nebelstreifen ,  die 
eine  sehr  dunkle  Wolkenbank  von  Q"  Höhe  bildeten.  Um  lli" 
leuchtete  plötzlich  daa  Roth  auf.  Dann  stiegen  aus  carminrothen 
Ltcbtmassen  sechs  weisse  SSuten  empor,  die,  sehr  schnell  er- 
U«cbend,  sich  von  O.  — W.  bewegten.  Ihre  Hnhe  ging  nicht  über 
US".  Das  Strahlen  werfen  war  bald  vorüber.  Ende  der  Erschei- 
nung gegen  Vi". 

October  23.  Abermals  bei  zum  grösslen  Theilesehr  heiterem 
Himmel  erschien  zu  Bonn  (und  zu  Aachen)  ein  schönesNord- 
licht,  welches  in  seiner  lajigen  Dauer  4  bis  5  Mal  seine  Intensitfit 
sehr  veränderte.  Gleich  am  Ende  der  Dämmerung  ward  es  sicht- 
bar. Zwischen  Nebelstreifen  (ganz  wie  O ct.  22.)  im  Norden,  die 
sich  mehr  und  mehr  zu  einer  schwarzen  Wolkenbank  zusammen- 
fegen, erschien  die  gelbliche  Helligkeit,  allmälig  sich  veratSrkend, 
Ua  am  8"  3'^'"  die  ersten  weissen  Strahlen  mit  rothen  Spitzen 
Hifisliegen.  Die  Bewegung  dieser  war  langsam  von  O.  ~  W,,  wenn- 
"       1  es  schien,  dass  ein  oder  zwei  M.il  das  Gegentheil  vorkam. 


»6 

Um  9"  %erwaiidelte  sich  die  gelbliclie  Helle  in  Carnainrotb 
alter  bald  in  das  frühere  Stadium  zurück.  Um  ll^"  strahlte  dsB 
Nordlicht  in  bedeutenden  Dimensionen  wieder  auf,  anfangs  mit 
vielem  Roth,  dann  grünlichireiss  und  gell>.  Um  15"  (3  Uhr  früh) 
war  Alles  erloschen.  Der  Himmel  bedeckte  sich  mit  NebeldCn^ 
sten.  Am  andern  Morgen  zeigte  der  zum  Theil  klare  Himmel 
Cirri.     Mittags  ganz  trübe. 


October24.     Um 
ken  im  Norden  vrieder 


11"  deutete  die  Helligkeit   : 
auf  das  Polarlicht. 


vischen  Wi 


October  25.     Fast  die  p;anze  Nacht  hindurch  i 
mel  merklich  erleuchtet. 


r  der  Norq 


Nachts  14"  sah  ich    i 
nach  es  Strahlen  werfen 


October  26.  Von  Abends 
Spuren  des  Nordlichts;  um  10"  £ 
Hercules. 

October  28.      An    diesem    Tage  Mittags  zeigten    sich  gao) 
auEsernrdentlirbe  Erscheinungen  an  den  Wolken  in  der  Nähe  dflt 
Sonne,    die  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  umständlich  zu  b» 
schreiben    für   nützlich   halte.     Abends  zivischen   H"  und   13"   li| 
wieder  eine    bedeutende  Helligkeit  im  Norden,    »eiche  sehr 
ihr  Azimuth  veränderte.     Es  kam  nicht  zum  Strablenwerfeu,  W' 
aber  ein  paar  Male  zum    schwachen  Erglühen,    zur  Entwickelt: 
der  Rüthe.     Nach  Mitternacht  lag  das  Cenlrum  des  Lrcbtas  Ni 
zu  Ost  um  V  und  |  Ursac. 

October  .'!0.  Sehr  brillante  Fragmente  des  Nordlichtes  glSn^ 
ten  in  Zwischenräumen  von  Wolken,  die  vor  13"  geregnet  hatteii 
das  orangefarbige  Licht  war  so  hell,  dass  ich  grosse  Schrift  dw> 
rio  lesen  konnte  und  dass  ich  im  Zimmer  die  Schalten  der  Fei 
stersprossen  sah.  Die  Erscheinung  musste  sehr  ausgedehnt  sei 
Dem  Anblicke  nach  lag  der  Sitz  des  Lichtes  bestimmt  über  d« 
Wolken.  Um  13»  war  das  Cenfrum  des  Lichtes  etwa  7"  Nord  i 
Ost,     Temp.  +  9",6  R. 

November  ly.     Der   bewülkte  Himmel    verhinderte  es,    d 
Einzelheileu  des  rothen,  gewiss  ansehnlichen  Nordlichtes  zu  beob^ 
achten.     Auch  in  Genf  war  es  sichtbar. 

November  21.     Zwischen  7"  und  11«  war  die  Helligkeit  d<9 
Nordlichts  ungeachtet   des  sehr  bedeckten   Himmels   deutlich  bot 
merkbar.     Gegen  II"  klärte  sich  die  Luft  von  Südei^  her,  und  allef' 
Gewölk  lagerte  sich  nördlich  in  Gestalt  einer  langen  dunkeln  Bi 
die  zu  dem  gelbrothen.  nicht  strahlen  werfenden  Scheine  des  Ni 
lichts  einen  sehr  auffallenden  Contrast  bildete.     Gegen  14"  nahai 
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die  lotensitül  so  zu,  dass  i 
Schatten  der  Fensters prossen 
NoveiiibeT2'2.  Afaermal» 


I   in    meiaem   Zimmer    deutlich   die 

!r kennen  konnte. 

iverkennhare  Spuren  des  Nord  lieh  Is. 


18i9. 


hrebraar  22.  (Botin.)    Während  eines  grossen  Unwetters  UDd 
mes  sah  man  an  vielen  Orten  der  Rfaeinprovinz  ein  helles  rolhes 
Nordlieht,  auch  bei  C!>ln  das  St.  Elmsfener.     Erst  um  11"  Abends 
I      bemerkte  ich   die   Gluthröthe  Im    INorden.     Februar  23-  und  '24. 
.      waren  Nachts  die  Zivischenräume  der  Wolken  iniNorden  sehr  erhellt. 


Februai 
iieit  so  hell  V 


•JA. 


Nach   12"    war  der  Himmel    hei    grosser  Klar- 
ne  Juninacbt  unter  dem  54sten  Crade  der  Breite. 


Februar  27.  Ein  schunes  Nordlicht,  dessen  Anfang  ich  nicht 
bemerkte,  sah  ich  erst  gegen  7*",  als  bereits  rnthe  Strahlen  sich 
AatA  das  Sternbild  des  Uracben  ausgebreitet  hatten.  Eine  g«* 
wühnlicbe,  7"~~ä°  hohe,  mehrfach  unterbrochene  Wolkenbaok  lag 
im  Aorden;  sie  verdeckte  das  Nebelsegment,  und  nur  in  einzelnen 
Stifcken  blickte  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes  hindurch.  Jene 
Wolkeabank  bildete  also  einen  sierrissenen  Vorhang,  hinter  wel- 
ch«m  das  Licht  emporstieg.  Die  Strahlea  waren  unteu  weiss, 
oben  rolh;  oüt  erschienen  acht  zugleich ,  oben  sich  in  die  allge- 
meine Rüthe  verlierend.  Gegen  H"  verschwand  Alles.  Die  <je- 
sammthewegung ,  namentlich  die  der  Strahle»,  ging  von  O.  — W. 
Di«  grüsste  Hübe  erreichte  um  7"  40"'  ein  rolher  Strahl,  der  bis 
ß  Cassiopeae  aufschoss. 

September  27.  Es  iteigen  sich  mitunter  Laflerscbeinunaen, 
die  den  Beobachter  in  Zweifel  darüber  lassen,  zu  ivelchcr  Klasse 
er  dieselben  zu  rechnen  habe.  Diese  Nacht  gab  dalur  Tol^endf^s 
Beispiel.  Zwischen  8"  und  11"  lag  von  SO.  bis  NW.  ein  matter 
Bogen  am  Himmel,  der  in  seinem  Scheitel  kaum  die  Elevatioa 
von  t  PerseY  erreichte  (84«).  Aartings  hatte  er  zwischen  ;[  und  o 
Ursae  die  gn'issle  Intensität,  nar  weissgeib  und  glich  ganz  einem 
von  dem  Monde  beleuchteten  Nebelstreifen.  In  seinen  faSchsten 
Tbeilen  uar  er  sehr  matt,  nahm  aber  gegen  SO.  im  Cetus  nnedflr 
aa  Helligkeit  zu.  Nebelstreifen  pllegen  nicht  3  Stunden  lang  nahe 
am  selben  Orte  zu  verharren,  uenn  sie  (fiir  den  Slaiidort  des 
Beobachters)  eine  hohe  Lage  um  Himmel  haben.  Aus  folgenden 
Zahlen  vrtrd  man  immer  noch  die  Neigung  Jenes  Streifens  gegen 
den  magnetischen  Meridian  berechnen  kennen,  indem  ich  fiir  be- 
Heblge  Punkte  die  geraden  .Aufsteigungen  =  AR.  und  die  Ueclina- 
ttone»  =D.   bestimmte. 


I 
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1  NordhoTizonI  und   lötti 


Der  Bogen  senkte  sich  s|iSter  gegen 
sich  in  Neb  eisfrei  Fe  n  auf. 

October  22.  Schon  um  6^"  sah  man  bei  Mondschein  dn 
Anfang  des  Polarlichtes  gerade  im  Norden;  eine  allgemeine  gdb^ 
Helligkeit  wechselte  mitunter  die  IntensitUt,  his  sich  um  74"  deat-  ' 
lieh  die  mit  dem  Lichtsaume  versehene  Nebelbank  ausbildete; 
einzelne  streifen  fürniige  Wolken  zoi^en  sich  von  Westen  her  gegen 
diesen  Punkt  zusammen.  Allee  Licht  bewegte  sich  von  O.— W. 
Nachdem  die  Luft  sich  einige  Male  getrübt  hatte,  kam  das  Nerd- 
licht  am  '^  plütülich  zu  vriller  Entivickelung.  Sehr  schnell  schea- 
sen  acht  bis  zehn  hohe  und  breite  Strahlen  aus  dem  stark  Toiti 
grünen  Lichte  erhellten  Theile  des  Horizonts  nul',  dessen  Region 
jetzt,  an  der  Stelle  des  Segmentes,  mit  einer  Menge  fasrigei 
Nebelkvolken  überzogen  war.  Die  Bewegung  der  Strahlen  war 
rasch  von  O. — W. ;  auch  erjoscbeti  sie  sehr  schnell;  im  UracliMl 
zogen  sie  durch  carminroth  gefärbten  Dunst.  Auch  das  gewübn- 
liehe  Gewölk  ward  (östlich)  einige  Minuten  lang  roth,  als  wenn 
das  hinter  und  höher  stehende  Nordlicht  die  ganze  Masse  der 
Walken  durchdrungen  und  durchscheinend  gemacht  hätte.  Um 
9"  20"  nahm  die  Erscheinung  ab,  doch  bemerkte  ich  schwache 
Spuren  noch  nach  Mitternacht.  Am  23.  Vormittags  war  der  Him- 
mel bedeckt. 

October  23.     Um    10»   verkündete  der  eelbrothe   Schein 
einer  Wolkenspalte  wieder  ein  Nordlicht. 

October  24.  Sehr  heiterer  Himmel,  nur  schwache  Spur« 
des  Nordlichts. 

November  3.     Sehr  schwache  Anzeichen  des  Nordlichts. 

November  19.  Allgemeine  Helligkeit  am  nördlichen  Him- 
mel zniscben  7"  und  VA";  einmal  schwache  Streifen.  Bewegung 
der  einzelnen  Theile  des  Nordlichtes  stets  i 
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1850. 


Jniii  13.  (Honn.)  In  dieser  Nacht  sah  ich  zum  ersten  Male 
ein  Nordlicht  im  Sommer.  Schon  vor  Mitternacht  üel  es  mir 
auf,  dass  der  nacblliche  ÜSrnnierun^sbogea  so  weit  gegen  Westen 
sich  ausdehnte.  Gm  12"  IS*",  als  das  Centrum  des  nämmerungs- 
bogens  schon  etnus  Nord  zu  0»t  liegen  nuisste,  stand  die  gri)s>»te 
Helligkeit  nicht  nur  im  NW.  (unter  Ursa  major),  sondern  es  stie- 
gen gane  deutliche  weisssuhimraernde  Strahlen  4U<*  hoch,  bis  zur 
Hübe  von  ß  Grsae  major  empor;  andere  erschienen  mehr  nürd- 
tich  von  der  Gegend  des  Auriga  her.  Unten  verloren  sich  die 
Streifen  in  der  Uämmerung,  aber  nach  oben  naren  sie  en  deut- 
lich, dass  ich  leicht  ihre  von  O. —  W,  gerichtete  Bewegung  erbannte. 

September  13.  (Hamljurg.)  Um  Si"  bemerkte  ich  über 
einer  gewühnlicbcn  Wolkenbank  im  Norden  ein  schwaches  rothes 
Polarlicht;    Strahlen  erschienen  nicht. 

October  I.  (Hamburg.)  Grosses  Nordlicht,  von  mtr  nicht 
beobachtet. 

October  2.  (Hamburg.)  Gegen  Tl"  sah  ich  im  NW.  ein 
sehr  sch'ines  und  bedeutendes  Nordlicht.  Ueber  dem  grossen, 
sehr  ausgedehnten  Lichtsaume  st.'inden  gelbe  und  grünliche  Licht- 
säulen, die  sieb  bis  zur  scheinbaren  Hübe  von  x  und  l  Draconis 
erhoben.  Westlich  halte  sich  carminrotfaes  Licht  genissermassen 
schichten  VT  eise  abgelagert.  Die  Bewegung  der  Nördlich  tmaterie 
war  von  O.  — W.  gerichtet.  Ich  ivar  verhindert,  eine  genaue  und 
anhaltende  Beobachtung  anzustellen.  Zwischen  II  und  Vif  ent- 
wickelte sich  das  Phänomen  zum  zweiten  Male  sehr  prachtvoll. 
Der  Morgen  darauf  war  trübe  und  neblicbt. 

October  3.  (Hamburg.)  Durch  Wolkenspalten  schien  nie- 
der die  Helligkeit  des  Nordlichtes. 

1831. 

Februar  2.  (Bonn.)  Abends  sind  stundenlang  die  Spuren 
des  Nordlichts  erkennbar  in  weissgelblichen  scblecbtbegcänzten 
Nebelmassen,  die  zuweilen  bogenförmige  Gestalten  annahmen. 
Deberhaupt  war  der  Himmel  liei  ulier  Klarheit  merkwürdig  erhellt. 

October  2.  (Bonn.)  Nach  10"  beobachtete  ich  ein  rothes 
Nordlicht  mit  schönen  rothen  Strahlen,  bei  dem  das  Nebelseg- 
Rient  und  der  Saum  fehlte. 

October  IS.  (Bonn.)  Zwischen  8"  und  9>  ein  strahlenwer' 
fendes  Nordlicht. 
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1852. 

Jaouar  19.  (Bodo.)  Vor  IVlitternacht  ein  schivacbe«  strah- 
leoloses  Nordlicht. 

Februar  19.  (Bonn.)  Von  %^  bis  15<*  leuchtete  ein  ausser- 
ordentliches Nordlicht^  welches  in  Hinsicht  seiner  Pracht  und  des 
Reich^hums  seiner  beweglichen  Gestalten  von  keinem  der  früher 
beobachteten  übertroffen  wurde.  Leider  war  ich  verhindert,  der 
grossen  Erscheinung  meine  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Auch 
zo  Eutin  in  Molstein  hat  man  das  Nordlicht  gesehen. 

März  26.  (Bonn.)  Zwischen  7«  und  8«  ein  rothes  Nordlicht 
ohne  Strahlen. 


Z    n    0    a    t    s. 

Magnetische  Beobachtungen  während  des  Nordlichtes. 

Durch  die  Gefälligkeit  des  Herrn  Professor  von  Riese,  der 
mit  unermüdlicher  Ausdauer  viele  Jahre  lang  die  magnetischen 
Beobachtungen  zu  Bonn  geleitet  hat,  bin  ich  in  den  Stand  gesetzt 
worden,  jetzt  noch  nachträglich  die  während  des  grossen  Nord- 
lichtes am  17.  December  1847  gemachten  Beobachtungen  berech- 
nen zu  können.  Um  die  Bewegungen  des  Magneten,  also  die 
Grosse  seiner  Schwingungen  deutlich  zu  machen,  theile  ich  hier 
6  Sätze  mit,  welche  jedesmal  von  12  zu  12  Zeitsecundeo  die 
westliche  magnetische  Declination  zu  Bonn  angeben.  Die  beige- 
setzten Zeiten  sind  noch  um  55«  zu  verkleinern,  um  mittlere  Zeit 
zu  haben.  Wegen  der  grossen  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
konnte  von  einer  scharfen  Ablesung  nicht  die  Rede  sein;  Ich  be- 
ruhigte den  Magneten  nur  dann,  wenn  er  das  Gesichtsfeld  ver- 
lassen  wollte. 

um  e«  47"»  0'  Decl.  =  18«  49'    26"     Um  7«  9"»  0»  Decl.  =  I8041'40" 


47  12 

=  18 

54 

44 

9  12 

=18  54  33 

47  24 

=  19 

3 

32 

9  24 

=  18  52  39 

47  36 

=  19 

1 

45 

9  36 

=  18  42  2 

47  48 

=  18 

47 

55 

9  48 

=18  45  4 

48  0 

=  18 

51 

42 

10  0 

=18  56  38 

48  12 

=  19 

5 

20 

10  12 

-18  54  34 

in  den  Jahren  1840  M  18S2.  IUI 

Dm  (W55«>  0«  Oecl.  =18«  42'     2^    Um  7«  16«»0*  Decl.  =19o  2'  W 


55  12 

=  18 

36 

51 

16  12 

= 18  51  31 

55  24 

=  18 

36 

10 

16  24 

=18  48  29 

55  36 

=18 

41 

17 

16  36 

=18  57  46 

56  48 

=  18 

41 

17 

16  48 

=  19  0  18 

56  0 

=  18 

34 

28 

17  0 

=  1&60  57 

56  12 

=18 

33 

43 

17  12 

=  18  48  29 

4  0 

=  19 

7 

48 

7  21  0 

=  18  50  11 

4  12 

--18 

59 

51 

21  12 

=18  47  9 

4  24 

=  19 

5 

32 

21  24 

=18  54  44 

4  36 

=  19 

12 

44 

21  36 

=  18  56  57 

448 

=19 

5 

9 

21  48 

=  18  50  35 

5  0 

=18 

»5 

29 

22  0 

=18  47  43 

5  12 

=  19 

7 

22 

22  12 

=  18  55  37 

Die  15  Beobachtungssätze,  in  denen  ich  nach  der  gewubn- 
lichen  Methode  von  12  zu  12  Secunden  den  Stand  des  Magneten 
notirte,  hat  Herr  Professor  von  Riese  berechnet  und  daraus 
folgende  mittlere  Declinationen  während  des  Nordlichtes 
gefunden.    Sie  gelten  für  die  schon  corrigirte  mittlere  Zeit  zu  Bonn. 

Um  6"  46»«  4P    Decl.  =18057'  10" 

6  54    41  ,.,        18  38  27  Der  Magnet  geht  unter  18<)  28';  um 

diese  Zeit  vermuthlich  eine  Cor- 
ruscation. 

19    5    6 

18  41  57  Es  bilden  sich  an  vielen  Stellen 
neue  weisse  Strahlen. 

18  53  48  Nordlicht  plötzlich  sehr  schwach. 

18  52  42 

18  51  48  Es  bildet  sich  ein  neuer  Lichtsaum. 

18  47  10  Eine  neue  schwache  Ruthe. 

18  49  45  Westl.  schwache  weisse  Streifen. 

18  49  20  Alles  verschwunden,  schwaches 
Gewulk  im  NW. 

18  39  56  }  ^        _^  -     .      _      . 

i  Neue  Rothe  im  Drachen. 

18  46  38  j 

18  56  32  Viel  serstreutes  Gewulk  im  r5lh- 
licben  Lichte. 


7  3 

41 

7  8 

41 

7  15 

41 

7  20 

41 

7  25 

41 

7  29 

41 

7  33 

41 

7  35 

41 

7  40 

41 

7  44 

41 

7  53 

41 

$f 
9t 
>f 
99 
99 

9» 
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Um  7«58«4I«    Decl.  =18050' 26"  Noch  eine  schwache  Röthe  i»t 

übrig. 

S     1    41  ,,        18  51  59    Man  bemerkt  nur  noch  eine  all- 

gemeine Helligkeit  im  N. 

Während  dieser  Zeit  (sofern  der  Magnet  das  Gesichtsfeld  nicht 
verlieas)  waren  die  grossten  Elongationen :    um  6»  58"  =  19®  37', 

„7  7  =18  28. 
Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  stärksten  Schwingungen 
nahe  2^  erreicht  haben. 

Auch  in  den  folgenden  Tagen  zeigen  die  Beobachtungen  des 
Herrn  Professor  von  Riese  noch  bedeutende  Bewegungen  des 
Magneten^  z.  B. : 

December  17.    19»  48«,5    Decl.  =18o  53',4 


19 

59,9 

18 

54,8 

20 

9,9 

18 

55,2 

December  18. 

0 

48,0 

voo  190  22'  bia  IH»  48' 

0 

54,5 

19 

2.6 

U 

59,9 

19 

1.5 

■ 

1 

17,5 

19 

4,6 

2 

35,1 

18 

52,2 

2 

39.1 

18 

48,6 

December  19. 

19 

59,5 

18 

53,2 

0 

51,3 

19 

12,3 

1 

10,5 

19 

12,3 

2 

41.0 

19 

15.2 

19 

59,7 

19 

13,0 

20 

9,7 

19 

15,2 

Am  Morgen  des  20.  December,  als  sich  zur  Zeit  der  Dämme« 
rung  noch  der  rothe  Schein  des  Nordlichts  gezeigt  hatte,  seh  wankte 
der  Magnet  zwischen  19»  18'  und  18^  21'.  Gegen  3  Uhr  Nach- 
mittags (2»  52'",8)  wuchs  die  Declination  bis  19^  37',7.  Nach  der 
Bemerkung  des  Herrn  von  Riese  fällt  das  Maximum  an  diesem 
Nachmittage  sehr  nahe  mit  dem  von  Colla  in  Parma  beobach- 
teten zusammen.     (I'lnstitut,  1848.  Nr.  733.  p.  28.) 
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1846.    November. 

Die  magnetischen  Beobachtungen  des  Herrn  Professor  von 
Riese  ergeben  folgende  Zahlen  für  mittlere  Bonner  Zeit: 

Nov.  13,  8»Morg.  =19013' 24"  1 « Nachm.  1 9^20'   Z" 
„    17.         „         19  13  34  „        19  21    2    Ab.6-9«Nordl. 

„    21.         „         19  19    0  „        19  17  Ä 

„    22.         „         19  11  39  „        19  18  58    Morg.  3»  Nordl. 

Dec.ll.         ,,         19  13  27  ,,        19  16  10 

Die  mittleren  täglichen  Variationen  der  Deciiuation  in  den  ein- 
zelnen Dekaden  zwischen  Nov.  2.  und  Dec.  11.  sind  nach  einer 
handschriftlichen  Mittheilong  des  Herrn  von  Riese  folgende: 

Nov.  2.— Nov.  IJ.  =6'44^6. 

„    12.-    „    21.  =4    3,Ö. 

„    21.—  Dec.  l.  =6    0,0. 
Dec.  2.—    „    11.  =2  20,2. 

1850.    Juni  13. 

Herr  Professor  von  Riese  findet  nach  einer  beiläufigen  Be- 
rechnung seiner  Beobachtungen  folgende  tägliche  Variation  zwischen 
der  Declination  Morgens  8  Uhr  und  Mittags  1  Uhr: 

Juni  13.  =16'  19", 
„     14.  =14   47  . 


}()4  VebHHgtttvfyahefi  für  ScAiiier. 


VI. 

Uebungsaufgaben  für  Schiller. 


Von    (leiii    Herausgeber. 

Wwn  Q4,.  OB,  OC  (Taf.  I.  Fig.  8.)  die  geometrUchcÄ  Dar- 
atelliiDgc^p  dreier  sich  irn  Gleichgewichte  beÜDdender  Kräfte  «ind» 
und  maq  zieht  die  Lioiep  AB,  BC,  CA,  so  ist  der  Punkt  O, 
ao  welchem  die  drei  in  Rede  stehenden  Kräfte  wirken,  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC. 


Wenn  OA,  OB,  OC,  OD  (Taf.  I.  Fig.  9.)  die  geometrischen 
Darstellungen  von  vier  an  dem  Punkte  O  wirkenden,  sich  im 
Gleichgewichte  befindenden  Kräften  sind,  und  man  zieht  die  Linien 
AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD,  so  ist  O  der  Schwerpunkt  der 
Pyramide  AB  CD, 


Wenn  D  (Taf.  I.  Fig.  10.)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Seite 
BC  des  Dreiecks  ABC  ist.  und  von  demselben  nach  der,  der 
Seite  BC  gegenüberstehenden  Spitze  A  des  Dreiecks  die  Linie 
AD  gezogen  wird,    so  ist  immer: 

AB*.CD  +  AC^.BD=zAD^.BC+BD.CD.Ba 


MiMCiiien. 


lOB 


mw. 


Miscellen. 


Vun    4ein    Heraua^eber. 

Wenn  n  die  Anzahl  der  Grössen   a,  b,  c,  d,  e,....   ist,    •• 
ist  offenbar: 

+  (c— d)*  +  (c-6)«  +  .... 
+  (d~e)2  +  .... 

U.   8.   TT. 

=  (w  - 1)  (a«+Ä«+c« +<f»  +  «•+  . . . .) 

—  2 1  flft  +  ac  +  ad  +  ae  +  . . . . 

+  bc  +  bd  +  öe+  .... 

+  crf  +  ce  +  . . . . 

-  +  de  +  • . . . 

a.  s.  w. 
also  Immer 

(fi  — l)(a«+Ä«+c»+d«+e«+.  •.>^2{a6+iic+ad+a6+... 

Q.   8.    W 

man  das  ehere  oder  nntare  Zeichen  in  nehmen  hat,  jenack- 
dtn   GrtoMn  a,  ^,  e,  d,  e, ....    almmtlich    onter   einander 


den» 


gleich   Oller  nicht  sämmtitch    unter  einander   gl«ich    sind.     Es   iitj 
also  z.  B.  immer 


a'  +  6«  +  c«^o6  +  rtfc-  +  &c, 

du  obere  oder  uatere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  dN 
Grössen  a,  b,  c  einander  gleich  oder  nicht  sämmtlich  einaDdet 
gleich  sind. 


Der  TOD  Enclides  filr  den  Hauptsatz  dei  Stereomel 
„da.tfi  eine  gerade  Linie,  welche  auf  zwei  si 
denden  geraden  Linien  in  einer  Ebene  in  dem  Durch- 
scbnittspunkte  dieser  Linien  senkrecht  steht,  aof 
der  ganzen  Ebene  senkrecht  steht"  gegebene  und  in  die 
meisten  Lehrbücher  der  Stereometrie  übergegangene  Beweis,  hat, 
obgleich  er  aiil'  ganz  einfachen  GrQnden  beruhet,  für  AnlUnger 
doch  immer  einige  Schwierigkeit,  und  auch  ein  anderer,  auf  den 
pythagoräiachen  Lehrsatz  gegründeter  Beweis  igt  von  diesem  Vor- 
wurfe nicht  frei.  Am  Besten  scheint  es  daher,  bei  dem  stereo- 
metrischen  Elementarunterrichte  den  Beweis  auf  folgende  Art 
darzustellen,  wodurch  die  Sache  Hehr  einfach  erledigt  wird. 

Zuerst  schicke  man  den  folgenden,  sich  eigentlich  ganz 
selbst  verstehenden  und  aus  einer  blossen  Anschauung  sich 
mittelbar  ergebenden  Satz  voraus: 

Wenn  ABC  und  A'B'C  in  Taf.I.Fig.lL  zwei  c 
gruente  Dreiecke  »nd  in  denselben  die  durch  gleie: 
Buchstaben  bezeichneten  Winkel  einander  gleich  sindT 
so  sind,  wenn  man  von  den  Spitzen  zweier  gleichen 
Winkel  aus,  etwa  von  A  und  A'  aus,  auf  zwei  gleichen 
Seiten,  etwa  anf  AB  und  A'B',  zwei  gleiche  Stücke  AD 
und  AD'  abschneidet,  und  die  Linien  CD  und  CD' 
zieht,  jederzeit  auch  die  beiden  Dreiecke  ACD  und 
A'C'D"    einander    congruent,    also    CD=C'D'. 

Es  fällt  nämlich  aufder  Stelle  in  die  Augea,  dassin  den  Dreiecken 
ACD  und  A'C'D'  zwei  Seilen  und  die  eingeschlossenen  Winbetj 
gleich,  diese  Dreiecke  folglich  congruent  sind,  also  CD^C'D'  tat, 

Wenn  nnn  in  Taf.  I.  Klg.  1^.    die  Linie  AB  auf  den  beiden  inj 
A  sich  schneidenden   Linien    CC    und    />/>'   in    der  Ebene  Ml 
senkrecht  steht,  so  lässl  i^ich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen. 


m 


Rmich  auf  jeder  anderen,  durch  A  in  der  Ebene  My  gezoge- 
1  Linie  ££',  also  auf  der  Ebene  9§y  tsenkreubl  steht. 
Man  nehme  in  den  Linien  CC  und  DD"  zwei  Punkle  C  und 
D  heliebiiT,  aber  so  an,  dass  die  dieselben  verbindende  Linie 
CD  die  Linie  EE'  in  einem  genissen  Punkte  E  schneidet,  ver- 
längere AB  über  A  hinaus,  mache  AB' =  AB,  und  verbinde  B 
mit  den  Punkten  C,  />,  E,  so  nie  B  mit  denselben  Punkten 
durch  gerade  Linien.  Nach  der  Voraussetzung  und  Construcliott 
sind  in  den  Dreiecken  ABC  und  AB'C  znei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene \Vinl(ei  .bleich,  also  diese  Dreiecke  congruent;  ganz 
eben  so  sind  die  Dreiecke  ABD  und  AB'D  congruent;  also  ist 
BC^B'C  and  BO=B'D,  woraus  sich  ergiebt.  dass  in  den  zwei 
Dreiecken  BCD  und  ß'CD  alle  drei  Seiten  gleich,  diese  Drei- 
ecke also  congruent  sind;  daher  ist  nach  dem  obigen  Lehrsatze 
SE=BE,  und  in  den  Dreiecken  ABE  und  ÄßE  einA  rolglicb 
auch  alle  drei  Seiten  gleich,  diese  Dreiecke  also  congruent,  folg- 
lieh  die  Winkel  BAE  und  B'AE  einander  gleich,  noraus  sieb 
ergieht,  dass  AB  auf  EE' ,  und  oben  so  auf  Jeder  anderen  durch 
A  in  der  Ebene  MJS  gezogenen  geraden  Linie,  folglich  auf  der 
£bene  ,1/iV  senkrecht  steht,  w.z.  b.w. 


I       CDene 

P 

■        wo    IT 


uan  di«^  Rei 


poMÜive  gan/.e  Zahl,  di<i  Reihe  also  eine  endliche, 
jederzeit  irgend  einmal  abbrechende  Reihe  ist,  mit  ^-|-1  multi- 
plicirt,   HO  ist  das  Product: 


'Hau  ist  aber  nach  dei 
Exponenten 

(l_|)xt  1=0=1 


binomischen  Lehrsatze  filr  positive  gaiiSe 
^M      (i  +  l)*  _  (;tH)j(J:-l) 


1  1.2      "*"         1.2.3  ' 

and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden; 


108  MisceUen. 

1   f  .1   3?(ar— 1)      1   jr(jr— l)(jr— 2)  , 1_ 

*""21+3'     1.2    ~4^       1.2.3         "^ x+V 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

^  _         I  ar(ar-l)  ^  l   x(*-l) 0^1:2) 

^'-^—2        1.2      +ä'  1.2.3         ^ 

aieo 

Ä.^.1— (df+l)-.2~J72""  "^3*™     1.2.3  •••" 

flo  ist,   weil 

0?  +  1  =0?  +  !, 

1.2      -      1.2      '^^' 

(jg  +  l)j:(ar—l)  _  jr(a:— l)(jr--2)      £(5-- 1) 
J.2.3         —  1.2.3         +      1.2     ' 

(ar+I)ar(g~l)(3r--2)      ar(;r— l)(a— 2)(jr— 3)     ar(ar— l)(a?--2) 
1.2.3.4  "^  1.2.3.4  +  1.2.3 

U.      8.      W. 

ist: 

^  ^         1  £(£-1)  .  1   £(£-l)(a:-2) 

1   a?      1   a:(a:— 1) 
"•"'*"■  2T +3  "TT?         ••  '' 

folglich  nach  dem   Vorhergehenden: 

Nach  dieser  Relation  ist  also: 

^2  =  Äi  +  2 » 

*4=  'S« +4' 
u.  s.  w. 

7 
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folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  zu  einaorfer  addirt  uiid  auf- 
hebt, was  sich  aufheben  läset« . 

^x^=Sy  +2  +  5+4+ ••••+^* 

also,    weil  nach   dem  Obigen  offenbar  iS|=:l  ist: 

c   -^^^ . * .1  1 

-^'-i +  2  +  3 ■*'4  "*■"••  +i 

oder 

1111  1 

J+2+S+4+ • •+^ 

_         1   x{x—\)  .  1  ar(j:-J)(jr~2)      1   jr(jr— l)(jr— 2)(jr---3) 
— ^"^2 r72"  +  3'         1.2.3         ""4*  1.2.3.4  +  • 


Dass  dies  keine  Sumniation  der  endlichen  harmonischen  Reihe 


1111  1 

X 


\'     2'     3'     V''* 


ist,  sondern  nur  als  eine  Transformation  derselben  betrachtet 
werden  darf,  versteht  sich  von  selbst,  weil  beide  vorstehende 
Reihen  immer  eine  gleiche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten. 

Obige  Transformation  der  harmonischen  Reihe  führt  Johann 

Bernoulli  ohne  Beweis,  den  ich  hier  hinzugefügt  habe,  in  einem 

Briefe  an  Leibniz*)  an,  und  sagt  freilich:     „Item,  si  progressio 

1111 
harmonica  |+ö+3  +  i  +  ®*^'  continuetur,  ut  numerus  terminorum 

X  m  X    -^    \  fl?.^—""l       X  '2 

sit  X,  erit  summa  progressionis  =x 1   ,>  ^    +  ~~T~2~3~T"~ 

x»X' — \.x  —  2.a; — 3 
r2"3^T~4 etc.",  RIgt  aber  auch,  woraus  erhellet,  dass 

er  dies  nicht  als  eine  Summation  der  harmonischen  Reihe  im 
eigentlichen  Sinne  betrachtet  wissen  will,  sogleich  hinzu:  „Hino 
tarnen  nondum  perspicio,  quomodo  summa  progressionis  harmo- 
nicae  finitae  ezpedite  per  compendium  exhiberi  possit,  uti  exhi« 


*)  AI.  ••  Leibnisena    mathematische  Schriften,   heraoe- 
(«geben  von  C.  J.  Gerhardt.    Band  III.    Halle  1865.    S.  160. 


lientnr  suininae  pmgrpAKinnnm  ligiiratarum,  vel  etiain  arithmelit: 
et  geometricae :    si   quem   noveris   moduni    (iro  hoc,    mecum  hamf  \ 
gravatin)  conimunicaliis. "  U. 


■   Eiiilieil  sich   näherndes    i 


rOir^telligea 


Mein  verehrter  Freund,  Herr  Director  Nizze  an  dem  treff- 
lichen Gymnasium  in  Stralsund,  hat  mir,  mit  Rücksicht  auf 
meine  AbhanHInng  über  die  elementare  Quadratur  der 
Hyperbel  (in  Tbl.  XXV.  Nr.  V.  S.  8-2.)  und  das  dort  S.  92.  ge- 
rechnete  Beispiel,    eine  numerische   Berechi 

^'-  m, 

wlogoi 

Logarithmen  zugesandt.  Indem  ich  Herrn  Dlrecti 
diese  Mittheilung  verbindlichst  danke  und  dieselbe  den  geehrten 
Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  uiUbeile,  schicke  ich  dersel- 
ben in  Bezug  auf  das  von  mir  auf  S.  1)2.  gerechnete  Beispiel  die 
rolgeoden  Bemerkungen  voraus.  Das  Beispiel  auf  S.  92.  rechnete 
mliche  Zeit  nach  Vollendung  meiner  Abhandlung, 
,   keinen  besnnderen  Werth  darauf  legend,  bloss  in  einer 

en  Ausdrucken,  die  in  meiner  Abhandlung  vor- 

i  dem  Ausdrucke 


i 


ich  eiue  x 
fugte 
Note  bei. 
kommen,    : 


-I 


auf  S.  87.,  den  ich  nach  Willkühr  herausgreife,  der  natürlich  nichlj 
negativ  sein  kann,    geht  hervor,   dass  ca,    geometrisch  genonH 
men,    nicht  kleiner   nis  di« 
arithmetisch  genommen 


eit  sein    kann.      Wenn  «s   aber, 
i  auf  die  Gränze  ankommt,    def 


a\oi 


sich  nähert, 


ich  der  Einheit  nähert,    kann,    da 


I 


diese  Gränze  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat  und 
von  einer  Unterbrechung  der  Stetigkeit  für  co  =  I  nicht  die  Rede 
sein  kann,  kein  Zweifel  sein,  dass  bei  der  nähern ngs weisen  Be- 
rechnung dieser  Gränze  auch  w  <  1  angenommen  werden  kann. 
Als  ich  diese  Gränze  zu  berechnen  verbuchte,  nahm  ich  allerdinge 
u^  1  an,  fand  aber,  dasN  die  Rechnung  bei  der  Anviendung 
bloss  siebenstelliger  Logarithmen  nicht  recht  von  Statten  gehen 
wollte,  und  nahm  deshalb  oi  <l  an,  wndurch  ich  freilich  bei  übt 
oberflächlicher  Berechnung,  die  ich  hier  nur  bezweckte,  anch 
nur  eine  sehr  schwache  Annäherung  an  die  Gränze  erhielt, 
auch  a.  a.  0.  bemerkt  ist.  Um  ho  lehrreicher  ist  es  mir  gewesen,  ] 
dass  Herr  Director  Nizze  bei  Anwendung  zwOlfstelliger  Logarith- 1 
men,  indem  er  a*>l  annahm,   eine  ziemlich  schnelle  Annäherung  I 
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ao  die  Grioze  erlangt  hat    Ich  lasse  nun  die  mir  vou  Herm  Di- 
rector  Nizze  mitgetheilte  Rechnung  folgen.  6. 

«*  — 1 
Berechnung  von  Lim— | fflr    ein    der    Einheit    sich 

Q>  log  CO 

näherndes  co,  mit  Bezug  auf  die  Abhandlung  in  ThI.  XXV. 
Nr.  V.    über   die  elementare   Quadratur   der  Hyperbel. 

Von  Herrn  Directur  Kizze  ani  Gymnasium  xii  Stralannd. 


1)    ©  =  1,1        »«=1,21        ©2-1=0,21 

4 

log  ©=0,041392685158 
«9  log  ©  =  0,045531 9536738 


«•  - 1   2100000000000 


►log©""  455319536738 
1821278146952 
2787218530480 
2731917220428 
553013100520 
455319536738 
976935637820 
910639073476 
662965643440 
455319536738 
'  2076461067020 


=  4,61214 .. 


41392685158 
41392685158 
455319536738 


2)    ©  =  1,01       ©«=1,0201        ©«-1=0,0201 

log  ©=0,004321 373783 
CO  log  ©  =  0,00436458752083 


m«— 1 
©log© 


2010000000000  _ 
436458752083  ~"  *'"^^  • 
1745833008332 


2641669916680 
2618752512498 
2291740418200 
2182293760415 
1094466577850 
872917504166 
2214490736840 
2182293760415 
32196976425 


4321373783 
4321373783 
436458752083 
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3)  •=  1,001   fD^zsl^OOSOOl   «•-- 1=^0,002001 
log  CO  =  0,000434077479  434077479 


CO  loe  CO  =0,00043451 1556479  434077479 

434511556479 
ö,t--.l   2001000000000  _  ^  ,^,^nn 
;;n5^""  434511556479  "-**^*'"^'- 
1738046225916 
'  2629537740840 
2607069338874 


2246840196600 
2172557782395 

742824142050 
434511556479 
3083125855710 
3041580895353 
415449603570 

4)  CO  =  1,0001   0)2=1,00020001   ««-1=0,00020001 

log  CO  =  Iog73+logl37-4=0,000ü43427276  43427276 

CO  log  CO  =0,0000434316187276  43427276 

434316187276 

fl,« — 1       2000100000000  __  .  fiivii  709 
^il^  ="   434316187276  -  ^''^^^"^ 
1737264749104 


2628352508960 
2605897123656 


2245538530400 
2171580936380 
739575940200 
434316187276^ 
3052587529240 
3040213310932 
123742083080 


In  seinen  sehr  verdienstlichen  (Jntersochnngen  über  die  Ge- 
stalt der  Erde  theilt  Professor  von  Paacker  in  Mitau  die 
beiden  folgenden  eleganten  allgemeinen  Constnictionen  des  Kräm- 
mungskreises  der  Kegelschnitte  mit,  für  welche  einen  analytischen 
Heweis  aufzusuchen  vielleicht  manchem  Lfeser  des  Archivs  Ver- 
gntigen  machen  wird.  Die  von  Paueker  a.  a«  0.  gegebenen  Be- 
weise sind  synthetisch: 
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1  Punkt  des  Ke^'elschDittf  »ei  p  (die  Figur  »ird  sich 
"^eder  leicht  selbst  entHert'en  kOnnen).  Dessen  Berülirende, 
Ordinate  und  Normallinie  treffen  die  Axe  in  h,  r,  k;  die  Ordi- 
nate pc  trifft  die  in  h  zur  Berührenden' gezogene  senkrechte  Linie 
in  r:  die  vom  Hitfel|nirikle  m  gezogene  Linie  mr  trifft  die  Nor- 
niallinie  pk  in  n,  so  ist  n  die  Mitte  des  Krümniungskreises. 


11.     Aus  dem  Normalpiinkte  k 
parallele  Linie  gezogen,  nelchc  dt 
f  wird  eine  zum  Radius  veclt 
die  Normallinie  pic  in  n  trifft, 
kreises. 


ird  «ine  der  Berührenden  pk 
len  R;idiüS  vector  in  t  trifft.  Aus 
'nkrecble  Linie  gezo£;en,  «reiche 
ist  n  die  Mitte  des  Kn'inimiings- 


Bemerki 


"S 


Gbc 


«phä 


Man  weiss ,  dass  die  analytische  (leometrie ,  wenn  sie  von 
dem  Winkel  zweier  Linien  im  Räume  spricht,  im  AllgemeiDen 
keinen  Unterschied  macht,  ob  die  Linien  sich  wirklich  schneiden 
oder  nicht.  Ich  bin  schon  längst  der  Meinung  gewesen,  dass 
man  von  dieser  verallgemeinerten  AulTassung  des  Winkels  zweier 
geraden  ^jinien  im  Räume  weiteren  Gebrauch  in  der  Geometrie 
überhaupt  machen  sollte,  was  zu  manchen  interessanten  geome- 
trischen Beziehungen  Tühren  und  jungen  Mathematikern  Stoff  ?.» 
verschiedenen  zweckmässigen  Uebungen  geben  kann.  Hierzu  einen 
varl&uägen  nur  kleinen  Beitrag  zu  liefern,  ist  der  Zweck  der  fol- 
genden Bemerkungen. 

Auf  der  Olierßäche  einer  aus  dem  Mittelpunkte  O  beschrie- 
benen Kugel  liege  ein  sphSrisches  Dreieck  ABC,  dessen  Winkel 
und  respective  Gegenseiten  wie  gewuhnlich  durch  A,  B,  C  und 
a,  b,  e  bezeichnet  werden.  Zieht  man  nun  die  Kugelhalbroesser 
OA,  OB,  OC,  und  die  Sehnen  BC,  CA,  AB  der  Kugel.  s.> 
kann  man  nach  den  Winkeln  fragen,  welche  die  Linien  OA  und 
BC,  OB  und  CA,  OC  und  AB  mit  einander  einsrhliesseti,  in- 
dem man  versucht,  diese  Winkel  durch  die  das  sphärische  Drei- 
eck bestimmenden  Elemente  auszudrücken.  Die  betreffenden  Re- 
lationen will  ich  jetzt  mit  Hülfe  der  Formeln  Her  analytischen 
Geometrie  aufsuchen,  indem  ich  es  dem  Leser  überlasse,  zu  den- 
selben durch  die  gewöhnlichen  HOlfärnJltel  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie zu  gelangen,  was  eine  zweckmässige  Uebung  tiir  Schü- 
ler darbieten  wird   und  dazu  benutzt  werden  kann.  * 

Die  Halbmesser  OA,  OB,  OC  will  ich  mir  sKmmtlicb  von 
dam  Mittelpunkte  O  der  Kugel  ausgehend  denken;  die  Sehnen 
BC,  CA,  AB  aber  sollen  respectiit  von  den  Punkten  B,  C,  A 
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ausgebend  gedacht  werden.  Dies  vorausgesetzt,  will  ich  die  von 
04  und  BC,  OB  und  CA,  OC  und  AB  eingeschlossenen,  18(y> 
nicht  abersteigenden  Winkel  respective  durch  Ü,  ]S,  £  bezeich- 
nen. Vm  nun  von  diesen  drei  Winkein  etwa  den  Winkel  Ü  zu 
bestimmen,  lege  ich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  ayz,  und  bezeichne  in  Bezug 
auf  dieses  System  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B,  C  respec- 
tive  durch  Xq,  t/Q,  Zq,  iCi*  yi,  ii,  x^9  ^9  2^;  die  180^  nicht  über- 
steigenden Winkel  aber,  welche  die  Halbmesser  OA,  OB 9  OC 
mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einschliessen, 

respective  durch  fo*  ffo*  Kl  fiy  9i»  ^i'^  fz*  92»  h-  *«*  <^**>n  ** 
der  Halbmesser  der  Kugel,  so  ist  bekanntlich: 

aro=rcos^,  y^^^rcosg^,  2o=rcosÄo; 
a:i=rcos/i,  yi=rcos^, ,  zi=rcoAAi; 
a:a=rcos/2,    y^^rcosgi^j    Z2  =  rcosÄa. 

Ferner  wollen  wir  die  von  der  Sehne  BC,  welche,  wie  oben  er- 
wShnt,  als  von  B  ausgehend  gedacht  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180^  nicht 
tShersteigenden  Winkel  durch  g>o,  tf/Q«  Xo  bezeichnen;  dann  ist  nach 
einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie:        # 

cosÜ  =  cos^e^s9'o  +  cos^oCOSi/;q  +  cosAoCosxo. 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  B  ein  dem  primitiven  Coordlna- 
tensysteme  paralleles  Coordinatensystem  der  rt)|,  und  bezeichnen 
in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Punktes  C  durch  )r',  ^'«f'; 
80  ist 

x'  =:BC. cos (po,    tf'  z=zBC.coBipQ,    }* ^=:BC. COS %^; 

also 

jr'  I?'  I' 

COS9o==gg'       COSTf;o=^^^'       ^^^Xo^^ßQ* 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

_  r^cos^+l)^cos^o^-?^cos  Äo 

cos  U  — -np • 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten   ist  aber 

also 

jr'  =ar2-- ari=r(cos^-rCos^i), 
V'  =  yt-yi=r  (cosg^  -  cos^j) , 
f'  =1»  —  2i  =  r(cosÄ2  — cosÄi); 
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folglich,  Kenn  man  sagleich 


BC^r  V  (cos  /i — co8^ )« + (cos  (jTa — cos^i)«  +  (cos  h%  —  cos  *i)* 
•etit: 

cosit 

_  cos /o  (cos /a—  co»fi)  -{■  cos^p  (cosgg— cos^i)-t-co8^(cosA2~-cosA|) 
V^(cos/a — cos/i)*  +  (coSjjTa — cos5ri)*  +  (cosAj  — cosÄi)* 

Weil  nun  nach  der  schon  oben  angewandten  Formel  der  analy- 
twcben   Geometrie 

cos  6  =:  cos /o  cos /*2  -|-  cos  ffQ  cos g^  -f  cos  Hq  cos  h^ » 

cos  c  =  cos/o  cos  fi  +  cos^o  cos^^  +  cos  Hq  cos  Äi 
ist,  so  ist  cos 6  — cos c  der  Zähler  vorstehenden  Bruchs;  und  weil 

cos^*  +  cos^'i*  +  cos  Äi* = 1 , 
C0S/2*  +  cos^jFa*  +  cos  Aj*  =  1 
ioty  80  ist  das  Quadrat  seines  Nenners 

2  { 1  —  (cos/i  cos  fji  +  co8gi  cosg^  +  cos  Äj  cos  h^)  | , 
abo,  weil 

cos  a  =  cos  /*!  cos  f.^  -^  cos  ^|  cos^2  ~l~  cos  hl  cos  ^2 

Ist,  das  Quadrat  des  Nenners: 

2(1  —  cosa)=4sini€i^; 
folglich 

1^1  -M^M^IMl    ■  ■■     !■    ■       »■         ^   P.^   M    ■    M^    ■■^■1         »A IHM  ■      IM  ■—     ^  ■■■■  mit  t  ■■    ■    MI^^J—^II   - 

28inia=  V  (cos  ^— cos /*,)*  + (cos  5^2  —  008^1)*  + (cos  A^—  oqsäJ« 

Daher   hat  man  jetzt  für  cosü,  cos]?,  cos(^  die  folgenden  sehr 
einfachen  Ausdrücke: 

cos  6 — 'cosc         sin4(& — c:)sin4(Ä  +  c) 

cos  il  ==  —  ch'»'t = "^Zi — 1 f 

2sin|a  smta 

^     cosc  —  cosg         sin  |(c — g)  sin  k{c+  a) 
cos»-      -2sini6  ■'""'"  siniA 

^^      cos  a-*  cos  6         sinket — fr)sin4(a-|-6) 

cos  (l  =  — -jr-; — ; = — ; — : • 

2sin,c  8in|c 
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Auf  der  Stelle  erhält  man  hieraus  die  Relation: 

sin  iacos  Ü-l-  sin  \b  cos  B  -|-  sin  Je  cos  (£ =0. 

Statt  der  Seiten  a,  6,  c  des  sphärischen  Dreiecks  kann  man 
10  die  vorstehenden  Formeln  leicht  dessen  Winkel  A,  B,  C  ein- 
führen.   Es  ist  nämlich: 

,       cos  B  +  cos  C  cos  A 

cos  O  = ; — 77-^ 3 9 

Sin  C  sm  A 

cos  C  +  cos  A  cos  B 

cosc  =  —   — ; — T— — 1> ; 

sin  A  sin  Jü 

also: 

.  sin  ^ cos  B  —  sin  C'cos  C  |-cos  A  sin  (Ä  —  C) 

coso  --  C0AC=: ; — j— ; — «— ; — 7> 

sin  ^  sin  ^  sin  C 

_  sin2g— sin2CH>2cos2l6in(/^  — C) 
*"  2sin^sin^sin  C 

_  sin  {B-^C)  cos  (^+  C)  +  cos  A  sin  (B  —  C) 
""  sin  A  sin  Ä  sirt  C 

_  8\n(B—C)\cosA -f  cos(g4-C)} 
sin  J  sin  ^  sin  C 

2sin(^-C)cosU^-|-g+C)cosKg+C— ^) 

sin  ^  sin  J?  sin  C 

Nach   einer  bekannten  Formel   der  sphärischen  Trigonometrie  ist 
aber 


C0Si(^  +  Ä+C)C08i(Ä+C-i4) 


»in  Jazz:  V  — 


sin  ^ sin  C 
also,    wie  man  sogleich  übersieht: 

sin (B  —  C)  V~co8  4(^  +  Ä+C)cosi(Ä+C— ^) 

cos  il  =  — ---7 

sinA  V  sin  ^  sin  C 

oder: 


sin(Ä-C)4r      cosi(^  +  ß+C)co.sl(ß-|-C— ^) 

cos  il= i — -4 —  w -. — ^nr~< — n 

sin^        T  sinjDsinC 


cos 


_  sin(C— ^)  4r___  cos  i(A  +  B+  C)  cos  \{C  +  A^B) 
sinÄ       ▼  sinCsin^  ' 


sin(^-ß)4r     co8K^+Ä  +  C)cos4(^  +  Ä-C) 

eos(e=: • — -pi — W ; — -4—, — 5 9 

sin  CT  sin  if  sin  B 


Mi$C€U€H.  \\\ 


oder: 


co8il=: ^T — 3 — Sin  Ja. 

810  A 

_          fCm{C—A)    . 
cos  ]ß  == ^. — o —  **n  4» » 


costf= \    ^ — sinir  • 


Weil 


»in^sin  (Ä  -  C)  +«in  ÄsiM(C— ^)+8in6Vm(i4  -  Ä)=0, 
cos  A  8in  (Ä—  C)  +  cos  B  sin  (C—  A)  +  cos  Csiii  (^—Ä)  =0, 

istj  so  lassen  sich  aus  dem  Vorhergehenden  noch  verschiedene 
heroerkenswerthe  Relationen  ableiten,  bei  deren  Entwickelung  ich 
hier  nicht  länger   verweile. 

Ich  habe  die  vorhergehenden  Gleichungen  hier  mitgetheilt, 
wie  sie  sich  mir  durch  die  analytische  Geometrie  ergeben  haben, 
bemerke  aber  wiederholt,  dass  es  zweckmSssig  sein  wird,  die- 
selben nun  auch  durch  die  gewöhnlichen  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  zu  beweiiiien,  was  vielleicht  gar  keine  Schwierig- 
keit haben  mag.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn,   indem  n  eine   positive  ganze  Zahl  bezeich- 
■  et,    nur  n>l    ist,    so  ist    (ii  +  l)">2n»   oder  (l  +  -)">2. 

Beweis.    Nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  ist 

(n  I  1)"  =  n»  +  Win"-*  +  Wan»-*  +  . .. .  +w«-in*  +  ii«, 
also ,    weil  ny-  i  ist : 

(n  +  1)»  >  w"  +  niii»-S    d.i.  (n  +  l)">  n»-^n», 

folglich   (n  +  1)"  >  2/1*  oder  (l  +  — )"  >  2,    wie    bewiesen    werden 
sollte. 

Anmerkung.     Filrn  =  l    ist    (m  +  1)»  =  2«'',    weil   (1  f  I)' 
=  21  =  2.11  ist.  G. 
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L  e  h  s  a  t  z. 

Wenn    ä>4   ist.   so   ist   ar» > 3(ar  +  !)•. 
Beweis.    Wir  wollen  annehmen,  das»  a:>4  und 

j:»>3(«+1)« 
sei.    Dann  ist 

x^>3{x  +  l).(a:+i). 

Nun  i«t  aber  jp>4,   also   ^-fl>5,    folglich 


folglich  auch 


:tr»>9ar+ll, 

ar»+ar  +  l>12a:  +  12, 

;r3  +  3ar«  +  3a?  +  1  >  3ar«  +  12a:+ 12, 

(dr+l)»>3(a:«  +  4r  +  4), 

(a;  +  l)»>3(ar+2)^ 


Wenn  also 


ar>4,    *»>3(ar  +  l)« 

ist,   so  ist  auch 

^+1>4,    (a:  +  l)»>3(j:  +  2)a 
Nun  ist 

1»<3.2«,    2»<3.3«.    3»<3.4«,    4»<3.5«,    5«>3.e«. 

Also  ist  der  Satz  offenbar  allgemein  richtig.  G. 


Lehrsatz. 


Wenn  die  positive  ganze  Zahl  n>l  und  die  posi« 
tive  Grösse  a  grosser  als  die  positive  Grosse  b  ist,  so 
ist  (a  + 1)"  — a«>  (6  +  1)»  ~  6«. 

Beweis.    Es  ist 

(a-H)»-a"=:^^^^j^_^=(a-H)"-H(fl-fJ)-*c-f.... 

....  +  (a  +  l)a«-»  +  a»-S 
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....+(6  f  l)6»-»  +  A"-M 
and  weil  nun  a>6,    also  aach  a-fl>6-|-I  ist,    so  Ut 

u.  s.  w. 

also 

(o+l)"--H(«+J)*-'*«+.+(«+I)fl""*+«"--*>(6+l)"-*+(^+l)"-*6+-.. 

....  +  (6+l)6"-2  +  6«-i, 

folglich  Dach  dem  Obigen 

(a  +  !)•»  —  a«  >(A  + 1)«—  6», 
w.  ;i.  b.  w. 

Anmerkoni^.    Fdr  n=:l  sind  die  beiden  vorstehenden  Iilr5«- 
sen  einander  gleich,   weil 

(a  + 1)1  -  a^^(b  +  1)1  ~  61=  1 
ist.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn  n>l  ist,  so  gieht  es  unter  den  gnnzen  Zah- 
len von  1  bi8  n  nicht  awei  Werthe  von  x  und  y,  für 
welche,    wenn  z  eine  ganze  Zahl   bezeichnet, 

ist. 

Beweis.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Grössen  sind  po- 
sitive ganze  Zahlen,  was  man  ein  f&r  alle  Mal  zu  beachten  hat. 
Wenn  nun,  unter  der  Voraussetzung,  dass  «>1  ist,  a:«  +  y««  =  2« 
ist,  und  keine  der  Grössen  oc  und  y  verschwindet,  so  ist  z  gros- 
ser als  jede  der  beiden  Grössen  x  und  y.  Setzen  wir  also 
i=zop-\-Uj  so  ist  u  eine  nicht  verschwindende  positive  ganz«  Zahl, 
und  es  ist  nun  uach  dem  Binomischen  Lehrsatze: 
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Biso 

y"  =  n,  j:"-'«  +  U^X'-^ll^  +  .  ■  ■ .  +  Ttn-lXU"-^  +  fn«". 

Wenn  nun  a:  >  n  ist,  so  ist,  weil  nach  dem  Vorh ergehend W] 
_V">wa;''~'«  ist,  indem  nämlich  n>I  ist,  offenbar  j">n.B"-' 
iilso  auch  j''>n'',  Tolglich  y>n.  Wenn  ferner  a^^nist,  seil 
«eil  y"  >  na;""'«  ist,  offenbar  y'''> x.ar''—^u,  also  auch  y"^a^, 
Tolglich  j>a:.  WKre  nun  aber  ff^n>  so  wäre  nach  einer,  d«l 
so  eben  angewandten  gani;  ähnticheu  Schlussneise  x'^y  ode(^ 
y'^x,  was  dem  Vorhergehenden,  wonach  y^x  ist,  widerspricbt 
Also  kann  in  diesem  Falle  nicht  y^n  sein,  sondern  es  mus« 
y>»i  sein.  Wenn  also  :r  5»  71  ist,  so  ist  y  >  »i ;  und  wenn  jc^w 
ist,  so  ist  auch  y^n.  Es  mag  also  x  einen  Werth  haben,  trel^ 
chen  es  wilt,  so  ist  immer  y>n.  Weil  aber  die  GleichuDj 
^f  +  T/^^t"  in  Bezug  auf  x  und  y  ganz  symmetrisch  ist,  so  «" 
auch  ganz  auf  dieselbe  Art,  y  mag  sein,  was  es  will,  immer  :c>! 
sein  müssen.  Also  kann  die  Gleichung  x' -{- y*  ^=  i"  nur  dani 
eiistiren,  wenn  gleichzeitig  x'>  tt ,  y"^  n  ist;  in  allen  ändert 
Fällen  enthält  sie  einen  Widerspruch,  oder  vielmehr,  fOr  keinst 
Werth  von  x  und  y  von  l  bis  n  kann  vorstehende  Gleichutqt 
j-»_|.yii^  t»  existiren,  w.  z.  b.  w.  G. 
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„      „  372.,,  17.V.  U.Statt  „hat"  s.  m.  „hätte." 

„        „      Taf.  V.  Fig.  3.     In  dieser  Figur  muss  die  untere  KlammM 
I,  an  welcher  r  steht,  nicht  bis  ganz  an  die  durch  m  parallel  mit  A^ 

gezogene  Linie  reichen,  sondern  oben  etwas  kürzer  .«ein,  weil  r  deR' 
albmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  nicht  genau  die  r 
m  parallel  mit  AB  gezogene  Linie  (rifff,    bezeichnet. 

Tbl.  XXVI.  Taf.  I.  Fig. II.  muss  die  Linie  OD  noch  gezogen  werden: 
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Memoire  sur  une  metbode  nouvelle  de  transformation  des 
coordonnees  dans  le  plan  et  dans  TespacCj  avec  appli- 
cation  aux  iignes  et  surfaces  des  deiix  premiers  degr^s. 


Monsieur    Georges    Dostor, 

inatli^niatiquei.    PrnfeiiBnr  de  mathcmatiquei 


i.  Dans  l'aoalyse  des  conrfaes  et  des  surfaces,  11  est  esseotid 
de  doDuer  ä  l'eqQation  da  liea,  plan  oa  solide,  la  TorDie  la  plus  simple 
ponr  ED  recoDuaJtre  la  Datnre  et  en  determiner  les  elemens  et  les 
proprletes.  Or,  dans  cette  eqaaHon,  se  Irouvenl  sonvent  en  evidence 
les  Premiers  membres  des  eqiiatlons  de  droites  od  de  plans,  dont 
l'emplol  comme  axes  on  plans  de  coordonnees  redait  cousldcrablement 
t'equatlon  de  la  coarhe  ou  de  la  snrface. 

11  iiüporte  donc  de  cbercher  les  formales,  qnl  servent  ä  passer  ti 
des  ases  on  ä  des  plans  de  coordonnees  qnl  sont  representes  par 
lenrs  eqnations.  Nous  doqs  proposons,  dans  ce  memoire,  de  deter- 
miner ces  rormales. 

Afln  de  rendre  aotre  travail  complet,  nons  avoos  du  r^sondre, 
dans  le  cas  d'axes  obllqnes,  les  questions  snr  la  llirne  droile  et  le 
plao,  qal  daos  les  onvrages  ne  sont  seneralement  donnees  qne  ponr 
des  axes  rectangalalres. 

Ce  memoire  se  co^upose  de  plnsiears  partles. 

Sans  la  premiere,  nons  avons  delermlne  les  formiiles  de  transfor- 
matlon  des  coordonnees  planes ;  nons  les  avons  appllqnees  ä  la  recberche 
des  asymptotes  et  de  la  pnlssance  de  l'ljyperbole .  ainsl  qn'an  calcal 
de  Taxe,  da  sommet  et  du  parnmetre  de  la  parabole, 

La  seconde  parlle  a  ponr  objet  le  calcul  des  formules  de  trans- 
formatlon  dans  l'espace;    nons  nons  sommes  »ppay^,  ponr  cela,  snr 

Theil   ICXTL  9 


L 


N 


'fmatton      ^H 
rOclents  dM^ 


Mimtttre  ivr  vnt  mHhode  tioutelU  de  irnmformatton 

qaelqnea  relalfons  remarqnables ,  qol  onl  lien  enlre  les  CD^rOclents  ( 
eqnations  de  denx  systeines  de  drollcs  et  plans  perpeDdlcalalres. 

Nous  avons  appliqne  les  fonnnles  oblenaes  ä  la  determinslfon 
des  generatrices  reclillgaes  de  l'hjperboloide  ä  une  nappe  et  do  pa- 
raboloi'de  Iiyperballqnc. 

NoDs  avoDs  fnit  nsage  des  mSities  resaltats  ponr  completer  la 
melbode  qne  M.  Plucker  de  Bona  a  ImagiDce  poar  la  discDssioo  des 
snrraces  dn  second  ordre. 

Noits  avons  moDtre,  en  ontre,  avec  qnellc  simplicite  iiotre  methode 
de  transformatlon  peat  @lre  employee  daas  la  delermlnatioo  des  seclions 
planes  dans  les  surfaces. 

Enfin  Dous  eo  avons  dednit  du  procede  (res  expeditir  ponr  passer 
de  formnles  calcnlees  ponr  des  axes  redangulalres  aai  relaüons  i 
lognes  qnl  repoadeDt  ä  des  coordonnees  obliques. 


Transformation  des  coordonnees  rectilignes  dans  le  plan, , 

lorsqae  les   nonveanx   axes    sont    deteimiues    par   lenra'l 

Eqnations. 

2.  Caicul  du  Sinus  de  i'angle  de  detur  droiles.  Nous  avons  besoln 
dans  DOS  calcols,  de  la  valear  da  sinas  de  I'angle  de  deax  droltes. 
Adn  de  dooner  le  pIns  grand  degre  de  simpUcite  ä  notre  metbode, 
ooos  allons  Indiqner  nn  procede  tres  rapide  ponr  determiner  ce  slnos. 


Solent 

y  —  ax,    y  =  a'a;  (1)  •! 

les  eqaatlons  de  deu  droltes  OD,  OB'  menees  par  l'orlgine  0  dcs^i 
coordonnees,  V  I'angle  DOB'  de  ces  droltes  et  B  Tangle  yOx  des 
axes  de  coordonnees. 

Sur  Taxe  des  x  prenons  nne  dlstance  OP  egale  ä  l'nnite  de  lon- 
gnenr.  et,  par  le  poInt  P,  menons  la  droile  PAIM'  parallelement  ii 
Taxe  des  y\  cette  droite  rencontre  OB,  OD'  anx  poinls  respecUfs 
tf,  J/'-  Nons  formons  ainsl  les  trols  triangles  OMM' ,  OMP,  OM'P, 
dont  le  Premier  est  la  differeDce  des  denx  antres. 


) 


Nons  avons  d'abord 


20AfM'=  OM.  OM'.s\a  V, 
20MP  =OAI.0P.sisi8, 
70-¥'P  =  OM'.OP.  siae. 


iki  coonlormiei  daiu  le  plan  gl  ttant  fespaee,    etc.  ]S3 

Or,.  pur  snile  de  mypolliese  OPz=\,  les  gqnatloDfl  (1)  doDoent 
PM=a,  PM':=:a' ;  od  a,  par  coos^qaent,  ao  moyeD  des  denx  (riengles 
OMP,    OM'P. 

0M=  V^l+a*  f  2acosfl,  OM'  =  VT+a"'  +  2a'cose; 

mettant  ces  valeors  6&bs  Tegalltö  OMX'  =  OM'P—  OMP,    od  abtient 

sin  F.  V'Ö+a*  i~2^cäs~0)(i+a"^  +  2a-cos6)  =  (a*  -  a)sln  0. 

NoDS  avons  donc 

.i,r  =  ^,=J£-'^"">  (I) 

V(i  +fl*  +  2acosft)(l  +a'=  +  2a'cose) 
I  les  ienx  droites  elaienl  represeatees  par  les  eqnatlons 
A!/+Bx=-0,    A'i/  {  B'x  —  0, 
l'expression  prec^deote  deviendral 

iBÄ'~ÄB')s\afl 


8IdF= 


V(A^  +  B'—2ABcQs'6)(A'''  +  B''  —  2Ä'B'  cosö 


3.  Premiere  melkode  de  tranaformation  des  cordonneea 
daM  te  plan.  Fassons  RCtaellemeal  ä  la  recherclie  des  rormDles  ea 
qneslIoD.    Soient 


les  Eqnatlons  des  denx  droiles  qnc  Ton  veat  prenJre  ponr  les  axes 
des  nonvelles  coordonnees. 

0*110  polnt  qaelcoDque  M.  pris  dans  l'angle  de  ces  denx  droites, 
abttesoDS  sar  elles  les  perpendicnlalres  rcspeetlves  HD,  SID' ,  qac 
nons  represenlerons  par  &.  &' \  puls  menons  ä  ces  mt'nies  droites  les 
paralleles  MQ' ,  MP'  par  le  point  M.  Si  notis  df^signons  par  x  et  y 
les  anclennes  coordonnees  dn  point  M,  par  x'  et  y'  les  coordoDoees 
nonvelles,  nons  anroos 

MP=y,  OP=x;    JlfP'=y',  OP  =  x'. 

Les  triangles  MDF ,  MB'Q'  nons  doaneul 

6  =MD  =MP'.  sin  MP'D  =if'8lnK, 

d'  =MD'=afQ'.slaSfQ'I}'~x'8lB  V. 

Or  s)  Doos  faisoDs  observer  qae 

PN=ax  +  b,     PN'  —a'x  +  6', 


134  Doiior:    MHnüiri  turuiu  m^lkode  noUUfeUe  de  inmifl^rmaUan 

(N  ei  N'  ^tanl  les  poInts  d'interseetlon  des  deux  droites  CJT'f  QT 
avec  la  llgne  meii^e  par  le  point  M  parallelement  ä  Tand^  axe  tfes 
y);   d'oä  opns  voyons  qne 

nons  avons  anssl 

(y— gar— ^)sinö       ,,^  —  (y—g^a?— f^Qsla^ 

en  mime  temps  qae,  d'apr^s  n^.  2, 

ff 

(g*  — fl)slnö 


slnF  = 


V^(l +öH2geosö)  (1  +ö'«+2fl'cosÖ) 


Sl  nons  mettons  ces  valenrs  dans  les  relations  (3),  nous  obflendroiis 
leäiieox  ^aations 


V^l+ö«  +  2aeosÖ 


doDt  la  r^solatlon  fonrnlt  les  formales 


im 


07  = 


Ä— ö'      V^l  +  öa+2«eosÖ     Vl+a^+2ö'cosd' 


(!▼) 


«— ö'       V^l+öH2acosö     \^l+fl'*+2«'eosd 


Sl  les  dem  droites,  prlses  pour  axes  des  coordonn^  noareUea» 
sont  representees  par.  les  eqnatlons 

r 

iy+5a?  +  (7=0,    ii'y  +  ira?  +  C'=0, 

•  # 

les  quatre  formales  pr^c^dentes  se  cbangeot  en 


Ay  ^Bx  4-  C  =  ,.    ,^     ^         ^    » 

Vi4'«  +  ir«— 2i4'ir  cos  Ö 


CY)v 


^ra  coordonniet  äatu  le  plan  i 


datu  tetpaee,  ele. 


ÄB-—BA-     VA^^^B^-ZABcosO    \/'ä'*^B'^--2A'B'cos$ 

C-B—BC  Bx- By 

'AB—B'A     V  AHB^-ZABmsB    V  A'»+B'»-2J'e'C03Ö ' 


Dans  le  cas  ofi  les  aDCleos  a 
^  slmpliSenl  et  se  redalsent  ä 


s  soDl  rectangolalres,  ces  ronnoles 


Ä'-ft        , 


\fl  +  <f" 


Vl+o' 


Vi+s 


tilt 


(nn) 


»  Jlf+&F+C: 


(■ig— M')y. 


(«)J 


Ol'- 

-AC- 
-£7ff 

AC       ^ 

Ar 

ac- 

«■je 

AJf- 

-BÄ' 

Va'  +  B' 

\^X'+»« 

(I) 


Beuxieme  metkode  pour  delerminer  les  formules  prece- 
dentes.  Lea  formales  (V)  et  (VI)  penvent  anssl  se  tronver  par  une 
metbode  dlfTerente  de  celle  qne  nons  venons  d'employer. 

Solent,  eo  etTet,  a  et  ß,  o'  et  ß'  les  aogles  qne  funl  les  deax  droltes 

A{y—ax~b)=Ay\Bx\C—(i,  A'{ii—a'a;~b-)=Ay\Bx-\^C'=Q    (4) 

avec  les  denx  axes  de  coordonaees  OÄ  et  OF.     Ed  desliriuiDt  par  ^ 
et  f  les  coordoDDäes  de  rinterseetlon  des  deax  droltes  (4),  oa  a 


w 
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Or  on  sali  qne  ■ ' 

slflg         sin g _    __^  * 

d!o<i  QU  d^dpU  ,  , 


sing=: 


V^l  f  a2  4.2flcos6       V^A^+B^— 2AB cos ß' 

a'slnö  — Ä'sinÖ 

slna'  = 


V^l+a^  +  2a'cosö      VÄ'^  +  B'^  —  2ÄBco3e 

,  ^,  slnö  il'slnö 

V^l  +  a'2^.2a'cosÖ      V  il'a  +  ^'2  — 2i4'5'cosö 

Sabstitaant  ces  valenrs  dans  les  egalit^s  (5),  oo  obtient 

CÄ^--AC     >4^' J^^; 

BC'-CB*  Bx*  B'p' 


y  = 


-  -  ■ 


ilÄ'— 5.4'      V'.ia +ir»— 2Aff  cos  Ö      \/'A'^+B'^-2A'B'cose 

r^soltat  identique  avec  les  formules  (VI). 

Moltiplions  ces  denx  dernleres  egalites  respectivement  d'abord 
par  B  et  At  pais  par  E  et  A!y  et  ajontons  chaque  fois  les  prodnits, 
aöus  trpnvons  alnsi  que  ,v 

(^A'B--B'A)y*  i  ^ 


Ay\Bx  \C 


V"^'*^  +  Ä'2— 2.4'Ä'cosÖ 
{A^^-BA)x^ 


Ay\B'x\C*^-r 7^ ' 

V.42^j^_2^j5cosÖ 

tormnles  qnt  ont  d^jä  et6  obtenues  et  qul  sont  conformes  avec  (V). 

'  ■   •  »1 

€7l&apitre  II. 

D^veloppements  d'uDe  fonctloD  entiere  du  second  degr^ 

d'une  ou  de  pluslenrs  variables. 

6.  Developpement  d*une  foncHon  du  second  degre  en  valeur 
des  derivees  premieres  des  variaJbles.  Le  double  d'ane  fonc- 
tiOD  entiere  do  second  degre  f{x^  y,  s,....)»  d'ane  on  de 


itü  tooräomtiit  dmu  U  plan  ei  dant  Petpaet,  eU. 


plDslenra   rarlables  x.  y,  s, ....   peat  lonjonrs  se   mcttre 
aoDs  la  rorme 


i+*tf  +  raf....+2tf, 


on  a,  b,  c,....  represettlent  les  coefrictents  des  (ermes  dn 
Premier  degre,  et  g  le  terrae  tout  counn.  En  etfet,  celte 
ToDctioa  etaat  du  secoaddegre,  aons  avons,  par  le  theoreme  de  Taylor, 

rix^-h,y^-k,^Yl,....-)=rix,y,% )+A^'+Är+/r+....+  Ä,    (1) 

OD  R  designe  renseinble  des  termes  indepeadants  des  variables.  Cetts 
tdeotite  devani  avoir  llen,  qnelles  qae  soleat  x,  y,  s,....,  Qüas  poD- 
Tona  y  anaaler  ces  variables;  eile  se  chaage  aiasi  en 


r{h,li,l,....)=g\ah\bk\ct\.. 


(2) 


pnlsqne  f{x,y, %,....)  seredaitä^,  etgaeles  coel^dents  a,b,e,..., 
des  teriB^  du  premler  degre  de  f(^x,y,  %,....')  soDt  les  termes'liidä- 
peadaots  des  variables  dans  les  derlvees  respectlves  f,  f,  f, 

SabstllaaDt  dans  (1)  la  valeur  de  R  tlree  de  l'eqDBtlou  (2),  tl 
Dons  viendra 

nx^h,y\k,  t+/,....)  =r{a,y, »,....)  )  hfj  \ kf  +  <f'+.... -f /-(«.A,/,....) 

-iah^bk^cl  \  ....  \g).  (3) 

Celalrouve,  reBip1a^onsdaos(3)A,  k.  /,,...  par  — x,—y,  — k,...,; 
le  premler  membre  de  cette  egalite  se  rednlra  ä  g;  la  l^DCtloo  da 
secood  membre  se  convertira  en 

f(x,y,^ )  —  2(aa:  +  *j/  +  CB +  ....}; 

laadisqae  les  lerraes,  qnl  prec^dent  cetle  ronctlon,  se  cbaageDt  en 

-(^r+3/('  +  6r +  -...). 

en  mdme  temps  que  f(x,  y,  s, ),  qol  est  Independant  de  A,  k,  i,...., 

restera  invariable.    L'eKalite  (,3)  devleot  alnsl 

— 2(aj:  +  ftff  +  «  +  ....) +  (a.r  (-*!/  + CT +  ....)-ff; 
iTon  noDS  tiroas 


2rix, Pi %,....) =.rr + vr -i *r -t  ■■■•  i  «.t  +  6tf  +  « )....  + a#, 
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6.  AppUeoHons.    1^.  Soit 

f(x)=zAx^^Bx\C\ 
pn  troave  que 

TfCx)  zzz  xf  ^  Bx  ^^2C.  *  (U) 

20.  Si 

f(x,y)=:Ay^^Bxu\Cx'^^I>y^Ex\F/ 

•&  anra 

2f(x,p)r:nxr+pf+Dyi^Ex+2F.  j      .(ffl) 

3^.  Enflfl,  poQT 

ss4a*+iiy + 4"»* + ^Byz  +  2B'»x  +  2ir';ry  +  2Cx  +  2C'y  +  2C"%  +  f, 
OD  «btlendra  ' 

7.  IsolemetU  ^(^une  variable.  Tonte  fonctlon  entl^re  du 
äecoDd  degr6,  qni  renferme  le  carr^  d'one  variaVle  x^ 
£tant  mnltlpli^e  par  qnatre  fois  le  co^fflclent  de  x,  est 
^gale  au  carre  de  la  derivee  de  cette  fonctlon  prise  par 
rapport  ä  o:^  angmente  d'nn  terme  independant  de  o?.;  En 
effet,  daos  ee  cas  la  fonctlon  pent  se  mettre  sons  la  fonne 

f(x,y,%,.,..)  =  Ax^^Px^Q,  (4) 

o&  P  represente  la^omme  des  coefßclents,  fonctlonsonnon  dej^^s,...., 
qnt  sont  maltlpUes  par  .r,  et  &  l'ensemble  des  termes  Independapts 
de  X.    Od  en  dedult 

f=2Ax\P, 

f^  =  Ui^x'^  +  JUiPx  +  P«.  (5) 

Retranchons  (5)  de  (4),  apr^s  avolr  moltlpUe  cette  dernl^re  par  ^A\ 
11  vlent 

X 

I 

8.  Applications.    D'apres  cela,  on  tronve  qne 

.10.   AAfCx)s=iU(Ax^^Bx^C)=r*—(B*~^C)',        (?) 
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'.  ^Af[a:,  ff)  =  iÄ(As'  f  Bj^u  +  Cc*  +  Otf  +  Ex + Fi 

=f'^~(S^-iAC)x^-2(BD-2AE)x~iIfl-iÄF)\     (Vl> 

[  =/~*— 4(5"»— AJ')^^  -  »{RR-  -  AÄ)ffB  —  4(B'*— AA')s'* 

—  8lCB''-AC')ff—6{CB--AC")%-UC^—AF).  (VU) 

9.  holement  de  deux  variables.  Tonte  roiictloa  entiere 
da  secünd  ilegre,  qu)  ne  renrerme  pas  le  carre  de  <leax 
variables,  mals  lenr  prodnll,  peat  toujours  s'exprlmer  en 
valear  da  prodnit  des  derlveea  prises  par  rapport  ä  ces 
variables  et  en  valeur  de  (outes  les  antres  variables. 

Une  teile  fonctlon  peut  ötre  representee  par 


/■(jf,  i^,  z),  ....)  =  Ä^y  +  *a^  +  iVff  +  P. 


(«)' 


f.f'=:  ^Tff  +  BMx  +  BSy  +  MN. 


(?) 


Retrancbant  (7)  de  (6),   apres  avolr  fflnltlpUe  cette   deroiere  par  B, 
^^ja  trouve 
^^^  Bf(^x,  y,  B,  ....)=A./"-(«V-5Ä).  (Vni) 

\ 


10.    Applications.    Oa  a  alast 
1".    Bf{jr,y)=B{Bxy\Dy\Ex^F)=:r.r—{DE—BFy,    (IX) 

2".    2R%j;  y,  u) 

=  2B"  (A"s'  +  ZBjre  +  2if  !6i  +  %B"xy  \  2Cx  +  2Cy  +  2C"»  +  F) 

=  f.r'—HBB-  —  A"B")^-'i{BC+B'C-—B"C")z 

-2iACC--B"F).  (X) 

Chapltre   III. 

Application   de    la    transformatf on    des   coordonu^es   h  la 

rechercbe  des  asymptotes  de  l'hypeibole,  de  Taxe,  da  som- 

mel  et  du   parametre  de  la  parabole. 

Eqyations  des  asytnptotes  de  l'hyperbole.    Notre  metbode 
le  transronDa(ioB  des  coonlODii^es  el  l'expreaslon  d'ane  fonctlon  da 


■ 

I 


lyO  Doitor:  Mämulre  tar  une  methodt  nouvelU  de  Iratu/Örmatton 

secoDd  iegi€  ea  valear  de  ses  derlvees  Dons  perioeneDt  ds  det^ial 
ner  les  asymptotes  de  l'byperbole 

Ay-»  +  ö.jy  +  C:c'^ßi/  +  Ex+F=0.  (1) 

alnsl  qne  r^qnntlOD  de  cette  conrbe  rnpportäe  ä  ses  asymptotes. 

SappDSDits  d'abord  qne  Tna  an  mofcs  des  carres  des  ileax  variables, 
se  troave  dans  reqDaüoD  de  l'byperbole,  et  que  ce  soit  le  carr^  de  y: 
daas  ce  cas  A  a'est  pas  nul.  L'eqnation  de  la  conrbe  peot  aJors  s« 
mellre  sods  la  forme  (VI)  da  ii*>.  8: 


L'egaalion  (1)  elaat  celJe  d'one  byperbole,  B^-^AC  est  dllTerent  da 
zero  et  postlif;  q)(x)  pent  dooc  s'exprinier  en  valear  de  <p'(^),  c'est- 
ji-dire  qae 


iBD—2AE)*~iB'^—iAC)  (_D^—iAF) 


de  Sorte  qne  I'eqnatlon  de  la  coarbe  sera 
(.ZÄs  yBj;  +  D)*  -  [x  'tJ'B^-ÜAC  {■ 


Vb^—^ac^ 


(BD—ZAE)^~Cff'~MC)  (m—JAF) 
B^-UC 


'  X{2A!i\Bx\D-.tW  B-^-kAC 


'  ^B-^-lAC' 
BD-%AE  ^ 


sl  Dons  avons  soln  de  poser 


_AE^CD^BDE 


+  4JH=0,     0) 


i7ti  tPrenons  lea  deux  droltes 


'.  •"  .  ■  '•  1 
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(U) 

poar  axes  de  coordonni^es.    Ces  6qaaiions  rendent  les  seconds  mem- 
bres  des  formnies  (V)  da  n^.  3  respecttyemejit  egaiix  h 


'^ikA(A-C)  +2(i?^2.icosö)(i?+iVi*— 4.1C)* 

dont  le  prodnit  est 

— 4ii(iga— 4^C)gy 

Va  -  (7)2  +  (Ä  -  2.1  cos  Ö)  (5— 2Ccos  ff) ' 

Metiant  ce  prodnit  dans  i'eqaation  (I),  on  tronve 


!    r 


V(A  —  (7)2  +  (Ä — 2^  cos  6)  (B — 2(7cos  6) 
on 


=  ^, 


-.t 


■»^ 


,;    ^V^U-C)a  +  (5— 2^C08Ö)(B— 2CC0S6)  __ 

^f  =  - ^-liiC-^- —  <™^^ 

'  •  M 

ponr  f^^ation  de  Thyperbole  (1)  rapportee  anx  denx  axes  (11). 

La  forme  de  cette  eqnation  fait  voir  qne  les  denx  droites  (II) 
sont  les  denx  asymptotes  de  Thyperbole  (1),   et  qne 

g  V"(i — C)»  4-  (fl— 2i  cöse")"cg  -  accosfl)  __ 

est  la  pnlssance  m^me  de  l'hyperbole  (1). 

Si  i4  et  (7  sont  nnls,  l'eqnation  (l)  de  Tbyperbole  se  rednit  ä 

Bxy^Dy^Ex-VF^fi,  (4) 

qnl,   en  vei^  de  (IX)  da  n^  10^  se  cbange  ei| 

{By  \D) {ftx\E)^DE—  BF,  (5) 

qn*0D  pent  mettre  sons  la  forme 


/ 


13S  Dostar:  M4möir9  $ur  une  mMpde  nameUe  ^  trmmfmmmü&n 

Transportoiui  f drffiiie' des  coordonn^es  aa  point  . 

'         .      ■  ■     - 

E  D 

r^nafion  (5)  devlent 

»  * 

Ce  resnltat  falt  voir  qoe  les  dem  droltes 

iBy  +  2>=0,    Bx^E—0  (VI) 

8ont  les  asymptotes  de  rhyperbole  (4),  et  qoe 

DE-^BF 
B^ 

est  la  polssance  de  cette  Iiyperbole. 


{vn) 


12.  Formalion  de  tequaiion  aux  aaymptotes  de  Fhuperbote. 
Mnltiplions  entre  elles^  membre  ä  membre,  les  deux  ^qnations  (U)  des 
asymptot^s  de  l'hyperbole  (1);  nons  obtenons 

Le  terme  tont  connu,  d'apres  (3)^  est  ^gal  ä  F—H.    ü  vieot  donc 

Ay^+  Bxp  +  Cu:^  +  Dp  +  Ex  +  F'-HzzzO,  (Vffl) 

ponr  l'eqnation  aux  asymptotes  de  l'byperbole  (1).  Nons  voyons  ainsl 
qn'oD  obtient  Teqnation  anx  asyipptQtes  de  rbyperbole, 
en  retranchant  dn  premier  membre  de  reqnatlon  de  la 
conrbe  le  terme  tont  connn,  qne  fonrnit  la  translatlon  de 
l'origine  des  coordonn^es  an  centre  de  rbyperbole. 

Soient  tonjonrs  p  ei  q  les  coordonnees  dn  centre  de  lltyper- 
bole  (1);  nons  avons 


2AE^BD  %€D—BE, 


d'oü  nons  tlrons 


,/   ,,  .  ^x         ÄE^+CD^—BDE     „     „ 

L'^qaatlon  anx  asymptotes  de  rbyperbole  est  donc  aossi; 

4y*  +  Äary+Ca:«  +  iD(jf-|)+JS(jr^|)=0.  (H) 


an  e99räamU€9  dam  ie  pi&m  et  dau  it$9ßä^,  etc..     "  ISS 

Od  Tolt  iHitic^e:  Pönr  «voir  r^qüatlon  aiiz  afrfmptotet 
de  riiyperbole^  il  snffit  de  dimioaer  les  premi^res  iMiis^ 
sances  des  variables  des  demi-coordenn^es  da  ceotre  et 
de  sopprlmer  le  terme  tont  coonn. 

13.  Angle  des  asymptotes  de  fhyperöole,  Poar  avoir  cet 
angle,  doos  aurons  reconrs  ä  la  formale 

.       „.  (m"— mOsinö 

qni  donae  la  taogente  de  Tangle  des  denx  droites  ^ 

Les  ^qnattons  (11)  des  asymptotes  nons  donnent 
d'oü  nous  tirons  ••    j 

Sobstitaant  ces  valenrs  dans  (6)^  noas  tronvons  qne 


et,  par  snite, 


il— Äcosö+C  ^^ 

COSFTs:     -              —                                    I                  ,  (XI) 
STU—  C)^  +  (B--2Aeos  6)  (Ä— 2Ccos6) 

^   «r                       —Sine  V"ß^—4AC  ^^ 

mWr=-rr                                                        .            — -  .  (XII) 

V{A  —  C)2  +  (^ — 2^ cos 6) (Ä— 2CC0S 6)    -  =. 
14.    EquaHon  de  Faxe  de  la  parabole 

(yVi  +  a:VO*  +  2%^  +  Ea?+F=0.  (7) 

IntrodnisoDs'  dans  le  carrä  im  terme  Independaot  k\  r^qaation  deviendra 

(yVl+a?VC+A?)H(i>-2*Vl)y+(i^-2*VC^ar+f^^  (8) 
Diterminons  k  de  maniere  qne  les  denx  droites 


j-i-t 


yVI  +  *V^+^=0,  («) 


f 


soteat  peFpendicotelres.    II  snffirt  ponr  eela  de  mtlsMfe  h  f^galitö 
.oü  nons  avoos 


>■»  • 


1«'=: 7r=,      1»"= 


tl 


Ndus  oblenoDs  ainsi  räqnatlon 

DS^A^ eVC—^U  f  C')Ä==(2> V'Cf  JE;V'I)cosd--4cösdV^5ci*, 
qol  donne 


'  <.i 


k  =5  •        .'  '   -. r" .      '  •  KA^^J 

2(^  +  C— 2cosöV^iC) 


II  yient,  par  soite» 


O.j     ;t'* 


yi  +  C— 2cosflV^IC 

il+C— 2cosöVilC 
ce  qnl  transfonne  reqaatlon  de  la  parabole  en 

1 

^  ,!^y^~^^}-f^  (VC-cose  VA)y-(yrÄ-c(is9l/"C)x 
J+C— 2cflSÖVi4C( 


pav) 


' »  •         1 


F(i4  +  C—2cosBVaV) 

Cela  obtenn,  prenons  ponr  axea  de  coordopnees  lea  deox  droite;! 
rectangulalres  .;u»n»i^»M 

■; '  y  ^1+.-^^+  '^^^"i^^'^^'Tif^'^^^^o,  (XVI) 


4(A  +  C— 2coa  6  V~AC)lD\rc—EV  .4) 

Ed  rerlD  des  farmales  (V)  ila  d".  3,    räqaallon  (XV)  de  la  parabole 
deviendra 

(Al  C~2cos6\~iC)^!/,'^=(I}\rc—E\ni)sla^6.Ti.(r/m) 

La  forme  de  celte  equatton  proave  innDediatement  que  la  droile  (XVI) 
est  Taxe  de  la  parabole  (7). 

15.    Equation  de  la  Umgente  au  sommel.     II  en  resatte  aossl 
qne  la  droite  (XVIIJ  est  la  taugeale  an  aommet  de  la  parabole  (7). 


16.    Parametre   de 
(XTUI)  doooe 


la  parabole.      L'lospectioD   de   t'eqaatlo& 


i{A  I-  C— 2cosfl  V  /IC)* 


att) 


17.  foordonne'es  du  sommel.  Ce  polnt  est  rioterseclloo  des 
dem  droltes  (XVI)  et  (XVlIj.  En  cousid^raut  les  eqaations  de  cea 
llg:nes  comme  simultaoees ,  on  trouve 


D^C-eVA 

f_  D(^/'Ä  — eosOVC)(V C-cosB VA)i-E(Vc -cos sVA)' 

^A -t- c—2cose  yf  ÄC)" 


JKVÄ—cosd^C)-t-EiV^--eos6V^) 
4(^+  C~2coseVÄC) 


JiSfC—E*fA 


(XX) 


F-'^C 


^^B"  4(id  + C— 2cos»V^)* 

'  ^(VC-C03tiV3)  +  j(V3-co8flVC)  g 

ponr  les  valeurs  de  cea  coordonn^es.         :.>r:f ,i-'>i|  ■-<  d  ,.i  ,u  l« 


:  Mimeire  rur  une  taeihode  noueellt  dt  Iramtfvrmatltm  - 


Theorie  generale   de  la  llgne  drolte  et    da   plan   dans    le 
cas   de  coordotineea  obliques. 

18.  Avant  d'eiposer  nolre  tnetliode  de  (ransroriDatiuii  des  coofr 
donnäes  dans  l'espace,  noDS  noas  proposons  de  resoadre,  ponr  )e  ca^ 
de  coordonnees  obliques,  tootes  les  questioDs  sar  la  llgne  drolte  et  le 
plan goe  Ion  oe  traite  ordiaalreioent  qae dans  le  cas d'axes reclaognlaires. 

NoDS  chercberons  d'abord  Ics  condlllons  de  perpendicnlarile  des 
plans  et  des  droites,  et,  des  resnltats  obtenns,  nons  dednirons  pln- 
slenrs  reiatlons  remarqaables ,  qnl  ont  Heu  entre  les  coerticients  des 
^natlons  de  droites  et  plans  perpendiculalres.  Nons  calcalerons  eo- 
snlte  les  eipresslons  des  distances  entre  les  poiots,  les  droiles  el  les 
plans,  alnsl  quc  les  formules  ^enerales  qui  donncnt  les  aogles  des 
plans  et  des  droites.  Enfln  nons  lermlnerons  ces  prellmtnalres  par 
le  calcnl  des  eqnatlons  generaics  de  lignes  droites  et  de  plans  satls* 
faisant  ä  des  condilioas  donnees. 

Dans  tonte  la  snite,  noos  dcsignerons  par  .1,  j^,  v  les  angles 
yOZ,  ZOÄ,  Ä'Oy  que  comprennent  enlre  eui  les  axes  de  coordonn^es 
Or,  OZ,  OX;  par  X,y,Z  les  angles  diedres  d'inclinaison  mntaelle 
entre  les  plans  de  coordonoees,  enfin  par  x,  y,  s  les  angles  XOg^t 
y(hx,  ZOxy,  qne  Tont  les  axes  OX,  Oy,  OZ  avec  les  plans  Oy»t 
O^x,  Oxy.  Noas  represeoterons  toute  IJgne  drolte  par  nn  systömBi 
d'eqnatlous  de  la  forme 


1 


^ir_p_  „.v--?  _ 


an  p,  g,  r  sont  les  ^oordonnees  d'un  polnt  de  la  drolte. 


(1) 


19.     CondUions  de  perpendiculorile  de  la  droile  et  du  plan. 

Snpposons  qne  la  drolte  issue  de  l'orlglne 

eoit  perpendicnlaire  au  plao 

Ax  ^  Bu  +  Cz- M)  =  0.  (3) 

Solent  P,  Q,  B  les  points  oü  ce  plan  conpe  les  trols  axes  de  coordon- 
nees  OX,  Oy,  OZ;  /  le  point  oü  il  renconlre  la  perpendicnlaire  (2); 
et  Ht  K,  L  les  projections  ortbogonates  du  pied  /  sor  les  Irois  axes^ 


i 


t  kl    I 


d€9  coordonnäes  dam  ie  plan  et  dans  tespace,  etc.  YSi 

Les  triaD^Ies  lOP,  10 Q,  10 R  sont  rectangles  eo  /,  et  les  drol* 
tes  IHy  IKy  IL  sont  les  perpendiculaires  abaissees  dv  kommet  com- 
man  /  des  angles  droits  snr  les  bypothennses  OP,  OQ,  CR.  Si  nons 
representons  10  ^^bt  ö,  noos  anrons  donc 

ö^=:OP.OH=OQ.OK—OR.OL.  (4) 

Cela  etabli,  soient  a:,  y,  z  les  coordonnees  de  Textremite  /de 
la  perpendicalaire  ö)  nons  avons,  par  la  tbeorle  des  projeetions  et  en 
vertn  des  ^qnations  (2)  de  la  droite, 

OH=a:  +  pcosv  +  %eosii  =  —  (a  +  beosv  +  ceo3fi)f 

OK=:y  +  äcos  A  +  o:  cos  V  =1-  (^  +  c  cos  k  +  neos  v), 

OL  =1  %  + seos  fi  +  peosX  :=-(€  + aeosfi-i-beosl); 
et,  comme  reqnation'  du  plan  (3)  donne 

op=^-2'    ^^=~S'    0Ä=^^, 

z  D 


c~      Aa  +  Bö+Cc' 
nons  obtenons/en  snbstitnant  dans  les  egalltes  (4),  . 

g-f^COSV-tCCOSft_^  +  CCOSA-fgCOSV       g+gCOSft-f^COSil 

—  ^  "~,  B  -  C  *  ^\ 

Teiles  sont  les  relations  necessaires  et  sofflsantes,  ponr  qne  le 
plan  (3)  soit  perpendicnlaire  ä  la  droite  (2). 

Mnltiplions  les  denx  termes  des  trqis  dernieres  fractions  (I)  par 
les  qnantites  respectives 

sin^A,    cosAcosft— cosv,    cosAcosv— cos^i; 
et  ajontons  terme  ä  terme  les  fractions  resnltantes;  noos  tronvons  qne 

Aa-^Bö^€c      6^ 

a 

^   "^^sin^A  +  i^CcosAcosft — cosv)  +C(cosAcosv — cosfi) 

ö _^ 

~"  jBsinV+  ^(cosficosv — cosA)  +  ^(cos^tcos A — cosv) 

""  Cslii*v+  2l(cosvcosA— cosf*)  +  i?(cosi/eosfA— C06A}'  ^^ 

Theil  XXYL  10 


e  mHhode  iiotirellf  de  Irnniformallon 


/fP  ^  1  —  cos'Jl — cos-V — cos*v  +  2cosilcosficoav 


-42  =  slnnsfnV- 

=sliiVsIii'v- 


(COSflCOSV— cosl)^ 

(cosvcosl  — cosn)*; 


1  OD  tlre 


^cosl=(eosicosft-co3v)(cosicosv-co9(i)— sin''.l(cos(icos>'-cosi),l 

^*C03fl=(C03jliCOSV-C09A)(COSfiCOSA-COSi')-SlllV(C''Sl'COSA— COS(*),>(y),J 

^'cosv— (cosvcosi-cos(<)(cosvcosf(-eosi)— sin2v(cosAcos^— cosv).l 

Allmet-  J 


20.    Conditions  de  perpendicularite  de  deux  plant. 
toDs  qne  les  deax  plans  (3)  et 


A:x  4  fiff  +  C»  (  D'  -. 


0 


(5) 


solpnt  perpendfcolalres  enire  eni.    Ce  second  plan  sera  oeces-salrement 
parallele  ä  1a  droite  (2),  ce  qnl  fonrnlt  une  premicre  lelatlon 


A'a  f  B'6  J  C'c  =  0. 


m 


La  perpendlcnlarll^  de  In  drolle  (2)  et  du  plan  (3)  nous  donne  de  plns 
les  relallons  (1I)>  Mnlliplions  par  les  quaDliles  rcspectives  a,  6,  c 
les  dcns  termea  de  chacnne  des  trols  dernltres  fracllnns  (11)  et  ajon- 
tons  les  fractions  resaitaiites  tenne  ä  termc;  qous  obteuoas  ainsj  ane 
fraclloD  qui  rtevrs  f'tre  egale  a  cliaciine  des  rapports  (11);  or,  en  vertn 
de  (6),  le  niimeraleur  de  cetle  derniLTe  frncllün  est  egal  a  z^ro;  II 
ßint  donc  qa'll  eo  soit  de  in^me  da  deDomiaalenr.  Nous  troavons  ainsl 
la  relatlon  de  conditlon  dcmandee 

■'"'  ''     ""■"        ^^'s!nn  +  /rß'slnV+CC'siii'v 

+  (Aß'  +  ß-4')CcoBicosf(— cosv) 

+  (ß(?' +  CB')  (cos  ficesv  — «ISA) 

+  ICA'  +  AC)  (cosvcoai— eos|u)  =0,  (vi) 

qa'on  pent  eocore  mettre  sons  ToDe  oa  l'autre  des  denx  Tormes  sqI- 
vaiites : 

Ä  [i^  sin^i  \  ß(cos  \  cos^  — cosv)H  C(cosA  cosv— cosf*)] 

+  ß'[Bsljl^f>  +  C(COSfiCOSi'— C03i)f  ^(cosficosl— cosv)] 

-j.  C"[rsiii*v  +  ^(cBSvcosA— cosn)+ß{cosvcoS|U— co3i)]=0,  (Vir) 


*•*  eofirttimnie»  daits  le  plan  e/  dtms  l'fspace,  tu.         139 

l'sln"l+  ß'(cosicos/i  — cosv)  +  C'CcosAcosv— cosfi)] 
-)-Ä[£f'slnV  \  CCcosf/cosv— cosi)  f  /('(cosficosi-  cosi')] 
+  CfC'sin'v+^'(cosi'coai-cosft)  +  ß'(cosi'cos(t-cosi}]— 0.(VIII) 

2).     Condilion  de  perpendicularite  de  deu.r  droitea.    Consi- 
derons  Ics  deux  drnitcs  v2)  t't 


qne  DODs  snpposerons  respectivement   perpeDdIcalaires  anx  plans  (3) 
et  (5);    ces  detix  droites  Reronl  perpendiculaires  enlre  elles. 

Mulllpllons  par  o',  6%  C  rcspeclivement  les  deax  lerines  des  trols 
dernieres  TracllODs  (1) ,  et  ajontons  les  prodaits  ottenns  terme  ä  terrae. 
II  noQS  vlCDdra  alDSl  uiie  fracliou  eqaivaleute  anx  fractloiis  (I).  Or, 
daas  celte  Ct-actioa  obteaae,  on  a  le  deDOioiiuiteDr 

Aa'  \  Bb-  ^  Cv'  —  d; 

le  muDPrafenr  sera  donc  anssi   ddI.    Nods  obteaoDs  Blnsl  la  relalloii 
de  coDdKloD 

aa-  f  ,Ä*'  H  et 
+  (ör  +  cA') cos i  f  (c«'  H  nc') cos fi  H  (aft'  +  ba') cos  v  =  0,     (IX) 

qal  exprlrae   qae  les  deox   droites  (2)  et  (7)    sodI    perpeDdlCDlalres 
eUtre  elleä.    Elle  pent  encore  s'ecrlra 

a'{a  +ftcosi'  +  ccosfi) 
+  A'(Ä  f  ccosi  ^acosv) 

+  Ä'(c  +  ocosfi  +  *cosi)=0,  (X) 

00 

a  {w  +  ft'coB  V  +  Ccos  (*) 
+  A(*'  +e'coai-fa'cosv) 
l-c(f'  +  a'co3fi4^ö'cosi)^0.  (Xt) 


»biet 


le< 


eo^rricfentl     de 


22.    CoDSid^rons  la  droite  (2)  et  le  plan  (8),  qne  nons  snppose- 
rons tonjonrs  perpendlcidaires  enlre  eax.    ßeprt>seDlOD8  par  r  les  trola 

rapports  i%sa\  <1)  et  par   „  cIibcdü  des  rapports  eganx  (II).    Nods 
ivons  alDsi  les  egallt^s       ' 
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ft  +  ccosA  +  «cosv=jBr,  ?  (8) 

^in2A+iB(cosAcos/*— -cosv)+C(cosAcosv— coSjit)=iiÄ,  ) 
B  sin  V+  C(cos  fi  cos  v—- cos  A) +^4  (cos  fi  cos  A— cos  v) = ^Ä,  >    (9) 
Csin^v+^^CcosvcosA— cosft)+^(cosvcosfi— cosA)=cÄ  / 

Posoos 

tta--ß2^^2^^2_|.2öccosA  +  2cacosf*  +  2Ä^cosv,       (XII) 
ü^z^A^  sin  H  +  iB^sln  V  +  C^  sin  «v +2^  ^  (cos  A  cos  f* — cos  v) 

i 

+ 2^C(cos  fi  cos  V  — -  cos  A) + 2  C^  (cos  v  cos  A — cos  |Lt),      (XIII) 

Sl  nons  mnlliplions  les  equations  (8)  respectivement  par  a,  d,  c; 
les  eqnations  (9)  respectivement  par  2^,  ^,  C;  et  qae,  cbaqne  fois^ 
nons  ajoutions  les  resultats,  nous  trouverons 

u^z=i{Aa\Bb\Cc)r,  (XIV) 

m={Aa^^Bh^'Cc)R.  (XV) 

Ces  relations  nous  permettent  de  calcnler  les  valenrs  de  r  et  R  en 
fonction  senle  ^^  u,  V  et  A. 

Les  ^galites  (I)  et  (II)  nons  donnent  d'abord 

r=(.4a  +  i?^+Cc)^2' 

mnltipliant  terme  ä  terme,   on  obtient 

Les  Eqnations  (XIV)  et  (XV)  nons  donnent  ensoite 

R      U^ 

Par  ces  deux  ^galites  nons  obtenons  les  valeors 

R--.A,    r=jj.A,  (XVtÖ) 
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qol,   ^tant  transportees  dans  les  relations  (XIV)  et  (XY)»    fonroissent 
regaUtö 

lJu^(Aa\Bb\  Cc)  d.  (XK) 

23.  ComparoDs  actnellement  ootre  Systeme  de  droite  (2)  et  plan 
(3)  rectangniaires  ä  an  second  Systeme  de  droite  et  plan  perpendi- 
cnlaires  (7)  et  (5). 

En*representant,  dans  ce  Systeme,  par  r'et  Ä'  desquantites  ana- 
lognes  aox  rapports  r  et  /?  dn  premier  Systeme,  nons  avons  de  m6me 

ö'  +  ö'eosv  +  c'cos^  =  ^'r', 

* +c'cosi  +  a'cosv=^'r',  }  (10) 

•  ^'sln*il+Ä'(cosAcosfi—- cosv)  +C'(cosAcosv— cosft)=a'Ä', 
i^'sinV+C"(cosfiCOSv— cosA)+^'(cos|»cosA— €031;)=*'/^,  }  (11) 

Csin^v+^XCOSVCOSA— COSfi)+^'(COSVCOSfi— COSA):::^'/^; 

en  mSme  temps  qne 

u^  =  (^ V  +  Bö'  +  C'O r' ,    C^'2 ^ (^'^ ^ ß^i,' ^ c'cO R ;  (XX) 


R        I7'3 

ÄT—^,     -=:^;  (XXI) 


et 


R  =  ^.J,    r'crr—^.^,     [7V  =  (^'a'+i5'Ä'+C'cO^.  (XXn) 

Posons 

V  =  «a'  -I  bb'  +  cc' + (b&  +  c^')  cos  A  +  (ca*  +  acO  cos  f* 

+  (a^'  +  *a')cosv,    ,  (XXm) 

r=  i4.4'sinn+l?ß'sinV  +  C'C'sin«v 

+  (J^'+Ä^')(cosAcos^— cosv)  +  (iBC'+Ci5')(cos^cosv— cosA) 

+  (C/I' +  24C')  (cos  V  cos  A— cos  |[a).  (XXIV) 

Cela  fait,  multiplious^  les  egalltes  (8)  respectivement  par  <,  b\  & 
et  les  ^galites  (10)  respectivement  par  a,  b,  c;  si  nons  ajootons 
cbaqne  fols  membre  ä  membre  les  r^snltats  obtenns;  nons  anrons 

f>=:(Jfl'  +  Ä^  +  <V)r=(^'fl  +  B'*  +  C'c)r',        >(XX.V) 


'  I 


r 
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MnlUjdloDseiisiittelesrelatloDs  (9)  par  J-,  ß'.  C'\  le3re]»ti(Hts(ll) 
par  A,  B,  C;  si  noDs  falsoDs  chaqae  Tols  la  somme  des  pcodolls 
oUenDS,   DODs  troaverons 

V={Aa  \  m\C'c)R=K'\ii\Bb\Cc)R.         (XXVI) 

ftenplapoDs  dans  ces  i^geliläs  r,  R  et  f,  R  par  leurs  valeurs  (XVIII) 
et  (XXII);  puls  comblnons  les  resnltals  conven  ab  lernen  I,  dods  obliendroas 

=  l^Äa'  f  Bf  f  Cf )(.l'a  f  Ä'ft  +  C'c)  J";  (XXVn) 

<Vaä  DOUs   tlrons 

24.  Ol)  sait  qne  [es  deax  plaos,  menes  par  l'orlglDe  parallel»- 
nant  ä  (3)  et  (5),  se  coapent  snIvaDt  la  droite 


BC—CB  —  CA—AC  -~  AB  —  BA'  ^ 

perpeodlcDlaire  an  plan 

{ltc'—cb')ir  +  (ca'~~ac'}i;  +  {a/>-—ba')a  =  0  { 

coDdnlt  snlvant  les   denx   drultes  (2)   et  (7).     Kons  avous  alDsi 
trolsfeme  Systeme  de  ilroite   et  plan  perpendicnlaires,   qnl,   de  uißme 
que  les  denx  precedenis,   dODue 

{BC'~CB)i-[CA-—AC)ca3v-\-(AB'—BA-)co3n=(b&—cb')S 

(,CA'—AC')  +  (AB-—BA')cosH{BC'-CB-)casv=(,ca--ac-)S,  ^  (1»J 

iAB'-BA')-\-(BC'-CB')cosfi-i-<,CA-~AC")coaX^{iib'—lia-)S; 

et 

(bc'  —  cb-)  s\d^\  +  {ca' — ac')(caskcos^ — cosv) 

+  (.ab' — öa')  (cos  J,  cos  V— cos  fi) = ( jß  C—  CB')s,  J 
{ea' — a(7')3inV  +  («*' — *«')  (cos  (*  cos  v — coai) 

+  (*C'  — CÖ')(COSflC08i — C081')  =  (C^'— .46"}«,  I 
(aö'— *ffl')slu*v-|-(*c' — c6')(cost'Cosi — cosfi) 

f  (ca'— «c'j(cosvcos(* — coffA)=(.4Ä'— 1*j4')*;  ^ 
oji  f  et  «  ^slfnent  des  qaantlt^s  aoiilogBes  b  r  et  R,  de  sorle  qn'on  tf 


>(15) 


L 


-  Vm  coardatmäes  dans  le  pian  ei  dam  l'espaee,  eie.         14S 

Sf—J*.  -  (XXIX) 

Noils  p«tvoii8,  du  reste,  d^tern^ner  S,s  ^  (dncttoo  de  27,  ü^y  u,  W 
et  /f.  Galcalons  d'abord  la  vaienr  de  s.  U  noas  suffifa,  paar  eela,  de 
d^tenniner  l'expression  de  la  difference  ,    : 

(BC—  CB')rr' 

ä  Taide  des  deax  dernieres  des  pelations  (8)- et  (10);  or  cette  expres- 
slon  est  ideDtiqaement  egale  an  premier  membre-de  la  premidre  dea 
eqnatiODS  (15);  par  cooseqaent,  nous  avons 

^  =  rr'=^^.^2  (XXX) 

Substitaant  cette  valear  dans  la  relation  (XXIX) ,  nons  trouvons  qne 

Ä  =  §  =  ^.  (XXXI) 

Cela  tronve,   posons 

W^  ==  (ßC—  CB')^  +  (Ci4'—  AO)^  +  (AB'-'BA')^ 
+  2(CA'-'AC)(Aß'—BA)C03k 
+  2(AB'—BA')(BC''-CB')C03ii 
+  2(BC'— CB")  (CA'— AC)  cos  V,  (XXXH) 

ip«  =  (ö&—cö')^sinH  +  (ca  —  acO^slnV  +  («*'— ÄaOsin«v 

+  2  {b& — cb")  (ca'—ae')  (eos  A  cos  ^ — cos  v) 

+  2(eö'— acO(öö'— öa0(cosficosv— cosX) 

+  2(öö'— *aO(^c'— c^O(cosvcosA— cosft).        (XXXIU) 

Mnltlpllons  les  egalites  (114)  respectlvement  par  BC'—CB', 
CA—AC'y  AB—BA\  et  ijontons  les prodnits  membreä membre; 
nons  tronverons  qne 

-^  =  (Ja  +  Äö  +  Cc)  (^V+Ä^^'+  C-C) 

'-(Aa'+Bb'+C&)(A'a+6'b+C'd)^ 
on,  en  vertn  de  (XIX),  (XXD)  et  (XXVIH), 

et,  ei^  redniaant  a  t'alde  de  (XXXI)., 
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W^A^=z(ßü'^—V\  (XXXIV) 

.  Mnltipllons  ^nsnite  les  relations  (15)  respectivement  ^w  b&-^cb', 
cä'  —  a&y  aö'—öafy  et  ajontons  les  r^soltats  membre  k  membrey  il 
noas  yieadra  . 


w 


2 


9 


■{Aa + Bb'\-Cc){Aa'  \B'b'^  Cc')-{Aa!-\'  Bb'i  C&)(A'a-i  Rb^  C'c), 


ouy  comme  pr^cedemment, 


z/2  A^'uu')^' 


ei  9  en  rädnisant  ä  Taide  de  (XXX), 

•  *  *  ■  ^     ■ 

» -'NoQS  voyoos  en  mdme  temps  qne 


S 


ovc  bieä 


W 


s 


w 


üü'  ""  Wtt'.z/ 


(XXXV) 


(XXXVI) 


§.  111.     Distances    eiitre    les    points,     les  droites    et  les  plana. 

25.  Distance  de  Vorigine  ä  un  point.  Soient  x^  y,  z  les 
coordonoees  d'uD  point  M\  d  la  distance  OM;  et  a,  ß,  y  les  angles 
qua  fait  cette  droite  avec  les  axes  de  coordonnees.  La  metbode  des 
projections  nous  donne 


=  :  .■■>  ■■ 


ö=za;coscc  I  ycos/3  +  2cosy; 

.'    dcÖSd^X+pCOSV  i-ZCOS(lf 

^cos^rry  +  acosA  +^cosv, 

öcosy  =  »  +  o^-COS/Lt +ycos  A. 


(16) 


(17) 


Mnltipllons  les  deox  membres  de  ees  egalites  par  les  qnantites  respec- 
tives  ö,  X,  y,  z,  et  ajontons  les  resnltats  membre  ä  membre;  nons 
tronvons  ^-'     *     ■ « 

6^=x^^  y^  +  »2  +  2y%  cos  A  +  2zx  cos  fi  +  2xy  cos  v.  (XXXVU) 

26.    Distance  de  deux  points.    Considerons  nn  second  pblnt 
M' j  dont  les  coordonnees  soient  o:';  y,  s';   transportons  Torigine  en 
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ce  polDt;  et  söient  a*j,  Vi,  S|les  nonyelles  eoordODBees  du  pdtiit  M. 
Nous  avons  v 

S^  z=  x^  +  y^  +  »i*  +  2ifi»i  cos  \  \  1%ix^  cos  ^  +  2.riyi  cos v ; 

maiSy  poisque 

a:=ari+a:',    y=y^\y',    zr=si%^-\%*y 
on  a 

a:i=:ar— a:',    y\=^y—y\    »i=ä— »'; 
de  Sorte  qn'!!  vieot 

+  2(»— »')  {x  -  arO  cos  ^  +  2(a:  —  x')  (p  -  y')  COS  v.  (XXXVHI) 

27.  Distance  de  l'origine  ä  un  plan.  Le  plan  etant  repfe- 
sentee  par  reqaation  (3),  et  sa  distance  ä  rorigioe  par  la  racine  carree 
des  expressions  (4),  la  distance  demandee  sera  fonrnle  par  ies  eqnä- 
tions  (II).  Ponr  en  avoir  la  valenr,  mnltiplions  Ies  trois  dernieres 
firactions  (II)  respectivement  par  Ay  B,  C  et  ajontons  Ies  flractiöns 
r^snltantes  terme  ä  terme;  nous  tronverons,  apres  avoir  effectne  ton- 
tesles  rednctions  Evidentes  et  en  ayant  e^ard  anx  notations  (III)  et  (XIII)^ 

^=ir'  (XXXIX) 

28.  Distance  d'un  poini  ä  un  plan.  Transportons  Torigtti^ 
an  poInt  donne,  determine  par  le^  coordonnees  x\  y%  z';  l'eqnation 
(3)  dn  plan  deviendra 

Ax  +  By  +  Cz  +  (Ax'  +  By"  +  (k'+D)=zO, 

la  distance  de  la  tfouvelle  origine  on  dn  point  doane  an  plan  (3)  sera  donc 

ö=(Ax^  +  By'  +  Cz'i^D)^.  ■'       ...(XL) 

29«  Distances  d'un  point  aux  plana  de  coordonnees.  Le 
plan  (3)  se  confondra  avec  le  plan  des  yz,  si  l'on  a  B=0,  6'=0, 
Dz=zO.    Dans  ce  cas  le  denominatenr  U se  rednit  ä  ^  sin A ;  de  sorte  qne 

Ax' 

ehi  ia  distance  dn  point  dönn^  an  plan  des  yz.   On  tronve  de  m^me  qne 

,       Ay'      ^     ,Az'  .       ... 

sont  Ies  distances  dn  point  dönhe  atix  plans  des  sor-^et  'de^* d^/^^i-  '^ 
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itO.    ßistance   rf'un  poinl  ä    une    droite.      Solent  x',  g' 
les  coordonuees  dn  poInt  .¥.  dont  II  Taut  determiDer  Is  dlstaoce  h.  la 
droite  (1). 

Dq  potnt  HI  abalssODs  sor  la  droite  la  perpeDdlcalalre  MP,  et 
JolKKODs  le  polal  M  an  polnl  N  de  la  droite  dont  les  eoordoanees  sonf 
p,  g,  r.    Sl  noQs  posons 


MP—6,    MN=P,    angle   MliP^n, 


Doas  aaroDs 


eu  rnSme  temps  qae,  en  verto  de  (XXXYDI), 

/«  -  (j:-  -^)"  +  (y  -  y)"  +  (=■  -  r)* 
+  2(y— y)(*'-r)eosAf2(6'-r)(.T'— p>cosp  f2(.r--p){s'-?)eos.', 
et 

u*i^  sin  "9  =  7^  —  iH'—cff'  ^  c?— *r)*sln  «J.  +  (c  j:'— as' + ar—cp)^  sin> 
+  (aj'—  ftj;'+  *;»  —  o?)*  sta"v 

+  2(&B'— CJ/'  +  tf?— ft»')(Ca.''— aa'  +  IM-  — Cp)(C09iCOSf4.— COSr) 

+2(e.T' — flB'+«r — cp){ay' — Äa^'+ftjj— «yXcosficosv— cosij 
4-2(0^' — fi:c'+*p— ffl?)(*e'— cj/'  +  cj— ftA-)(cosvCOSi— C08(*).  (XLIII) 
La  dlstance  cbcrcbee  sera  donc 


S  =  -. 


(XLIVJ 


31.  Dittance  de  l'oi'iffine  ä  une  droiCe.  Elle  s'obtlent  en  an- 
ODlant  x',  y,  %'  dans  les  formnles  (XLIII)  et  (XLIV).    Od  troave  alnsl 

/^^(c?— 6r)»sln3A  +  {ar— Q;)''sin>  +  {Ap— ay)'slii'v 
+2(fy— *r)(ar— cp)(co3ficosl— cosv) 
+ 2  (or — cp)  (*p — aj)  (ces  V  cos  fi — cos  A.) 
+  2{öp— ay)(cy— 6r){cosicosv— cosfi).  (avj 

32.  Distance  d'vn  poinl  ä  une  droite  menee  par  torifftne. 
Ponr  la  tronver,  11  nons  safflra  de  faire  p  =  0,  9=0,  r=0  dans 
l'expresfiioD  (XLIII).    Nous  obtenoos  alasl 


'  dttetoraomiia  äam  U  pla»  et  ämt  fespMt,  etc.         | 

s=(cy  — jBOäsln^i +  ((»■— cj-')»slaV  +  (A.T'—«y)»8iii»v 

+i(cy' — bK')(tn^ — Ca:')  (cos  fi  cos  k — cosv) 

-i'  2(ia'—ex')  (bx" — aff'j  {cos  v  cos  ^— cos  K) 

+2(*^'— fli/')(<:j/'— 66')(co3lcosv— cosft).  (XL' 

Diatancea  i^un  point  aux  axes  de  eoordonneea.    L'a 
st  represenle  par  les  eqnations  p^O.  b  =  0.    SI  (Jone,  ai 
aüDDloDs  b  el  c  daos  la  valear  (XLIII),    Dons  trooTerons  qae 


et,   comme.   daas  ce  cas,   u^O, 


l!f%'  (cos  V  cos  fi— cos  i.) ; 
vlent  poor  la  illstance  da  polnt 


^mi 


^''=y«sinV  +  «'*sin>  — 2y'«'(cosvco9,tt  — cosA).    (ILVll) 
IS  troDverioiis  de  inSiue,   ponr  les  dlstancea  sni  axes  des  y 

y^ ^  b'^ s!d H  |-  a:"^ siD  *!'  —  2&'j,'  (COS  A COS  v  —  coa  fi) , 

Z"  =.r'*siuV+J''*sin*i  — 2j:'^'(cosficosi — cosv). 


34.    Plus  courle  diatance  de  deux  droites.     S^oppoaoos   qne' 
drolles  soleot  representees  par  les  eqnatioDS  (I)  et 


Par  la  deniieme  <trolie  mcDODs  dd  plan  parallele  a  la  premiere;   son 
eqnalloD  sera 

{bc'—cb'){,t—p-)-\-{ca'—ac')(y~q')^iab-—b(t)(%—r-)  =  <i. 
II  safllra  maJnlenaDl  de  determlner  la  dlstaace  dn  palot  p,  g,  r  de 
la  premiere  drolle  h  ce  plan.    Noqs  tronvoos  alDSl  qae 

i=~.  (XL-rai) 

oü  nons  avoDs 

n=(bc-—cb-)(p~if)^ica-—a&)(q—q-)+(ay—ba')(r—r-)-<:^Wi) 

Plus  covrie  diatance  d'une  droite  «mjs  axet  de  eoor- 
Sapposons  qae   la  secoDde  ibollc   seit  Taxe   des   x',   sea 
euoallous  seronl  tf=Ü,  b  =: 0 ;    de  sorte  qu'on  a 
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Dans  ce  cas  w  jdeviendra 

ö'*  [d^  sin  *v  +  c^  siiL^ft — Uc  (cos  v  cos  ft — cos  A)] , 

pendant  qne  n  se  reduira  ä  a'(cg—br).    Nons  aorons  donc  ponr  la 
distance  de  la  droite  ä  Taxe  des  x, 

^^  ^cg-ör)J  ^^ 

V  ^^sin^v-f  c^sin  V  —  2^c(cos  vcosft— cosA.) 
Nons  tronverions  semblablement 

{ar — cp)J 


Y  — 


Z  = 


V^c^  sin  H  +  ä^  sin  ^v — Hca  (cos  A  cos  v — cos  ft) ' 

{bp—aq)^ 

V^a^  sijQ  2^  _j.  ^2  sin  2;!^  _2Äd  (cos  ft  cos  A — cos  v) ' 


§.  IV.     Angles  des   plana  et   des  droites. 

36.  Cosinus  de  r angle  de  deux  droites.  Solent  (2)  et 
(7)  les  equations  des  denx  droites;  et,  ß,  y  et  «',  j3',  y'  les  angles 
qn'elles  fönt  avec  les  trols  axes  de  coordonnees  et  6  leur  angle'  d'in- 
cUnaison  mntnelle.  Considerons  snr  ces  droites  les  points  M  et  M* 
dont  les  coordonnees  respectlves  sont  a,  b,  c  et  a\  b',  e';  et  posons 
OM  =  u,   OM*-::=iu'.    Nons  avons,  par  la  theorie  des  projections» 

tt  =  acosa  l-^cos^+  ccosy, 
tt  cos  a  =  «  +  d  cos  V  +  c  cos  ft, 
ttcos/3=:^  +  CCOSA+  acosv, 
f/cosy=  c  +  «cosft+  ^cosA; 


(19) 


u'  =  a'  cos  a'  +  b'  cos  ß'  +  C  cos  / , 
w'cosa'=a'  +  ö'cosv  +  C'COS^H 
w'cos/3'=ö'  +  c'cosA  +  a'cosv, 
tt'  cos  /  =  c'  +  a'  cos  |Li  +  b*  cos  A, 


(20) 


Moltiplions  les  quatre  premieres  egalttes  par  u,  a,  b,  c;  les  qnatre 
sQivantes  par  u',  a',  b^,  &,  et  ajontons  chaqne  fols  les  re^nltats  membre 
ä  membre  9  nons  trouvons  Tegalite  (Xu)  et  son  analogne  par  rapport  ä  »"; 

Cela  trouve,  projetons  la  droite  OM'  snr  OM;  nons  obtenons 
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tt'cos  ö  =  ö'cosa  +  Ä'cos  j5  +  c'cosy, 

Moltlplions  les  denx  membres  de  cette  egalite  par  vij  et  les  trols 
derDieres  (19)  respectivement  par  al,  b%  c';  puls  ajontons  menibre  ä 
membre.    Ndus  aarons,  ^  redaisant, 

ia^{a  +  dcos  v+ccosft)      /      a{a! + Ä'cos  v + c'cosft)  \ 
+ ^'(^ + ccosA  f  öCQSv)  =  \  +  ^(^'+ c^'cosA  +a'cosv)  >  (LI) 

on  ^ 

cosd  =  — 7.  (in) 

c'est-ä-dire 

(Lffl) 

Äo' + ^^'+ cg^+C^c'-f  c^O  cos  A-Kcjg'+gcO  cosfi  +  (g^H^tfQcosjy 
V  ö*  +  ^*  +  c*  +  26CC0S  A  +  2cacos/[i  +  2^cos  v 

X  Va'2  ^  ^^2  ^  ^'a  4. 2Ä'c'cos  A+  2c'ö'cosft+2€i'6'cosv 

37.  Cosinus  des  angles  d'une  droite  avec  les  axes  de  coor^ 
donne'es.  Si  Ja  secoade  droite  se  eonfoDd  avec  Taxe  des  x,  11  fan- 
dra  que  6'=0,  c'==:0.    Cette  bypotbese  rednit  la  formale  prec^dente  ä 

a+6cosv+ccostt  ^,^ 

cos  a  =  '        .      '  ^  (UV) 

V^«^  +  ö*  +  c^ + 2^c  cos  A  +  2cö  cos  jii + 2ad  cos  V 
Oo  tronveralt  de  mSme  ^  , 

Ä+CCOSA  +  öCOSV 


COS/?  = 


VoM^  ö^ + c*-* + 2ÖC  cos  A + 2ca  cos  fi + 2«^  COS  V  * 

;(LV) 

C  +  ÖCOSU  +  ^COSA- 

cos  y  =     ^        —  . 

Va2+^''*+c2+2dccosA-K2cöCOSft+2fl^cosv 

88^    iSlfiiti«  de  rangle  de  deua  droites.    Ce  sians  est 

sin  ö  =  V  1  —  cos^ö  = ; , 

uu 

et,  60  verto  de  la  fononle  (XXXV), 

s*°ö  =  S'-  (LVD 

Mettant  ä  la  place  de  tr,  ti^  uf  lears  valeor?  (XXXIü)  et  (XII),  ntnis 
tronTOOS  qne 


V 


Wmnl^  snr  iine  mtlkodt  nourelle  <le  tranarnrmation 

(LVII) 
(*c'— c*')"sln'^l-|-2(  CO'— ac')(nft'—flfl')(rosvcosii-cosl) 
+ (co'— ffc'J*sln  V+2(«*'— *o')(*c'- cÄ')(cosicos  u— cosp)* 
■KgA'— ftg')'sln'i'+2f6c— g&'jCca'— gc')(cosfico3^ — cosv)^ 


2c'a'  cos  /( 
2a'A'  cos  V 


39.    £¥nu«  rfe«  anglea  d'une  droite  atec  les  a.res  de  coor- 
donne'es.    SapposoDS  qiie  la  droite 


sc  coDronde  avec  Taxe  des  x;  on  devra  avoir  ('=0,  c'=0.    iDtro- 
dalsant  cette  bypoth^se  dans  la  fonuule  (LVII),  on  la  cbange  cd 


_ ■\^ft's'tn'^'  f  c'slnV  +  a^c (cos f*ci 


V^ä^+ö*f  c*'  +  a6ccos;.+2cöcos(*  f2aöcosv' 
Od  aorait  de  m@ffle 


V  c^sln^'A  ^a*s\n^v  +2cg(cosvcosJ.— cosft) 
V'fl^+Ä'^+c'+aÄccÖsT+ZcacoSfi+ZflAcosv 


(ÜB) 


_  Va^sln*(i  +  fi'''sln'v+2a6(coslcos,u  — cosv)     , 

40.    ä'ntM  de  fangle  d'une  droite  et  d'un  plan,    Si 

^=A  =  ^    ^:r  +  ß^fa  =  0  (21) 

sont  les  ^qnatiOQs  de  la  droile  et  da  plan,  le  sInns  de  Tang^le  cherch^ 
e  sera  egal  bd  coslans  de  l'angle  comprls  entre  la  droite  <21>  et  la 
droite 


sopposee  perpendicnlalre  an  plan  (21),     Nobb  b 


Remplatiaat  —  par  sa  valeor  (XXVIII)t    oä  "  fandra  supprimer  I 
acceots  de  A',  B',  C,   nous  oblenons 


m 

^^^^^       OfS  et 


rffs  coor(ton»iei  dant  le  plan  et  dam  Pegpace, 
Aa\Bb^-Cc  A 


*         +i  ßC(cos  fi  cos  V — cos  A)  +  iCA  (cos  v  cos  i—  cos  ji) 

V^l  — COS^'A  — COSy—  C03%  +  ÜCOSAcOSfiCOSV 

V^fl^  +  Ä'-"  +  f  *  +  2*<r  cos  X  -I-  'ica  cos  fi  +  2«ö  cos  u 

1.  SinuJt  des  angles  que  fait  vne  droite  arec  les  plans  de 
coordonne'es,  Desi^oons  par  l,  m,  n  les  augles  qne  fait  la  droite 
(21)  avec  les  plans  de  cüortloDoees.  Sl  le  pfao  (21)  se  confond  avec 
le  plan  des  ys,  il  fandra  (jne  l'on  ait  ß  =  0,  t'=0.  La  formale 
precedeDte  devlent  alosl 


i'fi — coa^v+Ücosicosficosv a^ 


slniV^ö- 1-0*4  (r*+26ccosiii!c«COSft+l!aßcosv 
On  aurait  de  m^nie 


=J^  (LXII) 


11 +2  cos  i  cos  ^  cos  V  6A 


slBf*  V8'^  +  **-fc^  +  -iArcosAfJcacosti+-i«*cosv     «slafi 

c  V"!  —  cos^A— cosV— cos^v  + '2  cos  J.  cos«  cos  i»  c-d 

sinv  Vfl*  +  ö''  i-c*  ^2Äccosl  +  2caco5u+'Jfl6coav     «slnv 

42.  Siaus  des  angles  gue  fait  un  plan  acec  les  axes  de 
esordonne'es.  Nons  desl^croos  ces  angles  par  a,  b,  c.  Si  la 
Grolle  (21)  se  coDfood  avec  Taxe  des  x,  noos  aoroos  £  =  0,  c=-0', 
ce  QDJ  doDne 

/l  V  1 — cob'A — cos'fi — cos^v+^icosicr«"""""'     ■"•* 


A^sisiH  +  2AB(cosi.costi—cosv)         O 
;  jB^sinV  I^ÄCCcosftcos»— cosi) 
VC^sia^v  +2C^{cospcosA  — cosft) 
On  a,  d'Qne  matlere  analDg:ne, 

_  fiV^l— cos'A— cos'fi— cos'v42co8ilcosftcosv      BA 


slnb 


A^slaH  +  2Aii(cQskeosii — cosv) 
ir'slnV+  2ßC(cosfieosv— cosi) 
C^sln^v-f  2C^(co5v  cosA — cosfi) 


\t!Q  Boilar:  Memoire  sur  une  miihoäe  nomelle  de  Iramfitrmatien 
_,__      CVi — cosH — cos^ft — cos  V  4  '2  cos  ^  cos  fi  cosn 


Y: 


jasin^A  f2^ß(co3Acosfi— cusv) 
B"^  sin  äfi  -|-  2ß6'(cos  ft  cos  r  —  cos  k) 
C^sin^v  -|-'2^'j(cosrcosA — cosji) 


43.    Sinvs   des   angles   gue  fönt  tes  aa-es  de  coordonneea^ 
avec   lea   plans   de    coordonne'es.     Representons   ces    angles   par 
Agü,  ¥&x,  Zxy.    La  droUe  (21)  ^taiit  snpposee  coofoDdue  avec  l'ose 
des  X,   on  e  b=Q,  e=(i-y    ce  qai  r^dnit  la  formule  (LVin)  ä 

On  tronve  ainsl,   cd  venera! ,  qoe 


slDJlrasinA=sini'»a 

sin  fi  =  sin  Zx!/  sin  v 

<ä 

^^^Vl-cos^A-cosV 

—  cos  *!-  +  2  cos  1  cos  fi  cos 

«.  (IXIV)  ■ 

"''  44.     Cosinus  de  langte  de 

deux  Plans.     SapposoDS  qae  les     " 

deox  Plans 

A.T  \-ßy\  Cs  =  0, 

J'ar  +  B>+  r*  =  0 

(«) 

soienl  perpendicHiaires  aas  drolles 

.J 

.T     y      % 

3:_y_B  . 

a'      6'      c' ' 

1 

lenr  angle  6  sera  ^gat  ä  celnl  de 

ces  droites.     Kons  avons. 

liar  con- 

seqnent,  en  vertn  de  (XXTIIl) 

cos  6  =  ;^ 

V 

^  —  TTfl' 

(LXV) 

.J^'slnn  +  (fiC'+  CB')(cos^tcosv-cosi) 
+ßÄ'sinSft+  (CVr  +  JC')(coBi'COsi  — cosfi) 
CC'sln^+(^g'  +  BvJO(cosAcosft  — cosv)  (lxvI) 


^^  alu  ^A  +  2Ä  t'  (cos  n  cos  v  —  cos  i)  , 
+  B*slnV  +  2C^l(eosrco3A— cosfi)  J 
+  C'sln^v  +2iiß(cosAcos(t— cosv)  l 

^'»sinn  +  2B'Ö(cösficosv-cosA)  t 
+  ß'2slnV  +  2t'^'(cosvcosi— cos(j.)  j 
-|-6"^sin'«  +  2/('ß'(cosAcos(i— cosv)  / 


da  ceordonnifet  dorn  le  pftm  et  dam  tespaee.  . 


Cosinus  des  anglea  d'un  plan  arec  les  pl'ins  de  coor- 

dennees.    Kepresenloos  ces  anglfs  par  L,  M.N.    Ed  posant  fi'— 0, 
C  =  Q  daüs  la  ronnole  (LXVI),  on  en  tire 


(LXVn) 
As\a^k-\-  C{cosilcos;j~cosi')  +  f_'{i 


(coa  V  cos  i  —  cos  n)  +  2  Aß  (cos  A  cos  fi  —  cos  v) 


Od  a  de  mdmc 

B3lnV+  6'(coSjtci 


-cosA)  4-  .^(eosftcosA— co3n) 


_       Csin'i'  +  ^Ccosi'cos^— cosn)-hg(co8i'Cosft-  cosJ.) 


A^lüH+B^sia^ti^C^ia-^v+iBCicosiicosv—casl) 
2t-'-4(cosvcosA  —  cosfi)  +  2AB  (cos  kcosfi. — cosv) 


sin 


.tT    ^■■^ln*A+Ä*3in>+C''siD*v+2ßC(cosficosv-cosl) 
*  +2Cii(cosvcosi  — cosfi)  ^- 2AB (cos Xcosfi—cosy) 


n.  Cosinus  des  angles  des  plans  de  coordonnees.  Di^slg- 
noDs  ces  angles  par  X,  )',  Z,  Poar  avolr  cosZ,  il  Tandra  faire 
^  =  0,  fi:=0  daas  la  rormale  precedente.    Nods  tronvons  alasi  qaö 

COSicOSft  —  cosv  _  /ivuniv 


SlOXSlOfi 

cos  fi  cosv  —  cosi 


siaf:isiQv 


cosv  cos  i  —  COSfl 

slDvsinl 


47.    Sinus  de  l'angle  de  deux  plans.    Le  sinas  de  l'anfle  des 
deax  Plans  (21)  est  egal  ä 


Vü^c" 


Hettanl  dans  cette  eipresslon  la  yaleor  (XXXIT),  oona  Iroavons  qae 
■  mB  =  ~jp.  (LXIX) 


1 1B4  l>o»lor:  M*mofre  tur  vne  mHhn^e  Ttinr^lr  d^  irrmifinnitlion 
(LXX) 

+  iCA'—AC'yi-\^2{AB-—BA%HC--CB)ms^  \ 
+  {AB-—BA'f^  2{BC'-CB-)iCA'-AC-)cosv  \ 


w 


xV  1  —  cos^J.— cosV  — COS^  I  2C0S^C0SHC(IS1' 


V 


/i'siB^'A   +  2ßC'(C03fiC0SV  -COSÄ)   \ 

H  B*s!nV  +  2rJ(c03i'  cosA  —cosfi)  i 
+  C^sia^v  +  2Jß(co3icosn  — cosv)  1 


^■=smn  +  2ß'f(cosficosv  — cosA)  l 
+  ß'^8iBV  +  2C'-^'(coai'COsi-co8f«)  1 
+  C'»sln'^  +  2vi'ß'(cogicos^— cosv)  / 


48.  Sinus  des  anwies  ä'un  plan  avec  /es  plana  de  coordom^ 
ne'ea.  he  second  des  deax  plana  (22)  se  coDfojiiira  avec  le  plM  deä' 
ya,  si  r«n  a  B'  =  0,  C  =  0.  Cette  bypothese  redaira  la  formalft 
(LXX)  ä  la  salvaule 


s1bL  = 
On  tronTcralt  de  möme 

s\üM  = 
s\bN 


(7sln  ft 


(LXXI>i 


49.    Sinus   des  angles  des  plans   de   coordonnees.    L'angle 
L  devleadra  l'angle  Z,  $1  le  premier  des  denx  plans  se  confoad  aveej 
le  plBD  des  x%.    En  falsaut  [tone  A—^,   C  =  0,  oa  Ircmfe 


_  Vi  — cosH— cosy  — cosV^^  2cosActt8ficaBv  r,.ii 
sIdAsIü^  ' 


8lnZ  = 
OD,  ea  g6näral, 

SloJ'sln^slDi'  =  SlD?'slDVSlDA  =:  SiuZsiD  AslDfi  =^.  (LXXII)V  1 


/teS  roarilonfifits  /rftnn  te  prnn  rt  daiti  t^iftatp. 


m 


g.  V.     Equation«    de«    d  n 


I  Dt  piani  perpendii 


50.    Droile  perpendiculaire  au  plan.    Le  plito  etant  representä 
par  l'eqaatlon 


Ax  f  Äff  +  f'e  ffl  =  0. 


(23) 


la  drolte  abalssee  de  l'orlgine  perpendlculalremeut  snr  ce  plan  sera 
delermiDce  par  les  egnatlon-H 


I 


A  sin  "i  +  BCcos  i  coa  fi— cos  v)  +  C  (cos  l  coa  v— cos  jt) 


■ß8lDV  +  <^(C0Sf  COSV— COSi)+H(COSfiCOSA— COSv) 


"  C8tii*v+  -J(cos  V  cos  A— cos  (t)  +  ß(cos  V  cos  fi— cos  A)'  ^ 


Ponr  avolr  les  coordoonees  du  pled  de  la  perpendicolaire,  noas 
mnltlplIoDs  les  deos  lermes  de  la  premlere  fraclion  par  A,  cetix  di^ 
la  secoQde  par  B,  eeox  de  la  trolsieme  par  C  et  nons  ajaotoiu 
terme  a  terme;  nons  troavans  alusi  qoe  cea  fractiODS  süDt  äqaiTaleii;  j 
tes  a 


I       ^1 


Ax+  By-{-(\  __      ß_ 

ü^        —~v^'      '  ''    '  ■■ •'*■' 

Le  pled  de  la  perpendiculaire  a  donc  poor  coordonru^es 
a:=  — ■i7ä.[-'lsin'A+ß(cosicos(i-cosi')^-r(cosAcosv    cosfi)],  j 

1/=:—  ^.[B3inV+C(co3,ucosr-cosi)+^{cos(iCosi    cosv)],;  (LXXIV) 

B^  — -^.[CäiDV+^(C0S1'COSLC0Sfl)+ß(COSVC0Sfi-C0SA)j.| 

Si  i»  perpendicolaire  devalt  (flre  abalssee  da  pofnt  x' ,  y' ,  i',  iJ 
snrflrail  de  transporter  en  ce  polot  l'orlglce  des  coordonaees,  IV'qns- 
tlon  du  plan'  se  cbangerait  sinsl  en 

Ax+  Bp+C»=  —  {A3!'+By'  +  C»'  +ß) 

et   les  coordoDQ^es  du  pled  de  la  perpeudjculalre ,    rappoiiees  ä   la 
premlere  origfne  äeratenf 


1B6  Detttir:  M^motrt  tur  une  mitnod»  wueeU«  dt  iraiufl/rmoHott . 


I 


X:[,iSlll*i  +  ß(COSj,COSfl  — COSlOH-  r(COSiCOSV — COSff)],    I 

_  >     ^^'  +  gy'  + 1^'  +  P 
"-^  f*  V(Lxxr) 

x[ßslnV+C(co8(icosi'— co8i)  +  .4(cosncoaA— coai')],  I 
'^  '  ,      Ax'  +  B>j'  f  rV4i> 

X  [CalD 'v  +  A (cos  vcos i  —  cos (t)  +  J&(cos v cosft—  cos A)].  / 

51.    P/an  perpendiculaire  d  une  droite.    La  droits  ^lant  don- 
D^e  par 

g-P      }/  —  g_z~r    ' 


r^aatloo  da  plan  perpeodlcalalre  condnit  par  Torigloe  sera 

(<i  +  ftc03v  +  ccosfi);r  +  (A  +  ccosi  +  ocosr)j/ 

+  ((?  +  acosf(  +  Acosi)s  =  0.      (LXXVI)' 

Les  coordoonees  da  pied  de  la  perpendiculaire  s'oblieDneDl  en  mnl- 
tlpUant  les  termes  des  TractioDS ,  qoi  roriaeal  les  eqaatlons  de  la  droite, 
respectlTement  par 

a  +  Acosv  +  ccos^, 

AH-rcosl  +  «cosv, 

c  |-  ß  cos  fi  +  A  cos  i 
et  eo  lOontant  les  fracliODs  resollantes  terme  h  terme.     Le  pled  i 
la  perpendlcnlalre  sera  alnsl  determloe  par  les  coordonoees 

x=  p  +  ^x[(a  +  Acosv  +  ccosft)p 

+  {ö+cco3i  + neos  t')y  +  (c+acosfi4A  CDS  i)r]i 
ff  =  ff  +  ^X[(<i  f  Acosv  +  ccosfjjp 

+  (ö4-ccosi+ocosv)y  +  (c+acosf»^Aco8i)»-}, 
s  =  r  +  -jX[(a  +  Acosv+ccos)t)j) 

-|-[A  +  CC03l-|-aeDSv)9-[-(<:-f  acosft-fAcosl}r].  / 


CLXXTO) 


d^9  emnil&tmihi  dmu  it  pkm  et  dam  l^twj^m^,  e^  •' '^  15f 

1  %  ~ 

Si  le  plan  devalt  passer  par  le  poiiit  x\  y%  »%  r^qaatton  da 
pUm.  perpendlcolalre  seralt 


I  ii 


(a-f  ^cosv  +  ccosft)  {x—x')  +  (d  +  ccosX  +  öeosv)(y'^y') ' 

+  (c  +  öcos^  +  6cosA)(»— »0  =  0;  (LXXYin) 

et  le  poiüt  d'interseetion  de  Ja  drolte  et  da  plan  aorait  poor  coordonn^es 
^=^  +  i2-^>    y=^+ii2.i^,    »  =  r+ -ä-iT,     (LXXIX) 

+  (c  +  acosft  f  6 cos  1)  (»—»').  (LXXX) 

52.    P/an  perpendicultäre  ä  un  plan,    Par  ia  droite 


proposons-noas  de  mener  an  plan  perpendlcalalre  aa  plan 

.    Xqot  plan,  qol  passe  par  Ia  droite  donn^e,   pea,t  (tre  .repr^sent^ 
par  i'eqaatlön 

m(x—p)       n(p  —  q)      («t+n)(g  — rX    ^  . 

a  ö  c  ' 

oa  m  et  n  sont  deax  ind^termin^es.    Ce  plan  devant  dtre  perpendl- 
calalre an  plan  propose,  nons  avons  Ia  relatlon  de  condltlon 

qne  Ton  peat  ecrlre 

et  oa  Ton  a 

Prziisln^A -f  J?(cosAcosfi  —  COS  v) -f  (7(cos  Acosyt— cosfi),. 
Q^  SÄ  J  sin  V  +  ^(cos  jLi  cos  r — cos  l)-\-A  (cos  ft  cqaA  —  cos  v)^ 
R  =i  Csln  •v  +  i4  (cos  V  cosX  —  cos  ft) + 5(cos  v  cos^  ji«  — «os  l)J 

Qit  on  satlsfaii  a  In  ceniHtloii  (24>^  «^  poaant 


,.] 


\  •    ■  •  t 


d'oü  09  tirip  ^  ^ 

'^  •  '  —(«1  +  «)---—^. 

Le  plan  d^maDd^  est  donc 

on  Wen      '  .  . 

-(ßc— /»)(a:— i>)  +  (Ä«— /V?)(y-^)  +  (Ä-  ßa)(»-r)=0.  (LXXXD) 


53.    Droite  perpendiculaire  ä  ub0  draiie.    Nons  nons  propo- 
sons  d'abalsser  da  point  x',  y' ,  »'  nne  peppendicnlaire  snr  la  droite 


J 


et  de' d^tennlner  les  coordonnees  da  pled  de  cette  per^endteolatre. 

La  droite  cherchee,  passant  par  le  point  x' ,  y',  %* ,  est  reprä- 
sent^e  par  des  eqnatlons  de  la  forme 

X' — x'       y  —  v'       s-^ä' 

Comme  cette  Ugne  est  perpendiculaire  ä  la  droite  donnee  (25),  on  a 
d^Jä^  poar  determlner  Ay  B\  C,  la.preml&re  relatlon  de  condltlon 

i4(a  +  6cosv  +  ccosfi)  +  ^(^-f  ccosi-f  acosju.) 

+  (7^  +  acoafi  +  *cosA)  =  0.     (27) 

La  ligne  (26)  devant  aassi  rencontrer  la  droite  (25) ,  on  a  nne  deaxleme 
relatlon  de  condltlon 

La  resolatlon  des  denx' (^(patlonsC^T)  el  <D8)idonne.:    h^  r:  ^ 


de$  coardmmHs  dmu  U  pian  et  dam  S'€$püC9,  ete^       ,  180 


/f_-P     y  ~y\  /^-fgcosA  +  gcosftX 


/a:'  — ;?     »' — r\  ^c +  aco8fi+beosk\ 


■  * 


/y'  —  g    x'  —p\/a^beosv^ccos{i\ 

+  (,~ft  ä-^J  \—         c  )  ' 


a«) 


„.       /b'  —  r     .t'  —p\  /«  +  *  cos  A + c  cos  ft\ 

^^=\-^     -ir)\ ft-' — ^; 


/ä'— r     y' —  fl'\ /^  f  ccosX+acosv\ 

I    '    '  iti*-.—.    .■!.•.  1    I       I  ■  — »**-  -        ■<  I     I  I   «Uli    I, 


Les  eqaations  de  la  perpendicolaire  demandee  soat  donc 

(LXXXm) 

X  —  x' 


y—y 


'  '  '  • 

/       •••      ; g— &' ^ 

Poor  avoir  les  coordonnees  dn  pled  de  la  perpendicolaire ,  con- 
slderons  comme  simaltanees  les  Eqaations  (25)  et  (26).  L'^limloatlou 
de  %  tfenne 

^      Äa(%'  —  r)  — Ac{x*  —p)  i 

^'^^  """~       Ac—Ca 


•  I 


%' —r     x'—p 


4v?   : 

a        c 


A       C 

8\  noQs  reinpla^ons   '—,     r   par  leors  valeurs   tiröes  da  (29) 

noHS  troQverons         ^  •   '    -^       i  .    ;i  .        i'v   >     ;  .i. 


^ 


\ « 
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(LXXXIV)  . 

A     ""    iß    ""      C    ^  a^i^ö^^  c^i^2bc cos i+2ca  cos  ii+2aöco8v 

ponr  les  ^qaations  qni  donneiit  imm^diatemeDt  les  coordonnees  da  pied 
de  la  perpendicnlaire. 

54.  Equations  de  la  ligne  de  plus  courle  distance  de  deux 
droites.    Soient 

a  b  c        ^    ^  a[  b'  c'      ^ 

les  equations  des  deox  droites,  dont  nous  nons  proposoas  de  deter- 
miner  la  droite  de  plns  conrte  distance. 

Par  Tori^ine  des  coordonnees  condnisons  le  plan 
{bc'  -  cb')x  +  {ca'  —  a&)y  +  {ab'^ba')z  —  0 

•■    /.  • 

parallele  ä  ces  denx  droites.    La  plns  conrte  distance  sera  perpen- 
dicnlaire ä  ce  plan;  Teqnation  de  la  droite  cherchee  est  donc  de  la  forme 

-5-  =  V=-c-'  (Lxxxv) 

oü  nons  avons  , 

A  ==  (bc*  —  cb*)  sin  H  +  (ca' — a&)  (cos  A  cos  ft  ^  cos  v) 

+  {ab*  —  ba*)  (cos  A  cos  v — cos  ^) , 

B  =  {ca*  —  ac')  sin  V  +  («^' — ^«0  (cos  f*  cos  v  — -  cos  ;i) 

)  (LXXXVI) 
■^{bc' —  cb')  {cos  ^icosk  —  cosv), 

C  =  (üb'  —  ba')  sin  *i^  +  {bc'  —  cft'  (cos  v  cos  A  —  cos  fi) 

+  {ca' —  ac')  (cos  V  cos  fi-- cos  k).  ' 

Cela  etant,  soient  P,  Q,  R;  P' ,  Q' ,  R'  les  coordonnees  de* 
points  d'intersectioa  de  la  droite  (LXXXV)  avec  les  denx  llgnes  (30) 
et  (31).   Nons  avons,  ponr  determlner  ces  coordonnees,  les  six  eqnations 


P-P'  _  Q  —  Q'  _  R'-R' 
A      "     B      -^      C 


(32) 


a      ^      b       -      c     *  ^^^) 


a'  o'  c 


Par  les  quatre  dernieres  nons  tronvons  les  valenrs 


:  (,.. 


qnl,   etaot  sabstllaees  dans  les  deax  preuilL'res  (32), 
les  deax  eqnalions 


-Aaö'iP'  ~p'}  +  Aaa'ig  —  g'), 
-Aac'{P--p')  \-Aaa'{r—r'y, 


aa'B  {P~P')  =  Aba'  (P—p)  - 
aa!V(P—P')  =  Aca'(P—p)- 
qu'on  peDt  meltre  soas  la  Tonne    . 
tf(Al'—Ba)P~a{Ab'~Baf)P'  =  Äa'(bp^aq)—Aaiö'p'—a-f), 
a'Uc—Ca}P~a(Ac'—Ca')P'  =  Äe^icp  —  ar)—Äa(e-p-  —  a'r')- 
De  Celles -cl  on  tire 
P—p  _  (p^zP^ i Be  —  Cf>-)  +  (g - g') ( C^—Ac-)  ■(-  {r—r^{Ab-—Ba\ 


A{dc'—cb')  f  B{ca-  —  a<f)  \  C{ab' - 


«■) 


Or,  par  snlte  de  la  uotadoD  (XXXVIl)  du  u".  2A  et  de  la  reta- 
tlon  (XXXV)  (Ja  nteme  DQuiäro,  le  denouiinalear  du  secoad  membre 
est  egal  ä 

(       a"\ibczü%l  '    I        «'■■'  +  2ft'c'cosA  \ 


^   \c'^  \^abcü%v  t  c» +  2a'Ä'cos 

««' +  (öc' f  f;A')(cosfico3i'  — cosi)  j' 
-f-W'f  (c«'-|  ac')(cosi'cosi  — cosu)  > 
-cosv) 


I: ,.,„ 
II  vlent,   pnr  conseqneut, 
P-p  _Q~q  _R^ 


(LlSSVlfl 


Liy ->')(«<"-"*')  +  (»- 


-—  (LxxxvrnJ 

?')(Ci»'-/tCl  +  (r-r)Uf -flj) 


(Lxxin) 


ip'-p)(Bc-Cd)  i-(t'-g)(Ca—Ac)  +  (r'-r)  Mi  - 


Tdles  soDt  les  valeors  qne  Ton  obllent  ponr  les  coordooDäes  des 
extremites  de  la  plus  coürle  dlstance  des  deu  dralles  (30)  st  (31). 


to 


MS  Dostar:  Mimairesur  une  mtthode  noutetle  de  tramfitrmaUem 

Cette  llKDC  de  pbs  conrte  ilistance  est  tfallleurs  determlnee  par 
les  coefflclents  (LXXXVI),  et  par  les  constantes  A,  A,  /,  qn'on  pent 
prendre  egales  soit  h  /*,  Q.  R;  soll  ä  /",  Q',  Jf;  sott  encore  k 
i(.P-\-P-).  UQ  +  Q'),  s(fl  +  Ä').  Hal  soDt  les  coordOQnöes  dn  poInt 
Hillleu  de  la  plus  conrte  dfstance. 


Cliapitre  T. 

Dethode   de    Iransrormatluii    des    coorilonDeea 
daiia    l'espace. 


t  d«lermlD< 


r  le 


ilio 


55.    Passage  des  anciens  axes  mix  nouteatix.   Les  trols  drolles 


x—p  _y^q  _  z—r 

a"     -~    b"     ~     c"       ' 

se  roapeat  an  poliit  p,  g.  r;  noua  ponTons  üonc  les  prendre  ponr 
axes  de  uonveMes  coordoonccs. 

Soint  R,  ß,  ;•;  o',  ß',  y';  a",  ß' ,  y"  les  angles  qne  foüt  ces 
<lroiles  avec  les  aoclens  ases;  et  i.',  n',  v'  lenrs  aogles  li'iDcIlnaisoD 
matnelle.  Sl  noas  represenloQs  par  x,  y,  %  les  auctennes  coordonnees 
d'on  poInt  M  de  l'espace;  par  y,  y' ,  s'  les  coordonnees  Doovelles 
de  ce  point,  noas  übtleadroDs  par  la  methode  des  piojeclioas 

a:— p  +  CV— ?)cosr  +  (e— r)cosfi=:c'cos«4y'cosa'+s'cosD;",  i 

j— 4+(s-r)cosA+(j:— p)ci)sv=j''cosi3f|/'cos|3'H-B'cos|3",  >   (2) 

»— r  +  (a7— p)cosfi  +  (y— 9)cosA=;c'eos}'-hycos)''^^s'cosj'".  ) 

..R^QlyoDs  ces  ^qnatlons  par  rapport  a  x—p,  y  —  q,  «^r;  nons 
tranronS 

=  .T'[aln''Acosß  +  (cosAcosft  — cdsv)cos^  +(cosicosv  — cosfi)cos")'] 
-f  y'[8lii^easi]i'-f  (coalcosri.~cosi')cos^'  +  (eosAeOäi"-coS|ti}eie/] 
4  »'(stHHcos  re"+  (cos  AcoSft— cos  v)  eos^''+(co.i  lc«9  V— C0Sfl)C»8v"],' 


.  jM^^^<»«r«^       4im9  ^1^0»  H^4^^mf^  fm^9fi^>  «A^^.v^^^     113 

*  =ar'^slnVcosj3  -|-(cos|ucosv— cosA)cosy  -^-(cosficosA— ,cosv)cosal» 
+  jrtslnVcosj5'  -|-(cos/icosv^cosA)c05/  +CcösftcosX— cosv)cos(i*]r. 
+  »'  [sinV  cosj3"  +  (cos>i  cosv — cos  A)  cos  /'  f  (cosft  cos  A— cosv)  cosa"], 

•'•^    '     .■       ^'^ '^  ^(»-r)  ""      ^  "^^- 

•=a7'[sln*vcosy  +(cosvcosA— cosft)cosa  +(cosvcosft— cosA)cosj3J 
+  y[sin*vcois/+(cosvcosA— cos|ii)cösa'  +(cosvcosft— tosA)cosiS'}» 
+  »'  [sin*!/  cos  y"+ (cos  v  cos  A — cos  fi)  cos  a"  |-(cos  v  cos  ft  -  cos  A)  cosß"l^ 

Or  a«as  sav4)(i3  qae  (UY  äa  a^v37) 

a  +  *i;os y  +  «cos (n^    .       ^       ^  +  c cos A  +  «cas v 
u  ^  u 

•  c  +  ncosa+^cosA 

cosy  =-- ^-^ ; 

.^ „..      ._ .^  ,^  ..,^  .   , .     \^.^,  .^    .  ..     ,f1.       ö 

COSw    32 '■^^-" — '  '  -V* ' ^i     COSlE^  a^  Mwif»iii..  ni.  i7    ..fi.rii^i.  ^    J      '      .'s^ 

,      c'+ö'costt-l-^'cosA 

cosy'  = — 7-^— ; 

ti' 

„     af^b"cos,v{c''cm(f'  ou     *"f<?"cQsA+a''cosv 

dOfto  -  :i£  ^  *     "^   * —  rr     *  ■      ^'9    COSp   =^ -^-•-^— ' — \i  ^ .  * ■ — »>  ^'.i  ■— ^       '  ";    **  •* 


> '        •  • 


oü  nons  avons 

II«  =a«  4-^«  +c*  -|-26rcosA    -|-2cacoSfi    +2ö*cosv, 
u'^=za'^+b'^  +c*^  +2*VcosA  +<^2rVcosft  +2a'*'cosv,  }(I) 
ti"2=a"2^y/a  f  c"2+2^VcosA  +  2cV'coS|li  +2a'Vcosv. 

j^listttnant  ce»  valevs  4ans  les  eq^ationai^ecedeiitoA^  et.Csisant 
les  rednctioDs  evidentes,  nons  obtenons  les  formnle^  d-^  Icapsift 
formation  tres  simples 

öa;!      b'u!      ÄV      f  ^  ^  '     "'^ 

'•  •   .    ^^   .  .  .   '•    "  .   \         •       '■•  •'^  •^. 

.       V        «         ti 

, ,'  ♦ ;  ■        ■      '     ■  '  <  :    i  1  <    -■       •  .        ._^    .  .    .  '    .    i  •    «   ;     . »       '     1 1  •     ' 

^qntiloiis  (n)  par  rapport  k  x' ,  p!,  ^i'^mmf^i^tlihii^n  ^><-^^  ^»'^^ 
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-x'={x~pWc"- 


(lU) 
''")  +  iy—g)  {c'a"—a'c'')  +  (»— r)  (a'ö"— fi  V), 


■iS'={x-p){b''c  -e"b)  \{y-q){t^'a-a''e)  -\-{%-r){arb-b"a), 


^%'  =  ^x-p)(bc'  -cö')  t-i!/-9)(ca'-ac')  +  C»-r)(a4'-fta'); 

B=a(A'c"  — c'fi")+*(<;'a"  — a'c")  +  c(a'b"—b'a''}  \ 
^€f(d"c-c^ö)  +  b'(c"a-^c)]-c'(a"6-b"a)      |    ((V) 
=e^'ibc'  —  cb')  +  ö'fofl'  — nc')  +  c"(a*'— *«')•       ' 

67.  Anglea  des  novveaux  axes  de  coordotinees.  Poor  d^ter- 
mlDer  les  angles  d'lDFlIaalsoii  luulDelle  des  iionTeaax  axes  de  coor- 
douneea,  rioas  aaroDs  recoars  a  la  formale  (LI)  äü  d'\30,  qal  doDoe 

(V) 

u" u"  cos  K'  ^a'a"  f  *'*"+c'f"  +  (b'c"  +  c'b")  cos  K  +  (c'a"+a'c")eoaft 

f  («'*"  +  *' «"jCflSV, 

ti"ucosfi'  ~a"a  ^  b"b  \c"c  \- {b"c  1  c"6)cosi  \ic"a^ a'c) cos ^ 

+  (a"ft  \b"a)cosv, 

«m'cosv'  =aa'  +  oft'    f cc'    1  (ftc'    +cfi')cosA  +  (ca'  +  ac')eosn 

Mab'   \-ba')eosv. 

4' 
58,    Determination  du  rapporl  —z-.    Ponr  Bvolr  l'expressloQ  de 

ce  rapport,   oä 

//'^=  1  —  cos  H'  —  cus  V'  —  cos  ^r'  +  2  COS  i'  COS  ft'  cos  v' ,     (VI) 

par  rancleone  orlglne  des  coordoonees  0  menons  trois  droites  OM, 
OM' ,  OM"  respectivemeiil  paralleles  ani  Donveanx  axes;  snr  ces 
droites  prenoos  les  poiols  M,  M' ,  M"  dont  les  coordonaees  solent 
a,  b,  c;  a' ,  b' ,  c';  a",  b" ,  c";  les  dlstaaces  OM,  OM" ,  OM" 
seront  egales   ä   u,  u' ,  u". 

Conslderons  les  points  M,  M',  M"  et  l'orl^lne  0  comme  les  qnatre 
sommet?  d'an  tetraedre,  dont  oons  designerons  le  volome  par  V. 
Nons  avoDS  par  la  trigonooietrle  '     ■>  <i  j   ■  «tt  «> 


] 


Ai  teorttonntea  dam  te  plan  ft  dfin»  ttipaet,  fte. 


et  par  la  Geometrie  des  coordoanees 

Y=  g  {ab-c"  —  acb"  \  ca'b" —bac"  +  bc'^  —  cA'a")  A 

Cunparant  ces  denx  expresslons,   nons  troDVons  qae 

ab'c"  —  ac'b"  \-ca'b" —ba!e'' -ibc'a"  —  cb'a"  _ 


69,    Anglea  des  nowvei 
coordonnees.    Posods 


.(VII) 


f  avec  lea  nouteavx  plana  de 


(VIIl) 


»»  =  {b'c''~e'b"fa\aH + 2(c'a" — a'c")  ((!■*"  —  b'a")  (cos  ft  cos  v-  cosA) 
+  (<r'a"-a't")«HlüV+  «(a'Ä"  -Ä'(i''){ft'c"  -  c'*")  (cos  v  cos  i-cosf*) 
+  (a'ft"— Ä'(i")*slnV+2(ö'c"-c'ft")(Cfl"-a'c")(cosAeo3fi~cosv), 

U)'*^{b"c — c"6)*sln'il+2(c"fl— «"cXa"*  — Ö"a)(cosftcosv— C03i) 
+  («"(1 — a"c)*sln*(i  +  2(a"Ä — 6"a)(i''c— c"ft)(cosvcosJl — cosfi) 
+  {a"b—b"ay^s{ah>  y  2(b''c~c"b)  (c"a  -  a"c)  (cos  Acos  fi— cosv), 

u>''^^=.[bc'—cb')'s\a''X  +2(ca'— oc'Xaft'^ — *(rj(cosftcosv— cosi) 
+  (ca" — aO*  sin  V  +  2(fl6' —*«")(*<?■— ff*')  (cos  vcos  1 — cos  fi) 
+  (oft' -  *ß')'^  sin  "v  +  a{fic' — c*-)  (ca- — ac")  (cos  i  cos  (1 — cos  v). 

La  formale  (LXIV)  dn  d".  43  nons  donoe 


siD  J"j/'b'  = 


Jß 


\^«'2«"a- 


h-m" 


(S) 


^^ff  pl 


en  vertn  de  (VIT),  de  (T)  et  de  (XXXV)  da  a".  24,   II  vlent 

slnW=^.  (K) 

par  smte  «nssi  ,,  ^g,  ^^  .jibi.j*-_i  *>«  liiflr.'ir.jii  ?oI  !iKn>4 


iÖÄ  Dostvf:    Tlftmöfi-h  stif  une  tnithoäe  nöütefte  äitfMiflJfifiqilan 

t 

' ,  '  ,  . .  "    .  ■    -  -       ■  *  ' 

60.  Angles  que  fönt  entre  eux  les  nouceaux  plana  de  eoor- 
donnees.  Ces  afifTleS  mut  tonnüs  paf  les  tdtmiei  (LXXIl)  M  ü^^A^f 
Qül  donnent,  ea  egard  ä  (3) 

oa  en  r^dnlsaot  .         a«  %       > 

fj^e 

sinr,=.?S.  ^        .       .     ,        (X) 


SlnZ'  =ä: 


t  J 


.-  v-.>. 


'  A  •      • 


'.  I 


•  / 


qu«  les  nouTeaux  plana  de  co^rdehn^es  so»t  d^lerii|YE<(a!  par 

leurs  öqaations. 

■  •■ .  i 

•  I  •  _     •  s      ■.    .    -~  - 

61.    Passage  aux  nouveaux  plans  de  coordonne'es.    Spieot 

Ax  +By  +Csi    +D  =0, 

Ax  \Wy  ^^  C'%  +D'  =0,   >  (4) 

A"x  +  B'^t/  +  C''%  iD'^=:6 

les  ooayeaox  plans  des  pzf,  %x,  xy,-    Sl  aons  desigDons  par  p,  q^  r 
les  coordonn^es  de  la  nonvelle  origine,   les  droites 

x^p       ^      y-^y z — r 

^  J?C'—  Cß'     -  CA^AC'         AB'^-^BA 

seront  les  noaveanx  axes  respeetifs  des  x^  y,  %.    J^di^öüs'        '  ^    ' 


Hei  cwtPäoknin  ikms  lr>^M  ei  dami<0i^Mt^,  M: 


Mt 


+  (Ä'C:''— C'i?")*  +  2(C'i4"  — 4'CrO  U'Ä"  —  Ä'i")  cos  A 
W^  ^(fi'T—  C"B)^  +  2(C"ii  —  A"C)  (A"B  --  J?"i)cos  A 


M 


-g (C"i  —  ^"(7)«  +  2{A''B  —  B'^A)  (B''C  —  C'B)  cos  ^     >    (XI) 
-f^{A''B  —  5"i4)2  +  2(i?"(7—  Ca)  (Cilr-  i"<7)  cosv, 


W"'^={BC*—CB*)^  +  2(ß4'— >1C')  (iiÄ'—Äi')  cosA 
+  ^CA!  —  4(70*  +  2(iiß'  -  BA') (BC—  CB) cosft 
+  (i»'  — ^^0*  +  2(äC^~  C»0(ßl'  — 4C")Cösv; 

r»   ==i'il"slnaA  +  (J?'C"  +  C"i?'0(cosftcosv-.cosA) 

+  i?'J^'stoV  +  (^'^"  +^4'^">  M  t^cös  A  —  to^iif 
+  C'C"sin  2v  f  {A'B"  +  Ä'.! ')  (cos  A  cos  fi — cos  v) , 

V^  =A''A  sin  H + (Ä"C+  C"J5)  (ws  ^  cos  v  —  cos  A) 
+  Ä"jBsiaV+(iC'"i+i4"(7)icos^.cosA -43os^)    ; 
+  C"<?sln2v-Ki4"J?+j5r'4)Cöös;icosft— ^OBv),    '^ 


w 


'-    \ 


(xn) 


F''*  SiU'slD^A  +(i?C"  + (Tff')  (cos  fi  cos  V— cos  A) 
"  '  rt'ÄÄ'sin^/i  +  (C4^;+4C'0  (cos vcosi-  ^»s]if 
+  CC'siii2i;+(iiff'+i?i40(cosAcosfi—cosv); 

^*  =;il2sJi^^;^_|.^jj(7^casf4CÄ^^sv-TCoaA) 
.     ^+JB«s^*ft+^^(cp&^cosA.— poi^iii)    , 
»  +  C^sin  V + 2AB  (cos  A  cos  fi — cos  v) , 


•  '>.'^      .10 


o!  i^. 


• .    •  f 


;   i;  '  i:? 


V*  =i'2  Sin  «A + 2J?'  C"  (cos  /*  cos  v — cos  A) 
+Ä'*jslnV+2(7'ii'(cos  V  cos  A  —  cos  ^) 
+  C"*sln*v + 2A'B*  (cos  A  cos  ft  —  cos  v) , 

jjii^  ^j^ti%  sin  2;t  +  2j»"C"(cos  I*  cos  V — cos  A) 

^     +Ä"«siD  V+  2(7"i4"  (cos  V  cos  A — cos^t) 

+  C"«sln*v+  2i"Ä"(cosAcosf4— cosv). 


(?ni) 


i^  Dosier:  iMmoire  survne  mmode  nauvelle  a^iramfwmmüan 
D'apris  Jes  fonnules  (II)  bohs  tronrons  Qne       >       .\\ 

V^Q  — ^p + y^* — ^—  + ypi — ^»  }\^^) 


•     »/ 


{A'B**  '^B'A*')a>'  ,  {A''B-B''A)y'  ,  (ilÄ^-AlO»' 


oa,  en  faisant  observer,  d'apres  (XXXIY)  da  n^  24,  qqe 


N 


^a  j»'^— ,         ^a  ,rr— .  ^ 


y— ^y—  ■  >f-    — — ■ — -  ■  -  —  ■  -ft.   '  ■    '       »        _     I  ■  "T-—  j 


•  '  U'J?"  -  Ä'i")  z/ar'  .  (A"B—B''A)Jp'    ■  {AB'--BA')M 

/ 


62.    jL^^  anciens  plans  de  coordonnees  sont  reeianffulaires. 
Si  les  aneleDs  axes  de  coordODn^es  sont  rectangulaires  /  11  Vlendra 

Z/  =  1, 

i;«=iia+^+C«,  i7'«=il'«+i?'«+C"«,  P'«=:i"«+J?''«+C"'«; 
F=i4'ii"+Ä'J?"+C"(7",   F'=ii''i4+Ä"Ä+C"C,   F''=.Ll'+i?Ä'+(7C". 

Les  formales  precedentes  deviendront  alors 


•  -        k 


•  <•     ; 


X — p-^:- 


y—q^ 


ä(n  coordannSes  dans  le  plan  et  dam  fiBpaca,  ett.       '<16B 

(XVI) 

'    {BC*  —  CB')%' 

VU'2  ^Tff'a  ^  (7.2)  (^'/2  ^.  jj/^2  ^  (7*^2)  _  (4'i"+j?'j?"+C"C"0* 

(C*'A--A*'C)y* 

V(A"^  +  Ä"«  +  C"^)  (il^  +  i?2  +  C«)  —  {A**A  +  i?"i?  +  C"C)« 


— » 


»—  r  = 


STiA^  4;  Ä«  +  C«)  (il'*  +  B^  +  C"2)  _  (^/  ^  ßß,  ^  ^^.)2 
• {A'B'[-B'A")x'  

03.  Les  '^andens  plans  de  coordonnees  ainsi  gue  les  nou* 
veaux  sont  rectangulaires,  Dans  le  cas  oa  les  anciens  axes  et 
les  noaveanx  ptoDs  de  coordonnees  sont  perpendicolalres^  ces  der- 
Dieres  formales  re  rednisent  anx  snlvantes 

(XVII) 

_    —  (B'C''-'C'B")x'  ___ 

{B''G'^C''B)tt  jBC^—CB^' 

^f{A"HB''HC'"^)  (42+^  +  C«)      ST^AHBH  C^)  {AHB"^}^  C^)' 

{C'A''--A'C*')x' 

Sr(lHB'HC'^)(Ä"^+B"^+C''^ 
(C"A-A"C)!f  (Cä'-AC)^ 

r     r-    ...         (-^S^- B'A"yx' 

(A"B-B"A)»'  (AB'-BA'W    

>/'iA"*+B"*+C"*HAHBHC^     V(A^+B»+  g«)  (A^^B^-t  €•*} 
Theil  XXVI.  jj 


m 

rmaUon      ^M 


\tQ  Bostor:  Mimolre  suriine  meihade  noutelte  di  traniformalton 

64.  Retour  des  nouceaux  plana  de  eoordonnees  a 
Reprenons  les  formales  generalis  (XV);  multiplioDS  Ics  deni  mem- 
bres  ile  la  preml^re  par  A,  cetix  de  la  scconde  par  B,  et  ceoi  <l 
Ja  troisieme  par  C;  et  ajontoas  les  resultats  membre  ä  membre.  i 
noDs   faisons  übserrcr  que 

el  qne  Dons  posioos 

ABC"~AC-B"+  CA'B"  -  BA'C"  4  BVA"  -  CB-A"  =  E, 
nous  oblieiidroDS  apres  rednctlons,  et  par  aoalogle, 
EAx' 


Ax  ^By  \C%  \D  - 

A'x  ■\^a^s^^c•t,^-D^- 

A"a!+B"ff+C"K+ö"= 


fa 


EA%- 


^ 


Sl  les  ancleDS  axes  de  coordounees  sont  rectangnlalres,  ces  ( 
males  devteadroiit 

Ax-\-By-\-(h^^D 


-  V  (A'«+Ä'»+C'*)U"*+B"H'C"*)  ~i,A'A"-\-B'B"-^C-Cy ' 
A'x  ^- B'y -V  C'i-^ D'  1 

mi 

~  ^U"*+Ä"«  +  (7"»)  (A*  +  5*+  C»)  —  (^"J+Ä"Ä+  C^ '  I 


V^tA"  +  B»  +  C*)  {A'2  +  £■»  +  C"2J  —  (,1J'  +  fiß'  +  CO» 

el,   dans  le  cas  on  les  noaveau.x  plans  de  eoordonnees  soot  en 
temps  perpeDdlcnlaires  eotre  eai, 

Ax  +By  +ft  +J 
A'x+B'i/  +C'«+i) 


]» A'a 


Ä"x+B"p+C"z  +  D"- 


gy' 

£g'        

"  VU»  +  ff"  +  C*)  (J'a  +  ff»  +  C")  ■ 
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65.    Calcul^du  rapport  -^.     Ponr  aroir  ce  rapport,  il  sufDt 
de  remplacer,   dans  la  formale  (VII), 

a,  b,  c\    af,  ö\  c';    «*',  *",  c" 
respectivement  par 

B'C''—C'B%  C^A^'-MC",  A'&--B'A!*\ 
B^'C—C'B,  C"Ä—A"C,  A'/B—B^'A; 
BC  —  CB%     CA'  —  AC%    AB  —  BA-, 

et  Ui  u'f  u"  par  W^  W,  W*\    Nous  troavoos  ains^  Qne 

A'  Efl 


A   ""  WW'W*' 


(XXI) 


Si  nons  snpposons  qne  les  aociens  et  les  noweanx  plans  de  coor*   . 
donnees  soieot  rectaqgnlaires,  nons  dednirons  de  cette  formnle  qne 

{AB'C"  -AC'B''  +  BC'A'*  -  BA'C**  +  CAB'--  CB'A")^ 
=  (^2  -f.  ^a  ^  (72)  (^^2  +  ß'«  +  C^)  (/!"?  +  Ä"«  +  C"2).  (XXn) 

66.  Angles  des  nouv^aux  axea  de  coordonnees.  II  ainflity 
ponr  cela^  de  faire  dpis  les  formnies  (Y)  les  memes  substitntioiis  qne 
dans  le  nnmero  precedent.    On  a  ainsi 

r'»r"eosA'=  FT'— FfT», 

W"  W  cos  II*  =V"V^  VV^,  \  (XXIH) 

67.  Angles  des  nouveauw  plans  de  coordonnees.  La  foj^- 
mnle  (LXX)  dn  n^  47  nons  donne  ünmediatement 

^_  WA 

sin  Ä  —  Ipjp*  * 

slnr=-^,,^.  ^  .(XXIV) 

,  ^»       W"A 


^^' 


68.    Angles  des  nauveaux  axes  acec  les  nouveaux  plans  de 
coordonnees.    Nons  tronvons  de  snite,  ä  Taide  de  la  formnle  (LXI) 

12* 
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Chapltre  Tl. 

Application  de  la  transformatloD  des  coordonoees  danit 
l'espace  ä  la  reclterche  des  generatrlcps  recllligoes  de 
rbyperboloVde  ä  uoe  oappe  et  do  paraboloVde  byperboliqne. 


5.  I.    Equatin 


+  iCx  -\-  iC'y  +  2C"»  +  F=  0. 


ilignei    de    l'hjpei 


«9.  Premier  caa:  L'qd  an  moins  des  carres  a;'  desYt- 
rlables  se  tronve  dnns  reqnatlon  de  l'byperboloVdä  et 
I'nne  des  differences  B"'^—AA',  B'^  —  AA",  qnl  renfer- 
ment  le  coeTficIent  A  de  cette  variable,  est  dlfrerente 
de  z^ro.  Le  coefflcleot  A  n'etant  pas  nai,  l'eqnation  (1)  ponrra  se 
meltre  sons  la  forme  (VIT)  da  n".  8: 


Af(x,!/,z)  = 
ob  nons  aTons 


(A.T  \  B"y  +  ß'c  +  C)i-  ^(ß. »)  =  0, 


vi!/,z)  =  (B'-^—AA-)y^-H(B-ß"~AB)!/i-HB'^—AA")%'' 
+  2(CB"—AC-)ff  +  2(CB'  —  A(::")s  }  C^—AF.  («^ 

r^  Sopposons  qne  les  carres  des  dem  variables  jr  et  s  oe  maDgaent 
pas  dans  la  fonction  (3),  et  admettons  qne  le  coerflcleot  de  ^  oe 
solt  pas  nnl.  Sl  nons  mnlllpllons  par  B"'^—AA'  tons  les  lennes  de 
iB  fODCtion  (3),  et  qne  Dons  y  meltlons  en  evideuce  le  carr6  de  tp\, 
nons  obtiendroos 

{B"^-AA')>p(i,,z) 

=^[{B"^^AA')y-\-{B'B"-AB)t.-\-{CB"-AC'y\^—>^{%),  (4)'  I 


I 


<dM  €eordonnia  dtau  te  plan  tt  dmi  futpaef,  ete. 

OD  ^{%)  deslgoe  TeDseioble  des  lernies  rennnt  ä  la  SDlte  ile  \tp    ,  qnl 
sout  Intl^peaJaDls  de  jr;   de  sorle  qne  noas  avons 

^>{%)=.i(B-B-'—.Hif  —  {B"'^—AA'){B'^-AA")\%^ 

—2l(B'B-~AB)(CB"-AC')-iB"*-AA')iCB-~AC")'\z 
.  +  iCB"-AC')^~(B"'  —  AA-)iC*-At').  (5) 

Solent  p,  q,  r  leg  coordoonees  dn  centre  de  l'hyperboIoVde  (1); 
desigoons  par  D  le  deDomluatear  commna  des  ralears  de  ces  coor- 
doonees,  jiar  A,  i\*%  X'  les  uumerateiirs  desmömes  valears,  de 
sorle  que  ' 


_jV 


-fl- 


L'eqDatloD  (5)  potirra  se  mettre  soas  la  Tonne 

t(»)  =  ^  (ö»»  -  2iV"»)  +  .1  (-4  C"* — 2fi"CC' +  ^'C) 

\AF{B-^—AA%  (Ö) 

Le  d^DomlDateor  D  o'elant  pas  nul,  noas  ponvons  malHpller  )es  denx 
membres  de  (6)  par  D  et  melLre  cn  eTidence,  daus  le  resnltat,  le 
carrS  de  ^'i^)\  noas  anrons  alasl 

Z?t(a)  =  AiDt^N-f-  \  A  (B''^-AA')  (JVC+iV'C"'+A"C"+fi^).  (7) 

Hettons   celle  valear  dans  reipression   (4),   el  la  yalenr  r^snltaote 
poor  gi(y,  e)  dans  reqaalion  (2).    Nous  trouvoas  altisl  que 


3(^  +  ß"y  +  Ä'8l-C)* 


-^^^.^_^^,j[(iS"'-.U-)g  \-(.B-B"-AB)i^(,CB"-AO)'p 


NC  +  N'C'+If"C" 


CO 


Tel  est  le  developpement  qne  oans  oblenoas  ponr  la  fonctlon  s6üi- 
rale  dn  second  degre  ä  Irois  Tariebles,  dans  la  triple  hypothese  de 


A^/=0,    B"^-AA'=/=0, 
AB^+AB'^-\^A"B"^—AA'A"—2BBB'=/=0*). 


:  =i=  lignili«  diffcj 


t 


AV'=0, 


rVfi  Ditsior:  Mtmoire  snr  Hne  mälhvde  nouvelte  de  trmttformalfim 
PrenoDS  ponr  plana  des  noaveanx  xg,  kc,  y%  les  trols  plaos 
81, 
recl 
poui 


(B'-^  —  AA')y  }-{B'fi"'~A/i)ii+CB"- 


m 


poQT  pIns  de  slmpllclte,  Doas  SDpposons  que  les  anclens  aies  sollt 
rectaDgulaires,  les  formules  (XX)  da  n".  04  noos  dODoent 

—  AßiB'-'^AA') 

pour  le  uuniärateQr  commiiii  des  ralears  (XX),  et 


AV\B-'—AA-)^+(B'B'-—AB)^  +  (BB"~A'B')' 

ponr  les  di^nominatenrs  de  ces  meines  valenrs.     11  faadra  doDc  n 
placer  les  premlers  menbres  des  ^quatlons  (8)  par  les  qnaiillles 


—  B[B"^-AA-)W 


^üh  r,(  V(B^»- 


-  AA-)^  +  (B-B-  —  A  ß)»  +  {BB"- 

^Ai»2-AA;ip- 
STA'  f  /;" 
dBDs  reqaalioD  (I)  de  In  snrface,   qai  se  change  ainsl  eo 


AjB'-^-AA')!,'^, 
A^^l 


D(B"^ 

-AA-rnn-B"- 


■AA-)%-'' 
-AB)'^^\BB"- 


'^Ui-'-AA-)^HB-B"-ABf^\BB"-A-ftf 

Dgui  CBS  penveol  se  preseoler ,  sDivant  qae  Z)  est  positir  oa  nesalli 
1"-    Snpposons  qu'oo  alt  Zj  <,  0.    Pour  qne  reqaatiOD  (It)  repr^ 

senle  nn  hjperboloTde,  il  Tauilra  qo'on  alt  B"* — AA'yü. 

cas  reqaaUoo  (I)  poorra  a'ccrire,  en  posaot 


(^+iB''!;'+B'«+c+s^^fi'•»-,^J■+»: 


BB"- 


x(^,  i-^",+fi'.+c-jfVf  B=ä=Är'-«/?=s==sg.  -  -^ 


CB"—Ae' 
VB'i:^^a3 

CB"-A(;' 


de»  ewnkmnie»  dornt  le  pian  et  dans  re$pt$ct,  ete.         17S 

Cette  ^qoatlon  repr^sentera  an  byperboloide  k  ane  nappe,  si  F  est 
posltif.  L'Inspection  dlrecte  de  cette  ^qaatlon  falt  volr  qne  les  deu 
systemes  de  generatrices  rectilignes  de  rhyperboloi'de  sont  repr^sen- 
t^es  par  les  dem  systömes  d'^qnatlons 

.        (V)  ' 

AxMB"^■^rB"^-AA')y■^{B'-^  5^^JZl=>  +  C+-^Ild£l 

^B"^—AA^         ^VB"*—AA' 

_    —AD<p  N"  .  VÄH^ 

~B"*—AA'^*~D'^~W'' 

Ax+(B"-yrB"^AA-)ff+{B'-  5'^-r^)»+C ^^"-^^' 

-»^Tv        yfB"^-AA'  >fB"*-AA' 

__1  .       N"      V^Zff 

AiMB'-^^ B"^AA-)y-{^{,B'^  ^1^—^)%^  r.^^^"~^^'- 

\  B'-^—AA^         ^\  B"*—AA' 

—  Alhji  IT     >/"ÄH 

—  B"*—AA'^*~  a  B    '' 


AxHB"-\rB"*-AA')i,+(B'-  ^'^"-^^)%^C-  ^g-Zf£-  ' 
V  .  VW^^AA'  VB"^—AA' 

m 

OD  eneore  par 

(VlD 

Aa:+  By"  +  Ä'»  +  C 

-lA  ^g»      \  r,     Nl\       yTÄHfi  ADip     \ 

-*\ip~B"^—AA')  \r     d)~    2D    \fp'^ Bf^—AA') ' 

r—u ,  B'B"—AB  CB'—AC 


Vb-^—AA'       S  Bf^-AA' 

VÄnn 


'~*\ip'*^W^^AA'JV~ D  J^    W    \q>~'B''*-'AA'J' 


UQDosior:  Mimatre  rar  vnt  ii. 


(Vni) 


y>/'B"^—ÄA'-V 


Si  ß  est  posiur,  la  ilifference  B'''^—AA'  pourra  eire  posittTe 
ou  negative,  mais  U  faudra  qne  ff  soit  negative,  pour  que  l'eqiia- 
tion  (I)  pntsse  representer  nn  LyperboloVde  ä  une  nappe.  Dans  ce 
cas  cede  equatlon  puurra  se  oiettre  saas  la  forme,  tlans  Thypotbese 
de  B-'^  —  AA'>  0, 


(.Ax^^B"y\B'%\C^y\  B-^—AA'^-^^ 


BB- 

BB-'—AB      CB"—AC' 


AD 
'  B-^—AA 


VB-^-AA'    V  B"^-AA' 


\       D        '*       D  )\       B        "^^  DJ 


On  eo  d^dolralt  eocore  fäcUemeDt  les  eqaallons  des  deux  syste 
mes  de  genöratrlees  rectillgnes  de  l'hyperboloi'de. 

'* 

70.  Second  cos.  Snpposons  maloteDant  qne  les  Iroltf 
carr^s  manqneut  dans  l'eqnatioii  (1);  eile  devra,  dans  ce  cas 
necessairoment  renfermer  an  molns  l'an  des  (rols  rectangles  des  variables. 
AdmettoDs  qae  le  coeDIcienl  B'  ne  soit  pas  uul.  Nous ponvoos  loettre 
ea  gyideace   le  prodolt  f'.f  daus  t'equatloD 

/i;.T,j/,B)  =  2ß3/sH-aß'^-e  +  2ß"3-y  +  2C3r  +  aC'y+2C"6fF=0,(iy 
qnl  devient  ainsl,   d'apres  la  rormnle  (X)  da  n".  10. 

B"f{x,  V, «)  =^  %{.B"iL-  +  Ä?  +  C-)  {B"y  ^  B'%  +  V)  -*(») ,   Utf 


ät^  €O0rdüim^e$  äan$  ie  pian^et  dam  i*e9pace,  etc.  |77 

i/;(«)  -2^^'««  +  2(ßC+ß'C'''B*'C'*)z  +  2CC'— Ä"F.     (11) 

Si  ancnn  des  denx  coefficieot?  B,  B'n^est  nn),  oons  ponvoos  mettre 
en  evidepce,  dans  cette  dernierß  expression^  la  derivee  ^'(s);.noii9 
obtenobs  ainsi,   en  ayaot  egard    anx  idenUtes,    qni  pnt  Ueia'^htre 

D,  Ny  N%  N",  '     '  "'    '.'  ■'  ■"    "'•   ''"'' 

m 

—2B"DHfJiz)-  (Dz^N'T+NC  f  iV'C  +7V"C"  +2ß"ÖF,     (12) 
Sabstitaoos  cette.  raleiir  daos  reqoiition  (10),  et  nons  tronvons 

(IX) 
?^f[ar,  y,  »|==  (^-a?+  B%\  6'0(^"y  +  B^v  f  C)+|(2)»-iV'0Hiy^"=O. 

Posons  acftiellement 

■  -  -  ■  ■  \  \ 

Ä"a:  +  JSÄ+^'  =  i«  +  «,    By  +  ß'z  +  &  =:  m—n; 

noas  en  tiroos 

2»i  =  B '(o:  +  p)  +  (B  +  i50«  +  6'  +  T, 
2«  =  Ä  "(ar — y)  +  (i5— i5')»  +  C— 1\ 

Sidistitnaot  dans  reqnation  (XYIII),   on  la  chaoge  en 
fix,  y, «)  =  ^,  [B"te  +  y)  +  (Ä  +  ß') »  +  C  +  C']« 

Tel  est  le  developpement  qne  nons  tronvons  ponr  la  fonction  dtt 
second  degre  ä  trols  variables  >  privee  des  carres  de  ces  variables, 
et  renfermant  les  trols  rectangles  des  m^mes  variables. 

L'eqnailoD  (X)  representera  nn  hyperboloTde  ä  nne  happe  1^  ponr 
P<0,  siron  a^>0;  et  2«  ponr  Z>>0,  slTon  a  J5r<0,  c'est-ä-dire, 
en  general,  8\  D  ei  H  sont  de  slgnes  contralres.  Dans  ces  denx  ca^, 
r^qnatloH  de  Fhyperboloide  ponrra  se  mettre  sons  les  fomes  ; 

(ß"a;  +  B»  +  CO  (Ä"^  +  Ä'»  +  C) 

=_/,(»__+Y_^)(,___y  __),       (XI) 
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(B"x  +  ß»  +  t")  {B"x  +  Ä'6  +  6) 

de  cetfe  sorte  les  systemes  de  f^äneratrlces  rectUigues  soDt  eiprlm^s 
par  les  denx  cunples  d'eqaattons 

•1  B"x^■B%^  c'=    i(«-^  H  V  ^^)' 


ß"j;  +  ßB+   t'  = 


«..,+B.MC=-f(._f+v^g: 


loide    hyperbDl[que. 

f[x, y,  »)  =  Ax'^  +  jy  +  J's»  +  2ßy%  +  2B'.t8  +  'lB"xy 

+  2Ca:  +  2C'^  +  2C"«  +  f  z=  0.  (18) 

71.  Cette  eqnation  ne  ponrra  representer  de  paraboIoVde  Iiyper- 
bollqne,  qu'antant  gae  iji(s)  on  la  foDclion  (6)  da  n".  69  soit  du  pre- 
niler  degre  par  rapport  ä  e;  cette  coadilion  exige  qne  I'oq  all  D=(i 
et  N"  dlfferent  de  zero.    Dans  ce  cas  cette  foacttoa  se  rednlt  ä 

—  2^A"K  +  AK{B"^  —  AÄ') . 
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sl  noos  avoos  soln  de  poser 

AC'*-^2R"CC' +  A'C*  ,  „_  „ 
B"*—AA'  +F—^' 

Snbstltoaiit  cette  expresslon  dans  (pOif,%)  et  la  valear  r^snltante 
dans  f(a!,y,%),  noos  tronrons 

Ar{x,y,K)  =  {Ax\B"y\B'%^C)^ 

-  B"*-AA^  [(B"*-AA')y  +  {B'B"^AB)*^B"C-AC'^ 

-  B^^-AA'  -*•  ^=  ^'  (^^ 
II  li'est  pas  inatile  de  faire  remarqaer  qne  Thypothese 

comblo^e  avec  l'^galit^ 

iV"  =  C"(Ji4'— Ä"«)  +  CX^Ä"—  A*B*)^C\B"B'-AB), 

donae  . 

»■'.■•  ^ 

B"*—AA'  - 1'    + 1'  Y  Ä'«- .4 J'  +  *"  ▼  B'-^-AA''  ^^"^ 

n  est  evident  qne  l'eqnation  (XV)  representera  nn  paraboloide  hyper- 
boUqne ,  sl  Ton  a  B'*^  —  AA*  >  0.  Or  cette  ^qnation  peut  anssi  s'ecrire 
de  la  maliiere  suivante 

—  B*B"--AB  ,  B^'Cr^A&si 

^Ax^rB'y\^Bs^^C^ry^rB^^'^AA^rS^-;;^^=^ 

XiAx+Bu+Bz+C-ySrB'^^AA'-z^^^"'^—-  ^l^^A^L^ 

■  yfB'-^-AA'    \rB"'^AA' 

)^    Sons  cette  forme  on  voit  de  snite  qne  les  denx  systemes  de  gene- 
ratrices  rectiUgnes  dn  paraboloide  «fopt  donn^s  par  les  eqnations 


ISO  Doster:  MHnoire  sur  une  meikode  nouveiie  dt  UnaufiMMion 

B*B**-^AB 

B"C-AC' Ak 

+  ^  +  Vß^'ä^Xf'  ~  B"^-AA" 

•  . .    .    .  ..■..,., ,: .  V.(xnn) 

^. _■___...-  BB"—AB 

A:r+y(B"-\rB"^-AA')+z(B'-^^^.=r^^) 

+  C-^:^=^  =  ^-f(B'--AA');   j 

R'B"—AB 

Ac-^y(B"->rB"^-AA^+^B'-^^^==.^=) 


(XIX) 


_      P"C—AC'  AV 

'■    ■■     •  ••    "^    ~  V  B'^-AA' '^Üt'^^i  ' 

^:r  +  y(Ä"  +  VB"^  -  ^^')  +  *(fi'  4-  y=^^^^.) 

V^B'^^—AA'        k'        k'^  ' 

72.  U  noQS  reste  ä  coosiderer  le  cas,  oü  les  carr^s  manqaent 
dans  reqnatioB  de  la  surface.  Paisqae  D  est  nal,  il  fandra  qne  l'nn 
des  trois  coefflcients  B,  B\  B"  soft  egal  ä.zero;  admettons  qne  ce 
soit  B.    La  foDction  (6)  da  o^.  69  se  redait  alors  ä 

if;(»)  =  2(i^'C'— J5"C")Ä+2€C'  — Ä"F,  (14) 

de  Sorte  qae  l'eqaaDon  dn  paraboloide  byperboliqae  sera 

{B-x\C*){B'*y\  B*%\C)  =  {^  ^C*^%\~-^^^ 

Les  deux  systemes  de  generatrices  rectilignes  dn  paraboloVde  sont 
donc  exprimes  par  les  eqnations 

B**y  +  B'%  +  C'=-j^[(i5'C'  -  B"C*')%\  CC— iÄ'T] ;' 


B"x  +  C'—V\i^B'0-'B"C")%^-CC'^\B"F\y 

1  [(xxn) 


ß"|(  +  ^'MC'  =  ^^, 


ä9»  coartltmn^n  dattt  U  plan  et  dant  l'nfMUt,    etc. 


Cbapltre  TU. 

AppItcallDD    de    la    traDsrormatloD    des    coordonoees    an 

developpemeot  de  la  metbode  de  H.  Plnecker,  ponr  la  dls- 

CQssioD    des   snrfaces   da   secoDd    ordre. 

(H^lh"ile  de  la  d£ri>m|>DBi[inn  en  carr^s.) 

73.  But  et  utilile  de  celie  melhode.     Fannl  tonles  les  melbo- 
,  qnl  ODt  ete  employtfps  ponr  la  dlscnsslon  des  surfaces  do  secuDd 

ordre,  celle  de  M.  Pliicker  est  l'une  des  pIns  faciles  et  des  plas 
elegantes.  Elle  consiste  dans  la  decomposition  en  carres  da  preinler 
membre  de  l'eqQation  de  la  sarface  et  repose  aiosi  directemeot  sur 
nolre  metbode  de  transformalioD  des  coordonoees. 

Pour  celte  raison  noas  t'exposons  dans  ce  metdolre.  Nons  la 
doonoDS  avec  tons  les  details  gn'elle  coniporle.  Les  resnllats,  anx- 
quels  eile  Dous  condolt,  dous  pernielleDt  d'elatilir  im me diätem ent  les 
caracteres  analytlifoes  exlerleurs,  qni  dJstJnguetit  entre  elles  les  sur- 
faces des  dllTerenlGs  especes,  qoe  represeole  reqaaliou  generale  da 
secood  de^e  ä  trols  variables. 

74.  Dans  la  dlscnssioo  de  reqnalion  generale 
fix,  i/,s)  —  Ax^^^■A■}f^\A"z•^^■2By%^^•lB'xz^^2B"xp 

|-2Cj:  +  2C'ff  +  2C"6  +  f  =0,  {() 

nons  distingnerons  denx  parlies  prtndpales,  selon  qoe  cetle  eqaa- 
tloD  renrerme  au  moins  I'qd  des  carres  des  trols  variables,  oa  quelle 
,a'ea  contient  aocun. 

i  premlere  parlle  comprend  clnq  cas,  snlvaot  qa'oa  a 

le  denominateur  D  dllTerent  de  zero; 

ßägal  äzero,  etl'nnedes  Irols  qnantltes  B'-^-AA',  B'^—Ä'A, 
B^—A'A",   par  exempie,  B"^  —  A'A  ditTereole  de  zero,    et 


A     li- 


B 


denx   des  trols  rapports    7^< 
/J^galazero,  B"^  —  AA'  dilTereDl  de  zero,  et  . 
AA  = 


'  C'—C"' 


D=0,  B-'-AA^B-* 
A      B"      B 

rapports  ^-    ^>    ^^ 


Ä-A= 


5«    D=0,  B"^~AA=B^A"A=B^^AA-^0,  "l^^^^^i 

La  deuxleme  psrtle  eompreod  qnatre  cas,  snivant  qne 

i^    D  est  dlir^rent  de  zero ;                                                '  "' ' 

2"    5  =  0,    et  qae  l'nn  des  denx  termes  da  premier  desrrö,  dont 
le  rectangle  inanqne  dans  reqnatiüD,   so«  dilT^renl  de  zero; 

8"    D  egal  a  zero,  alnsi  que  les  coefflcients  des  denx  termes  da 

^^^H     (i< 

preuiler  degre,    dont   le    reclangle  manqne  dans   reqaatlon, 
mals  le  terrae  toul  connu  dilTerent  de  zero; 

4»    D  egal  ä  zero,  alDsi  qne  les  coefflcients  des  dem  termes  dn 

Premier  degre,   dont  le  rectangle  manqne  dans  I'eqnatlon,  et 
le  tenne  tont  connn. 

Premiere    Partie.       - 

75.    Premier  cas:   ^=/=0,    D=hO.    Nons  avons  vn  an  n»  22, 

^^B          rormnle  (XIII)  qoe,  dans  ce  cas,  le  premier  meaibre  de  requaUoa  (1)      M 
^^"           pODvalt  se  mettre  sons  la  forme                                                               J 

A^ 

y,6)  =  ^(Ar4ß"y  +  ß'6+C)« 

Aiß'i A^'y^         -i/ijynß»     ^üj»+(i-»     'ü^  i\ 

i            *            tm     y^-  \^^^^'^'^^'^' \r  a    <z\ 

+  BiB"^~AAr^^    ^^    '             D            +*^0.  (2) 

Cels  ätant,  preooDS  ponr  plans  de  coordonnees  les  trols  plaos 

Dt 

-N"  =  0,    (ß--^—AA-)p  +  (B'ß"  -  AB]%  +  {CB'—AC')  =  0, 

Ax  +  B"y  +  ff»  +  C  =  0.                              (3) 

,1 

Le  nnmeratear  comronn  des  valenrs  (20)  du  n".  64  deyient 

U 

-AD(B"^-AA'), 

P: 

D{B"^—AA'),    I)\A'+B"^, 

•     A>/{B-'^-AA-)^\{B-B"-AB)^-V{BB"~A-B)\ 

L 

n  fandra  donc  remplacer  les  premiers  membres  des  ^qoatioas  (3)  par 

•  4(«  «OMUtam^M  «taw  le  pbat  tt  ttew  teapaee,  etc. 

—D{B''^~AA)i' 

ViB'^-ÄÄ'f^lB'If  -  ABf+  iBB'—A'B)''' 
•    ■  -AlJB-'-AA'),- 


-As;, 


dans  TeonatioD  (2)  de  la  sorface,   qal  se  cban^e  aloal  en 


'    ^ lB!'^-AA'f\(BB:-AB)-'\(BB'-A'B'i' 


Sons  cette  forme,  noas  reconnalssons  Immedlalemenl  qne  l'eqaatloii  (I) 
an  l'eqaation  eqaivalenle  (1)  repr^sente  an  ellipaoi'de,  sj  le 
d^nominatenr 

fl=  Jß2  +  A-n"^  +  A'B"^—  AAA"~%BBB" 
est  negatif,    cu   mE-me   temps   qne   l'expression   B"^— AA'. 
Nons  voyoDs  en  on(re  qne  cet  elli 


_lnriniment  petlt  on  li 


e  est  reel  el  Tinl. 
re,  saivant  que  le  terme  coonn 


est  Inferleur,  eg:al  on  snperlenr  a  zero.  on,  en  Talsant  ob- 
server  que  D<0,   snivant  qne 

XC  +  N'C'  +  JVC"  +  Fß 

est  snp^rienr,    egal  on  Inferlenr  k  zäro. 

Lorsqne  D  est  lonjonra  negatir,  mais  qne  B"^ — AA' 
solt  positir,  reqnalluD  (I)  represente  na  byperboloide  ä 
nne  nappe,  un  cöoe  iln  second  degre  on  nn  hyperbolofde 
ä  denx  nappes.  selon  qne  le  terme 

NC  +  N'  C  +  N"C"  +  FD 
est  oegatlf,    nnl  on  positif. 

Dans  le  cas  on  D  est  posittf,  qnel  qne  seit  d'alllenrs 
le  signe  de  B"^  —  AA',  l'eqnatloa  (I)  represente  encore  an 
hyperboloi'de  ä  nne  nappe,  no  cOne  on  un  hyperboloVde  ä 
dem  nappes,  selon  qne  ■  '"■"'■■>" 

NC+N'C'  +  N"C"  +  FD 

est  inferlenr,  egal  oo  snperienr  ä  zero.  j(^m,  j. 


I 
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A        Ä" 

76.    Pewpieme  ca9 :    />  =  0,  B"^  —  AA'  =/=  0,   jy  =/=  -jr  oa 

=/=y^.    La  decompositton,  que  nons  a?oas  elTectaee  snr  la  fonction 
(1)  n'est  plns  possibl^,  lorsque  la  qiiantitö  D  est  egale  ä  z^ro. 

Dans  ce  cas,  d'apres  les  formules  (III)  du  0^.69,  Fe^aalion  (2) 
pent  se  mettre  soas  la  forme 

»       » 

» 

od  ^ons  admettons  qne    AC—CB'*,    AC'^—CB'  ne   soient   pas 
Ulis  toas  les  deox.       '   ^ 

'     PrenoBS  poiur  plans  de  coordonnees  les  troia  plans 

(Ä^a—  AA')y  +  (Ä'Ä"  -  ^ß)»  =  0, 
2(JC'— CÄ")y+2(^C"— Ci50»-(C2— 24F)  =  0.     • 

Notre  eqnatlon  (II)  se  changera  en  nne  eqaatloo  de  la  forme 

r 

Cette  ^qnatioD  repr^sentera  un  paraboloide  eilipti- 
que  pü  lyperbolique,  snivant  qne  B'^^—AA'  est  inferienr 
.  OD  snp^rieor  ä  zäro. 

A      R'     '  B* 
77.    Troisieme  cos:    D  =  0,    B"^^AA'=/=Ö,  ^==^=^.- 

Ces  dernieres  ^galltes  doonent 


A' 
mettant  ces  valenrs  dans  Celles  de  N,  N\  N"  da  n^.  69»  on  tronve 


fi    'f    i.    i 


AN^CD^^i  -rtr'  =  0,    iV"  =  0; 
et 9  comme  />=0,  il  vtent  anssi  JV=0..  L'^qnatlon  (II)  devirat  alors 


<f«f  eooriomUea  tUma  le  plan  et  äatu'fetfioee,  etc.         18$ 

~  AiB^-MY^^""^'  ^')»  +  (B'B"-ÄB)sy-^+F=0.    (Ill) 
En  prenant  poar  plans  des  a:p  et  des  a:z  les  plans 

r^qiiatloii  (m)  prend  la  forme 

a 


hH^ 


B^ZJJ^-(C^'-ÄF)==0. 


1®.  Sl  J?"2— ii4'<0,  cette  equation  repr^sente  nn  cy- 
lindre  elliptiqiie;  ce  cyliodre  est  reel^  se  r^dait  ä  ane 
droite  oa  est  imaginaire,  snivant  qne  la  quaatlt^  C^--ÄF 
est  positive,   nalle  on  negative. 

2^  Sl  nons  avons  Ä"^— ^'>0,  Teqaation  sera  celle 
d'un  cylindre  hyperboHqne  ou  de  denx  plans  qni  se  coa- 
pent^   snivant  qne   C^—AF  est  ou  non  dlff^rent  de  z^ro. 

78.  Quatrieme  cos:  Z>=0,  R'^-AÄ'=B'^-Ä''Ä-B^-Ä'Ä''—0, 

"C*   ^^  €"'  ^^^  ^ff^xf^  fous  les  trois,    Danscecas  requation(l3 
poarra  s'ecrire 

Afipc,  y, »)  =  (iio:  +  B"y  +  ß'z  +  (7)«  +  %{AC'—B''Oy 

/+2W(7''-C^0«-(C^— .IF)=0.  (IV) 

Sons  cette  forme  on  voit  Imm^diatement  qn'elle  repr6sente 
nn  cylindre  paraboliqne. 

79.  anquiemecas:  D—%  i5"2— iLi'=Ä'*— il",4=Ä*— il'il"=0, 
^=-^=^,    L'equation  (1)  devient  alors 

et  repr^sente* 

1^.  denx  plans  paralleles,   sl  C^— iiF>0; 

1tP.  an  senl  plan,  ßi  C*— i4F=0; 

99.  denx  plans  paralleles  imaginaires,  si  C^— i4F<0. 

TheU  XXVI.  13 


IS^Dattor:    Mimo&a  tur  mte  mtiiwle  neutau  de  trantformatten 

DeBxleme    Partie.        ^ 

80.  Premier  caa:  D^f^d.  Kons  avons  tu  aa  n".  22,  par  la 
formale  (XIX),  que  l'eqnatloB  (1),  dans  ce  cas,  ponrait  se  mettre 
S0II9  la  forme 

n.r,  y, «)  =  2^,  [B-{x  +  y)  +  (B  +  ß')«  +  <?+  C"]* 


(VI) 


Celle-cl  represente  neceasairefflent  on  byperboloVde. 
l".    Ponr  i)  ne^atlf,  rhyperboloide  sera  ä  nne   oappe 


posltifonnegatif.c'eat-ä-dlre,  Selon  que  jV6'+jV'C'H-iV"C"+/» 
sera  Inr^rienr  on  saperiear  ä  zero. 

2".    Ponr  D  posilif,  I'hyperboloide  sera  ä  nne  nappe' 

on  a  denx  nappes,   snlrant  que   — jr— — — +F  ser« 

D^gatff  onposltif,  on  encore  snlvantqne  NC+N-C'+N'-C+FÜ 
sera  molDdre  on  plas  grantl  que  z^ro. 

Dans  les  denx  cas  on  anra  le  cöne,  sl  NC+N'C'+N"C"+FB=(i. 
Ces  coDclosloDS  sont  identlqaes  arec  Celles  da  n**.  25. 

81.    Dewxieme  cas :  D=0,  B"=/=0,  C"  qu  C"^/=0.    L'^qna- 
tlon  (1)  se  cttange  eo 

A^,  S.  =)  =  ^.  [Ä"(^  +  y)  +  Ä'a  +  €■+  C]« 


(VB) 


sl  Doos  admettons  qae  ß  solt  celnl  des  trols  coefAclenls  B,  B",  B" 
qol  anniile  D.     Cette  ^qnatiou    est   celle   d'ao    parabolol'de 


•  de9  coordonn^es  dans  le  plan  et  dam  i'espäce,  ete.       \- 187 

82.  lYoisiemecas:  D=:0,  Ä"=y=0,  C'=0,  C"=0,  F-/=0, 
L'eqnation  precedente  devient 

Elle  represente  nn  cyllndre  byperbollque,  dans  le  cas  da 
F  est  different  de  zero. 

83.  Quatrieme  cas:    D  —  O,  i5"=/=0,  C'=0,  C"=0,  F=0, 
L'^qaatlon  (VUI)  se  rednit  ä 

*     y 

f 

et  exprime  denx  plans  secants 

-  *  y 


Cliapitre  Till. 

■ 

Determination   des  sectlons   planes  des  snrfaces. 

84,  Notre  methode  de  transformatlon  des  coordonnees  nons  foiir- 
nit  le  proc^d^  le  plus  expeditlf  ponr  detennlner  d'nne  manlere  Inun^ 
dlate^  la  sectlon  falte  par  nn  plan  dans  nne  snrface  qaelconqne. 

L'eqnatlon  de  cette  sectlon  sera  nnlqQement  exprlmee  en  yalenr 
des  coefOclents  de  Teqnatlon  de  la  snrface,  des  coefflcl^ts  de  Feqqa-' 
tlon  dn  plan  secant 

Ax^By^Css>\^D  —  0  :    (1) 

et  des  angles  d'lncllnaison  mntnelle  des  axes  de  coordonnees« 

Prenons  le  plan  s^ant  ponr  plan  des  y%  et  consenrons  les.  an* 
clens  plans  des  %x  et  des  xy,  qnl  sont  representes  par  les  eqnatlons 
y=:,0,  s  =  0.  D'apres  les  formnies  (XIY)  da  n^  61 ,  compar^es  anx 
^qnailond  (4)  dn  mSme  nnm^rp,  nons  avons 

i4"=0,    JB"äO,    iy'==0; 
ce  qnl  donne  -  vv  ff"      ^  -i 

13* 
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,  B-C- 
C"A- 
A"B- 


C"B=—BC' 

A"C=ÄC', 
B-A  =  0, 


iurelte  de  rransfimnalton 
BC 


d'apres  (XI)  du  b°.  61 , 


AB- 
AB'C- 


CB==.—B'^ 

AC'—G, 
BA'=AB] 


tr=  BC",    W  =  t'"V'^"  +  ßä-2^ßcosv, 
W "  =  B'  V^ä+C— 2^Ccosf.. 
Les  formales  de  transfonnatioo  (XIV)  da  uo.  61  sonl  donc 
By-  Os' 


V"^^^if»— 2^Äcosv 


Ed  }'  annnlaDt  x',  ce  qal  donoe 


/<a:  +  fl= 


A%^ { 


ABy 


-ZABfiQsv      V^HC»— 2^Cco3(i'  I 


-^_,     Ce-: 


V^*+ß^— 2/Jßcosv 


V.'I'+C»— 2JCcosfi'    , 


OD    obtieat  les   rormales,    par  Icsqnelles  II  fant  remplacer 

daos  l'equaliOD  de  la  snrrace  ponr  avoif  reqaatlon  de  la  sectlon  Talts 

par  le  plao. 

8ö.  Cette  sectlon  se  tronre  rapportäe  k  denx  ases  de  coordon- 
nees,  qal  soot  les  Intersectionsda  plandonne  (1)  avec  les  deax  plana 
des  xy  et  des  xi. 

LLes  eqnations  de  ces  deax  axes  dans  l'espace  ctaat 
e  =  0,    Ax^^By^D  =  (i,    etj  =  0,    ^a^+Ca+D  =  0, 
tis  GompreDneat  eatre  eox  an  ang-le  delermiii^  par  les  rormnles 
,r        .„fl A^±BC~A[B±C)tQsv^ 


cob9= 


8llld  = 


unre= 


A{B—C)s\Tiv 


I 


aes  coordonttte*  dani  fe  plan  «t  äatu  rapaet.  etc. 


Chnpltre  IX. 

Passage  de  rormules   caiculees  poor  des   aies  rectaDgo- 

lalres  anx  relatloDs  analognes,  qnl  r^pondenl  ä  des  coor- 

doDDees    obllgoes. 

60.  Formulea  ä  l'usage  de  la  Geometrie  plane.  Nons  venons 
de  determlner  les  formnles  de  trQDsrormation ,  qui  servent  ä  passer 
d'ases  qnelconque.'t  ä  d'anEres  axes,  rcctangalaires  od  obllqnes,  qnl 
sont  represeutes  par  lears  eqnaüoDS.  Nous  les  appIlqueroDS  ä  la  reso- 
iDÜoo  d'Qne  qnestlon  qal  De  mangae  pas  d'importaDce.  Nons  Indlqne- 
lons  comment  od  peDl  dcdnire  de  loDte  relatioo,  calcolee  poar  des 
axes  rectangDlaires ,  reqDatlou  analogne  qol  coavteat  ä  des  coordon- 
oees  obliques.  La  metbode  repose  sar  des  rormalcs  partlcnl leres  daas 
chaqae  css,  doni  retablissement  general  coDStltue  la  solotion  des  pro- 
blemes  sulvants, 

87.  Probleme  I.  Elaut  donn^e  nue  retatlon  R  entre  cer- 
talna  elemens  d'aae  coarbe  plane  f[x,i/)—0  rapportec  k 
des  Bxes  rcctangnlaires,  det^rmlaer  la  relalion  R,  qal 
existe  ealre  les  intlines  elemens  de  la  coarbe,  lorsqoe  eette 
dernlere  est  rappurtee  ä  des  axes  obllqnes. 

Nons  snpposeroDs  qne  les  denx  systemes  de  coordonneea  aient 
Dt&me  orlglne  el  möoie  axes  des  .t,  et  qne  Taxe  des  1/  do  setood 
Systeme  fasse  avec  celol  des  abscisses  nn  angle  egal  ä  6. 

Punr  avoir  les  formnles  de  passage  dn  second  Systeme  ao  Pre- 
mier, II  Dons  snrilra  de  determlner  les  eqnatlons  des  denx  nonveanx  axes. 

L'axe  des  j*  est  tonjoors  represenle  par  l'eqnatlaD  j=0,  laadls- 
qne  le  nonvel  ase  des  t/  a  ponr  eqnatlon  j^tangö.a-. 

Nons  ponvoDs  appligner  les  Tormnles  (V)  du  u°.  3,  dans  lesqnel- 
les  II  Dons  snrnra  de  Talre 


Elles  donneat  alnsl 


Cela  pose,  solent 

les  ^qnatioDS  de  la  conrbe  rapportee  ä  nos  deax  syslemes  d'axes,  lesj 
nns  rectaDgulalres  et  les  aulres  obliques;    deslgnoas  par 


,  b,  c,  d,. 


A,  B,  C,  D,. 


les  coemcleats  des  tcrmes  correspondants  dans  les  deax  eijaatlons  (1). 
Sl  noQs  remplapons,  dans  l'cqnatioti  F(x,t/)  =  0,  ^  et  y  respective- 
ment  par  x~ycot6,  ycosceO,  noas  passerons  dn  systfeme  oblique 
aai:  axes  rectangulaires :  par  conscqnent  nons  devrons  retomber  sdr 
l'eqaatloD  f{x,j/}^0.  Or  les  coefflclents  de  l'eiination  obtenne  seront 
^vldemment  exprlmes  eu  ronction  seole  de  A,  B,  C,  ö, ....  et  de 
I'an^Ie  6;  de  plns  ces  caemdents  devront  €tre  Idealiqaes  avec  cent 
de  reqDatlon  f{a:,y)^=Q;  il  snfflra  donc. d'etablir  ces  Identltes,  ponr 
former  launeillateraent  les  valenrs,  par  lesqnelles  II  fandra  reoiplacä* 
a.  b,  c,  rf, ....  Jans  la  relalion  R,   ponr  avoir  la  relatloD  R'. 


Snppasons  qne  la  droltft 


88.     Application  ä  la  ligne  droile. 

y'  =  ax\b 

solt  rapportee  ä  des  coordoouees  obllqaes  indiaees  eiJtre  elles 
HDgle  B,  et  qne 

y  ^  fhx  f  n 

Süll  reqaalion  de  la  meine  droite  rapportee  ä  des  coordonniies  rectan- 
giilalres.  Dans  l'equatioo  (3)  reiaplu^ous  o^'et^par  leors  vaieors  (l)j 
eile  devlent 

y(l\acoaB)  —  as\ae.x  föstiif 

Ideotlflant  cette  equallon  avec  (3),   on  en  dednlt  I 

uslnd  äsind 


-1+aec 


"  1  +  d  et 


qol  donoent 


1  -fffl'  +  ancosfl 

"     (l+acosft)ä 


^^^B  j'equallOD   d'uoe  conrbe  du  secoDd  ordre  rapportee  a  des  axes 

^^^F  qaes,  comprenaot  eotre  eas  un  angle  A;    supposoDs  qae 


Application  aux  cotirbes  du  second  degre.    Solt 

Aij-^  +  Bx',J  +  Cx'^  +  Dg'  \  Ex'  +  F=  0  (4) 


aif  +  hxy  +  cx^  -{-di/  +  ex  +  r= 
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repr^senie  la  courbe  rapport^e  an  systöme  qn'on  obtlent,'  en  rendant 
Taxe  des  y  perpendiculaire  sur  celiii  des  x. 

Sl  nous  faisoDS  dans  r^qnatlon  (4) 

2?'=j:— ycotö,    y=^cos6cÖ, 

eile  deYiendra 

(6) 

de  Sorte  qn'on  aora,  en  comparant  arec  (5) 

A—B  eose+Ccoa^d  B—2Ceosd       _„ 

*=  Fto>6  '    *-       8in6       '    *-*" 

^     D—Eeosd  r.     -     E. 

'^=      slnfl      '    *=^'    '^='^' 

poor  les  valenrs  ä  snbstitaer  dans  la  relation  JR  en  qnestion,  ponr 
avoir  R. 

Ces  expresslons  (III)  donnent 

;  (IV) 

Z)«— 4^i?+2(2BF— D£)cose+(£«— 4CF)C0S«Ö. 
<P-W= ^^ . 


„  ^    ^      2CD-BE     «^,    ^     2Äii'-2>£+(.E«-4Cf)cosd 

.2AE—ßD+(iCD—BE)eo3d 
2ae-ba= ^Q ; ; 

«  .     ^     1^       AE^+CJfi—BDE 
atfl  +  ea>-bae= --^^ ; 


(V) 


(Ti) 


«  +  '^  = iii^ö '  <^ 

J— jBcosd+Ccos29     (^— C)-(Ä— 2CiBOSÖ)cosd    „^ 
'^'^^ ÜPö = SPä ;  (VMI) 

(il  +  C)  C08«a— Äcos  ö  +  (^ — C)  sin»« 
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...  ,        ,„     jA-C)-'  +  {B-^A cos e) (B-2Ceos 6) 
ft«+ (a-c)«= ^jpg 


Lorsqn'on  a 


ce  qoi  a  llen  poor  la  parabole,  on  est  condnlt  aax  ldentlt68 

c=JS,    /•=F,  (XI) 

qnl  fonrnlssent  les  formales  snlvantes 

.A+C— 2  cos  d^TÄC  -^^ 

'^+^= -UPÄ '  <™> 

DVC— EVA 

dvc-eva=^^^-^-,  (XIV) 


(XVI) 


90.  Formules  ä  Vusage  de  la  Geometrie  ä  trois  dimensions. 
Nons  snpposerons  qne  les  deux  systemes  de  coordonnees  aient  m^me 
origine,  m^me  axe  des  x  et  meine  plan  des  xy\  et  nons  represen- 
terons  par  x,  yy  %  les  coordonnees  rectan^laires,  et  par  x*y  y\  &' 
les  coordonnees  obliques. 

Determinons  les  eqaations  des  axes  rectangnlaires  en  coordonnees 
obliqaes* 

Les  eqaations  de  Taxe  des  x'  etant 

y'  =  0,    »'  =  0, 

on  a,  dans  les  formules  (II)  du  n^.  55, 


dei  eoordotmie*  dan*  u  plan  et  äaiu  eewpaee,  etc. 


1S3 


b  —  a,   c  =  ü\  (?) 

ce  qnl  donae 

u-:a.  (8) 

L'axe  des  y'  elaol  perpeudicalalre  ä  faxe  des.  x,  doqs  arons 
cosa'  =  0;    ce  qui,  d'apres  (UV)  du  n".  37  doune 

a'  f  *'  cos  V  +  0'  cos  fi  =  0 ; 
mals  cet  axe  elanl  sitae  dans  le  plan  des  xy,  le  coefllcleal  c'  est  du)  ; 
par  conseqaent  il  vleot 

n'  +  A'cosv  =  0, 
eqnatlon  ii  laqQelle  on  satlsfait  en  posant  a'=— cosv,  A'=l;  II  en 
resulle  donc 

«'  =  sin  V.  (9) 

L'axe  des  e'  e^t  perpendicalalre  an  plan  «  =  0,  ponr  leqael  od  b 
/i=0,  ß  =  0.  Inlrodnisant  cette  hypothese  dans  les  relalions  de 
perpendlcnlarlle  d'ane  drolte  et  d'nn  plan,  t>n  troave  qne 

ö"  =  cosAcosv — cosfi,    A"  =  cosficosv — cosA,  c"^slii*v; 
ce  qnl  donne 


«"=8lDvVT^ 


is'A— cosV— cos'-'i'-|-2cüsicosftcosv=^alnv,  (10) 


Mettons  actaellement  ces  valenrs  dans  nos  formoles  de  transfor- 
malloD  (TT)  dn  n".  55,  nons  tronvons  qne 


I 


coslcosv— cos» 

'COtv  + i-i ^«' 

cos /j  cos  D— cos  A 


Teiles  sont  les  rormnles  qu'll  fandra  employer  ponr  passer  des 
coordonoees  obltqocs  ä  noire  Systeme  d'ases  rectangalaires. 

öl.  PiObleme  IL  On  donne  nne  relatlon  R  entre  cer- 
talns  elemeus  d'nne  snrface  /ta-,  y,  a)=:0,  rapportee  a  des 
axes  rectaagalaires;  II  s'aglt  d'en  dednire  la  relalion  R, 
qnl  a  lien  entre  les  memes  elemens  de  la  snrface,  lors- 
qne  cette  derniere  est  exprlmee  en  coordonoees  reell' 
ll^nes. 

Ce  Probleme,  ä  l'alde  djS  formnies  (XVII),  seresoat  absolament  dela 
möme  nianlere  qne  la  qnestioD  dn  d*>.  87,  qnl  est  relative  ä  la  tieomctiie  plane. 
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02.    Application  ä  la  Hgne  dröife.    Repr^sentons  la  droite  par 
les  ^qnatiODS 

snlvant  qn'elle  est  räpport^  ä  nos  axes  obliques  on  ä  nos  coordön- 
nees  rectangnlaires.  La  snbstitstion  des  valenrs  (XVII)  dans  les  ^qna- 
tipn  (10)  et  la  eo^lparaisoD  anx  eqnaÜons  (11)  nons  donae  la  soite 
des  egalites  *  , 

x*J  sin  V— y'4  cos  v  +  (cos  kt(töv-^  cos  fi) »'     p'J + (cos  ft  cos  v —  cos  X)  %* 

a  ""      \  l 

sln*v«' 


I  null     ■     ■  ■ — —        —  T 1 — .  . . — »•  nrviif^ 

a^f^coi^v-l^ccosfi       c      ^siü^v— c(cosficosv— cos^)' ^      / 

«  +  ftCOSV  +  eCOS|Ct 

«1  = -2 > 

.         ft+CCOS^  — (ftCOSV  +  CCOSfi)      (  ^^. 


-  • 

•  - 

Ci 

c 

""Sini/ 

On 

en 

d^dtüt 

1 
ai«+fti«+Ci2=^(ö2+ö2+c2+2öccosv+2cÄCOSfA+2«ftcosv).  (XX) 

93.    Application  au  plan.    Dans  Teqaation  du  plan 

i4a:  +  Äy+fo  +  2?=i:0,  (12) 

snppose  rapport^  ä  nos  axes  obliques,  rempla^ons  o:,  ^^  s  par  leurs  , 
vMeurs  (XVn) ,  et  comparons  Tequation  r^sultante  ä  requation  da  plan 

rapporte  aux  axes  rectangulaires.    n  en  resulte  qu'on  a  les  förmules 
de  transförmation 

A^  =  A, 

B^AcQsv 


Äi  = 


sinv       '  >(XI1) 


r  —  CsUi  H^A  (pos  A  cos  v— cps  f*) + ^  (cos  f^  cos  v^  cos  ;i) 


äet  €oard(nmiet  dmu  U  pJan  ei  tlans  i'e^mejB^  et^       *  IflB 

A  raide  des  ^galites  (lY)  et  (V)  du  ii9. 10>  nons  tronvons   .:- 

iA^siüH  +  2BC(co3iieosif'-tosk)   \ 
+  Ä^sinV  +  2CJ  (cos  V  cos  ^  —  cos  f*)   |  (XXII) 
+  C^lÄ^v  +  2  AB  (cos  ^  cos  ft — cos  v).  ] 

94.    AppHcation   aux   surfaces  du   second  ordre,    Prenons 
r^qnation  generale 

(13) 

AxHA'P^i^A''z'^+2Bi/zi^2B's&x+2B"x!f+2C^ 

qni  represente  nne  surface' qnelconqne  du  second  ordre ,  qne  nons 
;i^poserons  rapport^e  k  nos  axes  obliques.  Si  nous  cüangeons  d^axes, 
en  prenant  nos  plans  de  coordonnees  rectangulaires,  la  substitudon 
de  nös  formales  (VII)  nous  donne  Fequation 

(14) 


a(  yCOSV       CÖS^COSV  — COSfi\* 

V  ~  slnv    ■  z/sinv       .  / 

„sinvs/  y     ,  cosftcosv— cosA.  X 

jj^sinvÄ/       ycosv  ,  cos A cos v — cosjx  \ 
+  ^^  rS"  V^"~  liS^  +  ^sin V         V 

^  /       ycosv  .  cosAcosv— cosjx  \/  y     ,  cos|xcosv--cosX  \ 

+ 2^1^-  ifirr + — i^v —  V\^v + — ^d^v —  V 

^^^V"*       sinv,  ^  z/sinv  / 

Sl  Tequation 

A^x^  +  ^i'i^«  +  A^*%^  +  2BiirB  +  2B^'%x  +  2Äi"a;y  ,x 

+  2Cia:  +  2Ci'3^  +  2Ci"»  +  jP=:0  (1$) 

represente  la  m^me  surface  qne  (13)^  mais  rapport^e  änos  axes  rec- 
tangulaires,  la  comparaison  des  ^quatlons  (14)  et  (15)  nons  donnera 
les  formules 


'i\i 


A 
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A  8iiiH+2B  (cosficosv-cos^)] 


J^ 


A+A*-2B*'eo8v , 


.+/l"sin*v+2Ä^(cosAcosfi-cosv)i 


i^i  = 


jB—  ^^  cos  v  +  JB"'  cos  f*     2^''  (cos  1  cos  v — cos  fi) 

^C08v(C0SAC0SV — COSfi)  ,  ^'(COSftCOSy— cosil) 


JsUkH 


-^siii«v 


(\   = 


JB'slny     g''(cosf^cosv— cos^)     ^(cosilcosv— cosft) 

B^'—A  eo8v  ^^ 

sinv       V 

slnv 

C  sin  ^v  -f  C  (cos  fi  cos  V — cos  l)  +  C''  (cos  A  cos  v— cos  ii) 

^sinv 


(xxm) 


De  ces  relations  on  dednit  les  snivantes: 


B'^^—AA* 

^  ..^  _  (B^^—AA'')siii'^v   (B'^^^—AA'Xeosiicosv'-cosX)^ 
Bi'^—Ai^Ai-^  ^2  +  Ä^^jäi^ 

2(AB—B'B'*)  (cosjitcos  v--cos;i) 

1»  «      ^  .  ^  ^-  g^^^^" ,  (^^^~^^")cos^v ,  (B'^AA^cos^ji 
Ol  —  ^i-^i  —        j2       t  ^ä  +  ^a 

,  2(^g--g^jg^0cosftcosv  ,  2(^'iB'— J?^')cos^ 


\ 


(HY) 


^a 


/f^ 


,  2{A'B*'-BB')co8v 


aes  efmräanniei  dans  ie  pian  et  dans  i'eipaee,  eie*         Wt 
Ali'    R  J?  -      ^'B-BB*     (AB^B'B")C08v 


z/siov  A^iVLV 


zfsinv 


A\    D\   Mix^X   — •  ^4%  ^^ 


Ji ^  f  (XV) 

(^^Jg^— ^g^0(coj3ficosv— cos^)     (2<g-Jg^^cosftSinv| 

{AB-B'B*")  (cosficosv — cos^cos  v   (JB^^^J^J'Qcosyslny 

^sinv  ■*■  ^ 

{B"^-^  AA")  (cos  ft  cos  y — cos  il)  cos  ^ , 

^/«sinv  *  / 


qfd  donnent 

-  if 

iA  siüH  +  2iBC(cosfiCosv  —  cosi)  \ 
+  A*siu^li  +  2CA(eosveosl'^e98ii)  L  (XV© 
+^''sin^  +  224B(cosilcos^--*cosv)  ) 

!B*-A'A"+2iAB—B'B")cosl  y 
+  B'^-A"A+2(A'B'-B"B)eosn  |,  (XV^) 

+  B'»—AA'+2(A"B"-BB')tmv  ) 

AtBi*  +  Ai'Bi'^  +  Ai"Bi"»-AiAi'Ai"^WiBi'Bi" 

=  25 [AB* + ^'£«+ ii'fi"«— J^'^" -- zBB'B'q,  (rvnp 


Grvnrrt:   Dein-  ritt  Thmrem  von  Fngnanii. 


IX. 

Ueber    ein   Theorem    von   Fagnano. 

Von 
dem  Herausgeber. 


¥ 


In  der  Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX.  habe  ich  geie%t, 
dass  der  Gebrauch  der  Anomalien  in  der  Theorie  der  Ellipse  und 
Hyperbel  in  vielen  FSllen  grosse  Vnrtbeile  gewahrt  Bekanntlich 
hat  Fagnano  ')  gefunden,  Aase  sich  immer  elliplische  Bogen 
angeben  lassen,  deren  Differenz  durch  geschlossene  algebraische 
Ausdrücke  dargestellt  werden  kann,  was  deshalb  sehr  nierkiviir- 
dig  ist,  treil  die  Ellipse  sich  nicht  in  geschlossenen  analytischen 
Ausdrücken  rectificiren  laset.  Dass  auch  bei  dem  Beweise  des 
Theorems  von  Fagnano  der  Gebrauch  der  Anomalien  vortreff- 
liche Dienste  leistet,   will  ich  in  diesem  Aufsalze  zeigen. 

Die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  bezeichne  ich  nie  gewühn- 
lich  durch  a  und  b,  so  dass  a  die  grössere,  b  die  kleinere  Halb- 
axe  ist.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ellipse 
seien  x,  y,  und  u  sei  die  Anomalie  dieses  Punktes;  dann  ist 
bekannllich  (m.  s.  a.  a,  O.  S.  ZTl.) : 


*)  Mollweide    und   T.ncrnix    ichreiben    ..Fagnani 

",    Klägel 

und  Caitrhy  «iagegcn  „Fagnanii,'-     LfiWlere  Snliroibarl 

miias  ich  fär 

die  richtige  hlilteTi,    denn   eo  ist   der  Nnme  n<if  dem  Tilel 

aeiner   Pr»- 

dosioni   Mntheraatiche.    2  vol.     i".     Pesaro.   irso. 

Keachrieben. 

wio  ich  aaa  dem  Cotalug  der  Bibliolheb   dea  verewigten   Si 

chomacher 

(Berlin.  1855.  S.  41.)    aehe. 

I 


d 


Px:= — asiaudu,     ßy=AcosuSii- 

Ist  nun  I  ein  beliebiger,  bei  dem  Punkte  (xy)  sieb  endigender 
fingen  der  Ellipse,  so  ist 

und  Tolglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Rechnen  wir  nun  den  Bogen  »  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Elüpee  an  nach  der  Seite  oder  Richtung  hin,  nach  welcher  die 
Anomalien  von  0  bis  360°  gezShIt  werden,  so  nimmt  t  mit  der 
Anomalie  gleichzeitig  tn  und  ab,    und  es  ist  also 

ds  =  S«  Va>8inua,|.6a^os«3 

Sind  daher  jetzt  Kq  und  u^  die  Anomalien  zweier  Punkte  der 
Ellipse,  so  dass  u^  grösser  als  Uq  ist,  und  bezeichnet  %<!  ^^** 
Bogen  der  Ellipse,  welchen  man  durchlauft,  nenn  man  die  Ano- 
malie u  sich  von  »^  bis  U|  stetig  verändern  ISsst,   so  ist 


^^^Tcsii 


So,,  =  /         3m  Va^^sinii 


+  6=1 


^ir  wollen  uns  jetzt  die  Anomalie  h'  mittelst  der  Gleichung  , 
cotM'  =  —  T-tangK 


esJInimt  denken,  und  einen  bei  dem  Punkte  der  Ellipse,  dessen 
Anomalie  u'  ist,  sich  endigenden,  wie  vorher  genommenen  Bogen 
darcb  s'  bezeichnen;   dann  ist  nie  vorher: 


Sit' Va*sinM'»  +  ö»c< 


f\'     a"§ina'*  +  6»co8ti''=-ä- 


1 

fi^cosw« 

1  +  ^-tangtt« 

a»8i 

uM^-f  fi^cosw* 

plangu» 

o'sinu* 

1  +  ptangitS 

fl^s}. 

1  »"  +  6*000  M« 

«Sfi« 

a^sinu^  +  ö^cosM^' 
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Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

Hinw'*  ~  A'cobu"' 


Folglich  ist 


Wir  trollen  nui 
bis  u^  stetig  v 
(ig  verändere. 


"  "  (o*8inM»+fiacosw'»)t" 

setzen,  dass,  indem  die  Anomalie  u  eich  von  Uo 
rändert,  die  Anomalie  n'  sich  von  u^'  bis  u^'  ste- 
vo  also  nach  dem  Obigen 


cotKij':= —  T-tangWfl,    cot«i'  =  —  -r  tangHj 

ist,  und  wollen  den  Bogen  der  Ellipse,  tvelchen  man  durchlauf^ 
wenn  man  die  Anomalie  «'  sich  von  u^/  bis  Wi'  wie  vorher  ste- 
tig verändern  lasst,  durch  s'^,i  bezeichnen ;  dann  ist  nach  dem 
Vorhergehenden: 


=  a«i« 


'fw. 


Aus  den  beidi 
hSit  man: 


gefundenen  Aosdriieken  von  iqh  und 
„i=y^"'3«Va«sinuH6»cos«a-a»6y"'^^5^j^j^^ 


+6''cdsii«)*' 


Durch  Differentiation  überzeugt  man  sich  aber  auf  der  Stelle  von 
der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung: 


(o' 


-JDA 


■V^a*sinMa+fiac( 
und  rolglicb,   weil 

(a3-6'')(6"cost(*— 
ist: 

(aa-6«)Bin«cost^_ 
■^^a'sinHa+ft'cosM»" 


«B  _(g3— 6')(6'cosn*- 


(a«sinM"  +  6'cosu^i 


(i«8in«*)  =  ((«6«— (a"sinM»  +  6''cosu=)' 


also, 
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D  man  zwischen  den  GrSnzen  tig  und  U]  integrirt: 


=a-^b^  f'  ,  -  ■     „^"a sr.—  f'"  SK^^n'sinwa  +  6«co«u' 


oder 


5_,j.  f  sinupcosup MimjCosMi  ^ 


Vergleicht  man  dies  nun  luit  dem  Obigen, 
merkwürdige  Gleichung; 

»0.1— Jo.i— («''-^')<w--„-.-  ..rÄa^^s- 


V^o*sin«,2+6'< 


welche  in  dieser  Form  früher  noch  nicht  gegetien  ist,  aber  nach 
meiner  Meinung  den  hesten,  bestimmtesten  und  ällgemci ästen 
Ausdruck  des  Theorems  von  Fagnano  enthält.  Wie  leicht  man 
auf  dem  varhergehenden  Wege  mittelst  der  Anomalien  zu  der- 
selben gelangt ,  braucheich  trohl  nicht  noch  besonders  herrorzubelieD. 


Setzen 

wir 

^0= 

acoswo,  3/0- 

=  ftsinwo:     ■ 

i-i^ncoi 

!„, 

.  y,=^68iii«,; 

BD  ist 

sin  Uu  cos  Uq  = 

ab  ' 

ei»  „.CO, 

l«, 

=  '-f 

i«o«  +  6»coa 

IMo" 

0» 
—  ifsVo 

- 

o»4»         ■ 

B?    aHit 

iV  +  Ä'co. 

°'^'X^<' 

ÜJH  erunert:  Veder  ein  Theorem  von  Faenano. 

Beseicbnen    v/'a    die  Normalen   der  Ellipse  in   dea  Punktte 
(^offo)  ""t'  C^iSi)  durch  jV(,  und  A', ,    so'ist  bekanntlich: 

also 

»0.1  — »0,1  -      „a     \^^^         jv,  y" 
Nach  dem  Obigen  ist 

A'casua* 


also>'weil  bekanntlich 

cotMo'  =  -^tangwo 
ist,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  eifi&iuler 

b  cos  itf, 


und  ebenso  mit  Beziehung   der   oberen  und    unteren  Zeicheq  auf 
einander; 

,        ,  osinui  .       ,     _  bc9BUt 


Setzen  wir  nun 

.To'  =  aco8Wo'.  ya' =b8mua' \     a:,'  =  acosMi',  j,'=isinM, 
80  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 
fi^coewu 


"o' = J^  ^  t^tttttT T;^zz:ri'  3'«'=+ 


Vo*5inwo*  +  (-"coswo"'    ^'^  V7»8inwo«  +"6aco«i(„« 

und  eben  so  ist  mit  Beziehung  der  oberen    und  unteren   ZeicfaM 
auf  einander: 

,  a'sinwi  (_— 6»costt| 


-  V"o**irnij»+  fi^coBKi^ 


Ist  nun  mit  Beziehung  der  oberen  und   unteren  Zeichen   auf 
einander 


i  *o'=^J 


V"n»siDU(,"+**oosi(o''  ~  V^a«siDM,*  +  6''co8V 


niT^flt   ^J'-- ♦  ^   •■•  :  '•  ••••.ii    .  •:.'/   =•  n.       •...,1  j,  .,, 

Va*siniiQ*+6*cosiiQ*  Va*8in»i*+6*co8ii^* 

also  nach  dem  Obigen: 

I  *    ■ 

\ 

and  wenn  nttin 

setzt:  •  •■=  V 

Ist  aber  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander 

^  ._  ,  g^sinttp  T^-T  o^sintii  . 

^  V  a«sin  «0*  +  6«  cos  Mq«  '      ^  Va^sintii«  +  6«cos«i»' 

so  ist 

'— .■         g^sintfocostto  ^      _        q*8intt|Cos«i 

XofKo  ^±-^^:===———y    xixx  -■ »  y  a«8inttiH6acos«i«' 

also  nach. d^m  Qbigen: 

^         a* — 6* 
*o>i^^i  =± — ;;j^~~(^o^o' +^i^iO 

oder 

Dass   man  noch  andere  bemerkenswerthe  Ausdrucke   dieser 
Art  würde  finden  können»   erhellet  leicht. 

\[^liU^  E%id^  1i^ '  deibr^^urch 

die  Aiiotealien   V'  und^tfi''  besfimmten  Punkten '  derififi^n^^ 
nagh^Kr  XXIV^.  S/äT«;  bekann^^^^^  -    m  ,  ,.    nr  :i  vo.i, 

110/     1)111/     nM^i^ftgto|^j'io4**ji»t%HÄ--^aßWttoOj  ::;>:     'i>(l 

«  — osinwi'  =  — — cotwi'(a?— acosMiVJ:      .^    , 


n-ut 
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und  bezeichnen  n-ir  also  die  Winkel,  unter  denen  diese  B«3)|f 
renden  gegen  die  Hauptaxe  der  Ellipse  geneigt  eind,  durch  t^ 
und  D|,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

b          ,                         b 
tangTo  =^— -cotwo  ,     tangt^i  = cotw,  . 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

cntMo'  =  —  r  tcngwo,     cot«i'  =  — -r  lang«, ;  ^ 

woiaus  sich  die  bemerkenswertben  Beziehungen 

tangVo^  tangUQ,     langet  ^  tangu^ 

ergeben,  die  ein  Jeder  leicht  selbst  geometrisch  zu  deuten  int 
Stande  eein  wird. 


Ein  Beitrag  zur  Inhaltsberechnung  der  Körper. 


Herrn  Doctor  FF.  Ligotvshi, 
Lehr«   der   Malhematik    an    der  vereinigten    Artillerie-   und   Ingeniear*    { 


,1      y!a  werden  in   der  folgenden  Abhandlung   zeigen,    ivie  sich 
Bnf  elementarem  Wege  die  Inhalte   von   sehr    vielen   Kürpern  aus. 
ihrer  Durcbscfanittsfläche,  wenn  diese  als  Function   der  Hithe  ,g^'  ', 
geben  ist,    btislimmen  lassen. 

Der  Satz:  „Körper  über  gleichen  Grundflächen  und  vod 
gleicher  Höhe  sind  gleich,  wenn  die  parallelen  Schnitte  in  glei- 
dier  Hohe  überall  beziehlich  gleich  sind",  dient  unserer  Betrach- 
luDg  ala  Grundlage. 


A 


SM  Btttrag  a«r  InkalMerechnuitg  der  KBrptr.  SOS 

Keser  SaU,  welcher  \a  vielen  Werken  als  ein  GrundsaU  an- 
ntbrt  ist,  kana,  wenn  man  die  Regel  für  die  Inbaltsbesliniinung 
der  prismatischen  Kürper  beHiesen  bat,  mit  Hüire  eingeschTiebe- 
ner  ond  nnischriebener  Prismen  in  aller  Strenf;e  beniesen  werden. 
Für  onsern  Zweck  ist  es  nütbig,  diesem  Satze  eine  allgemeiner« 
Fassung  zu  geben,    und  zwar  folgende: 

Ist  die  Summe  der  Inhalte  der  Durchscbnittefiächen  mehrerer 
Kürper  von  gleichen  Hühen,  aber  beliebigen  Grundflächen,  in 
gleichen  Abständen  von  diesen  gleich  dei'Durchschnittsfläche  eines 
andern  Kürpers  von  derselben  Hübe,  in  denselben  Abständen  voa 
der  Grundfläche,  dann  ist  der  Inhalt  dieses  letztern  K5rpers  gleicb 
der  Summe  der  Inhalte  der  erstem. 

Dieser  Satz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  Summe  der  In- 
lalte  der  Durchschnittsflächen  eine  algebraische  ist. 

Setzen  wir  den  Salz  von  der  iDhaltäheslininiung  der  Prismeii 
als  bekannt  voraus,  so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  des  eben  genann- 
ten Satzes,  dass  der  Inhalt  eines  Kürpers,  dessen  zur  Grund* 
fläche  parallelen  Durchschnitte  gleicb  a  sind,  bei  einer  Höhe  x 
das  Volumen  a.x  hat.  Es  sollen  uun  Kürper  mit  veründerlichen 
Durchschnittsflächen  untersucht  werden,  und  zwar  zunächst  der 
einfachste  Fall,  dass  die  Durchsclinittsfläcbe  in  der  Hübe  x  gleich 
b.x  ist. 

Diese  Uurchschnittsfläche  h.x  kann  man  sich  als  ein  Recht- 
eck mit  den  Seiten  b  und  .r  vorstellen;  der  Kürper  ist,  wie  man 
leicht  übersieht,  ein  dreiseitiges  Prisma  mit  den  Grundkanten 
X,  X  und  ;cv"i  und  den  Scilenkanten  b.  Stehen  die  Seitenkan- 
ten (Taf.  IL  Fig.l.)  senkrecht  zu  ABC,  dann  ist  der  Kürper  gleich 
der  Häffte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums,  bei  welchem 
die  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  x^  x.M^^b  siad; 
der  Inhalt  des  Kürpers   ist  daher: 


V. 


.  bx^. 


Betrachtet 
AB=-x,    dann 


lan   BCFE   als  Durchschnitfsfläcbe   in  der  UObe 
st  der  Inhalt  dieses  Schnitts  h.x. 


Wir  wollen  nun  den  Inhalt  der  Durcbschnittsfläche  eines  K8r- 
pers  in  der  Hübe  x  gleich  x^  setzen  und  suchen,  welches  Tola- 
men  derselbe  hat. 

Nach  einem  bekannten  Satee  der  Stereometrie  fibersieht  man 
sofort,  dass  dieser  Körper  eine  Pyramide  ist.  Der  Uequemüch- 
keit  wegen  wollen  wir  den  Inhalt  des  balhen  Kürpers  suchen, 
ako  eines   Körpers,    dessen    Durcbschnittsfläche    in  der  Höhe  x 


^^^H  gleich 

^^  gleichs 


I 
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gleich  ix^  ist.  Diese  Durcb«cbnitls fläche  kann  man  sieb  ata  ein 
gleichschenklig  rech twinkligesDieieck  mit  denKatbeton.T  verstell«^ 

Ca  sei  in  Taf.  II.  Fig.  2.  diese  Pyraniitlc  eo  gezeichnet,  dasS 
<lie  üiihe  -t  derselben  <lie  Grundfläche  im  Scheitel  des  rechten 
Winkels  trifft,  die  in  ß  zusammeDstosseDden  Kanten  sieben  als^ 
dann   recbtninklig  zu   einander. 

lu  Taf.  II.  Fig.  3.  ist  diese  Pyramide  zu  einem  Prisma  ergänzt, 
liegt  man  durch  AD  und  DF  eine  Ebene  ADF,  dann  nird  d^ 
Ergänzung  ACFED  in  zwei  gleiche  Pyramiden  AEFIi  und  ACFß 
zerlegt,  diesell)en  haben  gleiche  Grundflächen  und  die  Hübe  \ä 
für  beide   dieselbe.  . 

Jede  dieser  Pyramiden  ist  aber  auch  gleich  der  Pyramide 
ABCD,  weil  sie  mit  derselben  gleiche  Grundfläche  und  gleich« 
Hübe  haben,  Man  kann  nämlich  bei  der  Pyramide  ABCD  ABB 
als  Grundfläche  und  BC  als  Hflbe,  und  bei  der  Pyramide  AEFD 
AED=ABD  als  GrundDäche  und  DF=BC  als  HShe  betracK«! 
ten.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Pyramide  ABCD  gleich  dent 
dritten  Theile  des  Priamas  tst,  mit  welchem  sie  gleiche  Gruntf 
Ifäcbe  und  fiObe  bat.     Das  Volumen  von  ABCD  Ist  also  '' 

Der  lahalt  des  Körpers  mit  der  Durchschnittsfläcbe  x*  in  der 
Höhe  X  wird  nun  doppelt  so  gross,  also  gleich  Ix'  sein.  Ein 
Körper,  dessen  DurchschDittsfläche  in  der  Hiihe  x  gleich  cx'^  ist. 
fvird  dasselbe  Volumen  haben  wie  c  Körper  mit  der  Ourch- 
SchnittsHäcbe  x^,  d.  h.  der  Uurcbschnittafläche  cx^  ent^ricbE 
das  Volumen  ^cx^^ 


Durchleb 

itUflä<!he   in   der  Hübe  x 

Vutiimen  des  Körpcrdückl 
HöIie  X 

-):(■■■. 

1)     „ 

ax 

ul..  .' 

1)     bx 
3)     ca^ 

Itx^ 

Durch   einfache  Betrachtungen   mit  IJiilfe    der  Grenzen   liessd 
sieh  nun    auch  zeigen,    dass  ein    Körper  mit  der  Durchsckuitts- 

fläche  pX"  das  Volumen  ^-"xy    bat,    ivorauf  wir  aber   nicht  ein- 
gehen, weil  wir  den  Weg  der  Construction  nicht  verlassen 


i 
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'v  Ein  Körper,  dessen  Durcbschnittafläche  in  der  Hübe  x  gleich 
a-\-bx-\-ex*,  ist  nun  gleich  der  Summe  der  Kürper  mit  d«n  DurolK 
schiiittsfläcben    a,    bx    und    cx^,    A.  h.     der    Uurcbschnittsfläche 

a\bx^cx^  entspricht  das  Volumen    V=ax -y -^ -\- -s-- 

4.Ts  Beispiel  müge  der  Inhalt  eines  Kugelabschnitts  von  der 
Höh«  X  berechnet  werden. 

Dis  Durcbscbnittsfläcbe  in  der  Hube  x,  also  die  GruudMche, 
Is^  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Geometrie : 

{2rx  —  x*)w, 


r=(Tx'^- 


r)"  =  V(3'-^)- 


In  der  Form  a^bx-^-cx"^  sind  nun  die  Durcbachnittsfläcben  der 
Pyranriden,  Obelisken,  der  Kegel  und  der  durch  Rotation  der 
Kegelschnitte  um  ihre  Äxe  entstandenen  Körper,  so  wie  auch 
viele  durch  windschiefe  Flächen  begrenzte  Kürper  enthalten;  die 
Volumina  derselben  lassen  sich  daher  alle  nach  der  Formel 


V=ax^ 


bx^ : 


Das  Volumen  der  in  f(x)  =  a-t-bx+cx^  enthaltenen  Ktirper 
lässt  sich  auch  auf  eine  höchst  einfache  Weise  durch  die  beiden 
Enddächen,    die  Miltelllgche  und  Höhe  x  ausdrücLen. 

Es  stelle  Taf.  II.  Fig.  4.  einen  solchen  Körper  dar.  Zählen 
wir  die  x  von  E  an,   dann  ist 


-  und 


E  =  a, 

M^a  +  b^  +  c^, 

iM=:ia  +  2bx  +  cx^, 

G=a+bx  +  cx'. 
also 

und  durch   MultipUcation  mit    ^   entsteht: 


l(G  +  4ia  +  E)  =  ax  +  ~  +  'f^ 


k 
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dieses  tet  aber   V,  mithin   ist  för    alle    in    der  Form  «+Aa:  +  c»" 
eathallene  Körper  auch 

«-elches  die  bekannte  Kegel  von  Simpson  ist. 

Als  Beispiel  hierzu  soll  der  Inhalt  einer  abgekürzten  Pyra- 
mide mit  den  Endflächen  G  und  £,  so  wie  der  Höhe  h,  berech- 
net werden.  Welche  Form  die  EudÜächen  auch  haben  mügeo, 
immer  ist  die  abgekürzte  Pyramide  gleich  einer  von  derselbefl 
Uiibe  mit  quadratischen  Endflächen  von  den  Inhalten  G  und  E. 
Die  Seiten  der  Endflächen  sind  dann  VG  und  V£,  daher  d{a. 
VGWE 


Seite  der   MittelfiSche  - 


und  mithin 


=  J[G  +  (VG+ VE)»  +  £) 


> 


Der  Geheime  Ratb  Hris  bat  gezeigt,  dass  die  Simpson'ach« 
Regel  anch  dann  noch  gilt,  ii-enn  die  Durcbschnittsfläche  in  der 
Hohe  X  in  der  Form  a  +  äj;  +  cjp' +  (/jt'  enthalten  ist. 

Wir  suchen  nun  den  Inhalt  des  Körpers,  dessen  Durchschnitt^ 
I  der  Höhe  x  durch  I 


fläche 


gegeben  ist. 

Man   übersieht  sehr    leicht,    dass   der  Körper  (Taf.  II.Fig.B.] 
als  ein  Stück  eines  geraden  Kreiscylinders  von   der  Höhe  a 
dem  Radius  v  der  Grundfläche  betrachtet   werden   kann. 

Nimmt  man  AEFB  als  Grundfläche  an.  dann  ist  DHGC  die 
Uurchschnitlsfläche  in  derHüheo:,  der  Inhalt  derselben  ist  aber  gleich 

Der  Inhalt  <lcs  Körpers   ÄBCDEFGH  ist  aber 

r  —  a.ABCD. 
Da  nun   Fläche  ABCD  =i{.r  ^^i^^^T^  4  r^arcsin?)    is 


\ 
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r- 


U.xr^- 


j^  -f- r' aresin— ) 


ale  Inhalt  des  Körpers,  dessen  Durchschnitlsfl&che  in  der  HOhe  x 
gleich  a^fr^  —  x'*  ist. 

Ergänzt  man  Taf.  II.  Fig.  5.  zu  einem  Viertelcylinder,  dann 
hat  diese  Ergänzung,  wenn  die  Hübe  x  nicht  von  D,  sondern 
von  der  Peripherie  an  gezählt  wird,  zur  Durch  sehn  ittsSäche  den 
Aasdruck 


Für  das  " 

^'olumen  dief 
r=^(r»arce 

issen   sich    i 
tcfaen  in  der 

a\bx\i 

sind,  sofort 

ies  Körpers  hat 

i, 
man  sofort 

den  An 

iidnclc: 

r 

>uii    (tie  Inhalte 
Form 

angeben. 

Es   l( 

der  Körper,    deren 

Dnrnh, 

+»V'i!.i- 

»' 

enthalten 

Als  Beispiel  hierzu  werden   wir  die  Inhalte  der  Körper    be- 
rechnen,   welche  entstehen,   wenn  sich  die  Fig.  ö.  u.  7.,  Taf. tl., 
I  AB  aU  Axe  drehen. 
Die  Durch  Schnittsflächen  in  der  Entfernung  x  vod  D  sind 

mithin  nach  den   oben  gegebenen   Formeln: 


Diese  Formeln    finden  besonders  Anwendang  bei  der  Inhaltabe- 
recboung  der  Geschützrohre. 

Man  kann  dieselben  Formeln  mit  Vortheil  bei  vielen  Gewül- 
hen  anwenden,  ebenso  bei  der  Berechnung  von  buffiirmigen  Ab- 
schnitten von  Cylindern.  Geht  bei  solchen  Abschnitten  die  Schnitt- 
ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Grundfläche,  dann  reicht  cur 
Berechnung  des  Inhalts  die  Siropson'sche  Kegel  schon  aus. 

Zum  Schlüsse  sollen  noch  die  Volumina  der  Körper  berech- 
net werden,  deren  Durcbschnittsllüchen  in  der  Höbe  x  durch 

.■..,t)   I  .;>  x'^T^  —  x^   und  xSflrx  —  x^  .,    •iV.i'U 


EffthinMy  etn  Beitrag  vir  lnhatabtreehntm§  dtr  K0rp«f. 

sind.     Asch    diese    Kurper   künnen    als  Abschnitte  i 
Kreiscylindern  betrachtet  werden. 

TJm  den  Inhalt  des  erstern  Eurpers  zu  erbalten,  constrniren 
via  die  Fis-8.,  Taf.ll.,  analog  der  Fig. 5.,  Taf.ll.,  tragen  in  der. 
selben  auf  BF  und  CG  von  B  unil  C  aus  AB^=x  ab,  legen 
durch  AD  und  KJ  eine  Ebene,  dann  ist  der  Körper  ABJKD  \ 
ein  solcher,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der  Hübe  x  gleich 
irVr*— a;*  ist.  Denn  zählen  wir  die  x  von  AD,  dann  ist  die 
Durchschnittsfläche  in  der  Enffernung  AB^=x  von  der  Ebene 
ADHE  das  Rechteck  BCKJ  gleich  BJ .BC—x'i/'r'^—x^. 

Um  den  Inhalt  dieses  Körpers  zu  erbalten,  zerlegen  wir  den- 
selben durch  die  Ebene  KClt  \\  ABJ  in  das  dreiseitige  Prisma 
ABJKCL  und  in  das  Cylinderslücb  LCKDL.  Wird  nun  der 
Kürze  wegen  BC  mit  y  bezeichnet,  dann  ist  der  Inhalt  des  oben 
genannten  dreiseitigen  Prismas  'x'y.  Znr  !nhaltsbestimniung  des 
Cylinderstücks  legen  wir  in  der  Entfernun»  z  von  LCK  einen 
Schnitt  MNO  durch  denselben;  dieser  ist,  wie  man  leicht  flber- 
eieht,  ein  gleichschenkliges  Dreieck,   sein  Inhalt  daher  gleich 


oder,   da  r*  — J/'=:a:' 
fernnng  i  von  LCK: 


-{3,  +  i}2]  =  i(r«_  j3_22,x_,9) 

ist,    der  Inhalt  des  Schnitts  in  der  Ent- 


=■), 


f 


mithin  das  Volumen  des  Kürpers  von  der  Hübe  i: 

Ffir  i=T  —t/  erhält  man  hieraus  das  Volumen  des  Cylinderatücks 
LCKDL: 

r=i[rH'-'j)-!li'-!l)'-i(.'-sn 
Daher  der  Inhalt  des  ganzen  Körpers: 

IT^ßfae«  nach  einigen  Reductioneu: 

il"  •'  F  =  S(r'-s')  oder 

gMt. 

Zur  Inhal tsberecbnung  des  Kürpers  mit   der  Durchschnitts- 
flScbe  X  V  2ra:  —  a"  construireo  wir   wiederom  ein  Viertel  einea 


kl 


l&m 
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KreUcylinders  (Taf.  11,  Fig.  9.)-  Der  Radius  des  Quadraotea  ÄBD 
sei  gleich  r  und  BF  werde  mit  x  bezeichnet.  Legt  man  nun 
durch  F  senkrecht  auf  AB  einen  Schnitt  durch  den  Kürper  und 
trSgt  auf  FL  nnd  CM  von  F  und  C  aus  FG=CH=x  ab,  dann 
ist  der  dureli  die  Ebenen  FCUfi  und  HGB  vom  Cylinder  abge- 
schnittene Kürper  ein  solcher,  dessen  D u rch ach nitte fläche  In  der 
EDtfemnng  x  von  B  gleich  x\f'±rx—x'^  ist. 

Um  den  Inhalt  des  Kürpers  berechnen  zu  künnen,  setzen  wir 
AF=-i,  dann  ist  CF^^r^ — i^  und  die  Üurcbschnittsfläcbq  1 
*V"'2rÄ  — .r*  ist  dann  glekb  fr— i)  V  i**— i^;  dieees  ist  aber aiwll 
die  ßurchschnitlsnäche  des  Kürperatücks  AFCDGHKJ  in  d« 
Entfernung  s  v«mi  ADKJ.  Da  {T-t)^/'i^-^=ir^fi^^^--i\/'^^^% 
lo  ist  das  Volumen  des  genannten  Kürpers  nach  dam  FrüheTeo] 

pll  «jb=5(^\^H— i*  +  P*aTCsinJ)~i[H-(r»-»W 

Der  Kürper  CFG  HB  ist  der  Unterschied  der  beiden  Kürper 
ADKJB  und  ADKJFCBG,  der  letztere  hat  das  Volumen  F,  der 
andere  hat  zum  Inhalt 


welcher  entsteht,  nenn  in   F  statt  :  r  gesetzt  wird;  demnach  ist 
nun  der  Inhalt  von 

CFGHB  =  lr'^-  JrS-JCi  V>3iä_,,r«arc8m^+i[r3-fra-i»)t] 
tat.    foi  wird   hieraiis   d^  luhw 


Da.  nun, 3- — ^CBin-^arccos; 
ym'c^GBS'  gleich 


1. 


F=^arcco8|-[^^  +  ^r«-t=))V7ä^^' 
nen  Werth  r  —  x  einiuhren: 


=  2»' 
I  wir  für 


9vttinger:    Zusfll%e  tu  §.  r.  und  g.  B.  der  Beitrat» 


sla  Volnmen  des  KSrpers,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der  Hühe 


Nach  dem  bisher  Vorgetragenen  sind  wir  nuo  im  Stande,  dis 
Inhalte    von   Körpern    zu    berechnen,     deren    Diirchschnittsflächen   , 
GUeder  tob   den   folgenden   Formen  enthalten: 


,  bx,  cx^,  t 


,  ßVl^ 


x\flS- 


Es  lassen  sich  leicht  noch  andere  Formen  finden,  für  »eiche 
die  Kubiruiig  der  Kürpcr  gelingt.  Benutzt  man  die  vom  Heraus- 
geber des  Archivs  auf  elementarem  Wege  gegebene  Fcrrael  fflp 
die  Flüche  der  Hyperbel,  dann  kann  man  auch  die  Kürper  kuhi- 
ren,  deren  DurchschnittsflSche  in  der  Hübe  x  gleich  aV^px+qx* 
ist.  Durch  Benutzung  der  Parabel  erhält  man  auch  den  Inhalt 
der  Kürper  mit  der  Durchschnittsfläche  a\fb  +  cx.  Mit  vielem  , 
Vortheil  kann  man  sich  der  mitgetheilten  Methode  bei  den  in  d 
Mechanik  vorkommenden  Summirungen  bedienen. 

t>l)  ,'l  »«iliuJftV  üb  I 


i3'äit.mmt%l  rl"! 


Zusätze  zu  §.  7.  und  §.  9.  der  Beiträge  zur  Summirung 
der  Reihen  im  26. Bande  I.Heft  S.21  u.ff.  des  Archivs. 


Herrn  Hofrath  Oettinger 

nn   der   Universilät  in   Freiburg  i. 


4 


Die  in  j.  7.  und  §.  0.  behandelten  Potenzen-  und  Fakultätenreihen 
bieten  ho  manches  Eigenthiimliche,  das«  es  sich  wohl  der  Mühe 
lohnen  dürfte,  noch  etwas  ilber  dieselben  beizuriigen. 


«sr  Summirmip  der  Reihen  m  28.  Bde.  1.  Heft  s.  2t  u.f.  d.  Arehlps.  213 

Ich  hatte  die  Absicht,  das,  was  Doch  beizufügen  ist,  am  ge- 
nilrigen  Orle  in  dfii  Text  mit  den  nüthigen  Umänderungen  auf- 
zunehmen. Die  Abhandlung  war  aber  schon  gedruckt.  Meine 
Bitte  um  Rücksendung  des  Manuscrjpts  kam  zu  spät  und  konnte 
daher  nicht  mehr  berücksichtigt  werden.  Ich  trage  nun,  was 
beizufügen  Ist,   hier  nach. 

Ausser  der  benutzten  Methode  lassen  sich  noch  andere  auf 
die  dort  behandelten  Reihen  anwenden,  wodurch  einerseits  die 
gleichen,  andererseits  abweichende  Resultate  erzielt  werden.  Es 
durfte  daher  sachgemäss  sein,  hierauf  aufmerksam  zu  machen  und 
die  verschiedenen  Betrachtungsweisen  mit  den  daraus  fliessenden 
Resultaten  vorzulegen. 

tieht  man  von  den  Gleichungen  des  §.  75.  meiner  Lebra  von 
den  anfsteigenden  Functionen  aus,  so  bat  man: 

1)  «P— (a;  +  .4Ä)P  +  (a;  +  2^j:)p....(— )"(a?-(-ii^a')P 

=  (-)•■^'(.■P  +  (n  +  \)^x)vU-'XP. 
and  hieraus: 

2)  xf~{x-\-Jx)P 

+(a:+2^a:)p  ....  (— )-{a: +ii^a;)P(— )»+if-'(3:+(M+i)  ^x)f  ^t-'a*; 

worin    folgende  Werthbeatimmungen  gelten : 
,3)  £-i(;C-Kn  +  l)^jr)P  =  i(a:+(»fl)z/:B)l'  _^ 

^\pix  +  («  +  lM:r)P-'^.t  +  i(p).  (:r  +  (n  f  l)^x)P-»C.rf«)^- „  „  ^ 

Nimmt  man  nun  den  Satz  zu  Hülfe,  dass  bei  uneodlich  wach- 
sendem n  die  niedern  Potenzen,  welche  r  führen,  den  hOhern 
gegenüber  vernachlSssigt  werden  können,  uud  der  oft  angewen- 
det wird,  s8  fallen  die  niedern  Potenzen  in  der  entwickelten  Dar- 
stellung von 

£-i(a;  +  (n+lM:c)P 

gegenüber  der  höchsten  weg  und  man  erhält  sofort  ans  2)  und  3) 
fär  ein  unendlich  wachsendes  n; 

4)     Lim  [S(-)"  (a: +n^.r)p  (-)"+» i(ar+(n+l)zf^)P]  =  f-i^* 

und  hieraus  sofort:  j,  ,  ,5^   ,   ■    ,■  1    •  i...   '\     -    >  . 


314  Oelttnger:  Zvsaize  »w  %  t,  «na ^.9. dtr  Bettrage 

5)      Lim[S(— )'^3J+2h^j:)i'  — J(Ä-f(2H+l)^a:)p]=S^->:BP, 
Lim  [N(-)'^->(^+(2n~l)^:E)P+i(a:+2«^:?)p]  =£-' j^ . 

Diese  Re^ullale  stimmen   mit   den   in   §.  7.   gegebenen  übereia. 

Eben  so  erhätt  man  für  die  in  §.f3.  angegebenen  Fakultäten- 
Reihen  : 


ivorln  nach  §.  33.  i 
tionengilt: 


r  Lehre  von  den  aufsteigenden  Func* 


r 


+  ;/'' 


-' {x  +  2^ar)P-*l''' .  iJx)^  —  A/»'!-^ (a:+  3^;E)P-»l^'f.if3:)».    ' 


Nimmt  man  auch  hier  den  angezogenen  Satz  zu  Htilfe  nnd 
wendet  ihn  aof  Fakultäten  an,  so  ergibt  sich  aus  6)  ffir  ein  uq- 
endlich  wachsendes  n : 

l.\ta[S{-Y«-\x\<^^—'\)^x)P\^'Hix\2n<dx)v\'i'^=i-ixP\-^'. 
Diess  stimmt  mit  den  in  {.9.   gegebenen  ResulUten  überein. 

GenE  enders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  fotgendä 
Methode  »Shlt.  Die  Gleichung  13)  g.  7.  kann  unter  der  nacb- 
sfehehdeii  Form  dargestellt  werden: 

■      rij-il  .!■.« 

=\[{x  +  2w-i:r)P  -ix-V  (2n  — l)^a:)p]  ,, , ,  l',',i,'||.!l,  J 

(i:  F'.Tn    ^     ■■■    .i..;  .-..■,,■-.,  M.u,  I,,.,.  ■  .., xil  W  v.l.  i:iJAii9!|«| 

■    •■   •    ♦ --■''-'■^-\  K 
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=  -i/(x+(2n— 1)^.t)F"' 


^^0) 


Nun   ist  (d::+2n/*a:)J-»  — (3r+(2ii— l)^a:)F-* 
Hiernach  geht  S)  über  in; 

asi^ix  +  (in  — l)dx)P  +  lp/)xd(x  +  ein—  1)^«)?«» 

-r')(p)i(^-c)^^C*  +  (2«~l)-rfa.)r->  +  ....  ,  I 

+  hxF  —  ipxP-^^x  +  Up)iXP-'  (^x)',  ' 

f{ir  die  Glieder  des  Sumnienausdruckes  Tolgende  Gleichung  gilt: 

+  (p-/r),(j:+(2n-I)^:i:)P-»^'('*^)» 
+  (p—lchix+Q2n—l)  Jx)'-*~HJx)K... 
=  ip-k)(x  +  2nJx)P-t-i  Ax 

+  (;*  -  *)»  ix  +  2nAx)P-^-^<.Ax)\  — ...^ 
Eben  so  erhält  man: 

II)     a^—{x\/ix')P-\^{x-\-'lAx)v....{x-\-^nAx)V  —  \[ps\{^ny\)Jx)P 
=  ~\a{x\1nAx)V—XpAx.A{x\'in^x)P-^ 

+  \xv  —  ipxP~^-Ax  +  -l(p)^xp-^(Ax)^ — .. . . 
Aach  hier  gilt  die  Darstellung  10),  (veDD  man  2n-|-l  statt  2n  setzt. 

Aus  10)  ergibt  sich,  dass  der  Summcnausdruck  in  9)  und  11) 
in  mehrere  Reihen  übergeht,  die  nach  den  fallenden  Potenzen 
von  (x  +  'inAx)  nder  von  (3:  +  (2»±l)  .4a;)  geordnet  sind.  Bei 
wachsendem  tt  nächst  nun  auch  nach  10)  der  Werth  der  hieraus 
fliessenden  Ausdrücke,  und  weder  die  einsehen  Ausdrücke,  nocb 
auch  ihre  Gesammtheit  geht  in  0  über.  Es  entstehen  daher  nach 
illeser  Methode  keine  Greozwerthe,  wobei  zu  beuierken  ieti-dasi 
äie  Ausdrücke  auf  der  rechten  SeitQ  niedere  Potenzen,  alti  aiil 
der  linken   führen.  ,,  i, 

Ln  einem  Falle  jedoch,  wenn  p=:l  ist,  führen  die  gonantttM^ 
R4ihen  auf  einen  Grenxwerlh,  wenn  man  diesen  Namen  gebrau« 
cbsQ  will,  und  buui  erhält  aus  9)  und  ]1)  ftfr  ein  nnendlick  waelM 


<Jlfl  Bettinger:  tutStM  iiH%.lM.%.9.  der Beilräffe %ur Summinmp eie. 
!2)  f.im[S(—)*^-\x  +  (2n~l)  Jx)P  +  l(x  i^1n^J!)p]=ix, 

Aehnliches  gilt  von  den  FakiiUSfen-Reihen.  Aus  3)  §.9.  erhält  ' 
man,  weun  die  negativen  Aufstufungen  der  Fakultäten  nach  §.t 
meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  entwickelt 
und  die  hieraus  folgenden  Reihen  vereinigt  und  durch  Unterschiede 
dargestellt   werden  i 

13)    a:*!-*' ~(x  +  Jx)p\^'  +  (^  +  2Ja:)Pl'='' .... 

....  (— )"  ix  +n  JarJPl'^'C— }''+i  l(x  +  (n  +  1)  Jx)p]^ 


-J(x-Hni-3)Jx)P-^\'' 


■■] 


I 


+  ixPl^'~^lx+dx)F-^l'^='JxV'-^(x+2Jx)f-^\^'(Jx)^ 

WerdeD    die   angezeigten  Unterschiede    eingeführt,    60   entsteht; 
U)    xP-^f'—ix  +  ^xyi-t'-i-  (x  +  'iJx)p\'^'=.... 

....{— )'>(x  +  n^x)pi^H— )''+'-i(-r  +  (n  +  l)Jx)p\^' 

~(-)''+i[lp(x+(n+^)dx)r-^\'^'^x-^-^(,x+(n+Z)Jx)P--^\^' 

+  ^  f^+  f"  +  *'>  '^x)P-'\''HJx)^-.... 

+  ia9'l^'-5{x+J3r)p-i|^i^:r+e^(a:+2J:E)r-»l'^»(.rf*)«-„4 

Ans  14)  seigt  sich,  dass  hei  wachsendem  n  kein  Grenzwertb  ent'  ] 
steht,  und  was  vorhin  über  die  in  §.  7.  benutzte  Methode  gesagt  j 
wurde,    findet  auch  hier  Anwendung. 

Es  liegen  nun  verschiedene  Betrachtungsweisen  vor,  wovoi| 
die  eine  auf  das  Glied  \{x-\-2nJx)P  und  lix-^-i'in  +  V^dx)?  Rflckn 
sieht  nimmt,  die  andere  nicht.  Auch  bei  Aufnahme  dieses  T 
des  fliessen  lur  eine  und  dieselbe  Sache  hei  verschiedener 
handlungsn  eise  verschiedene  Resultate.  Jeder  Uehandlungs» 
stehen  Gründe  zur  Seite.  Welche  Resultate  werden  nun  als  die 
richtigen  zu  bezeichnen  sein?  HSlt  man  die  Annahme  des  allmS- 
ligen  Wachsens  fiir  n  und  die  tnilgtichst  einfache  Uarstelluag  der 


ler       I 

i 


Hoppe:    Kriteriitm  der  CoHpereena  und  Birergena  der  Heiken.  i\J\ 

SumiiienausdrÜcke,  wie  sie  in  No.  8)11.  ff.  gegeben  wurde, 
dann  scheint  die  zuletzt  entwickelte  Methode  den  Vorzug  voi 
üliiigen  zu  verdienen,  und  es  mü.sseü  tjofurt  die  aus  den  ai 
Melboden    hervorgehen  den    Resultate    al»    unzulä^i^ig     f)czei< 


Kriterinm  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen. 


Herrn  R.  Hoppe, 

tatdocenlen   an   der  tinirersität  1 


Unter  den  convergenten  Reihen  lassen  sich  zwei  Ciaseen 
unterscheiden:  solche,  deren  Convergenz  bei  beliebiger  Aende- 
rnng  der  Vorzeichen  der  Glieder  fortbeateht,  und  fiolche,  die  nur 
für  genitise  Bestimmung  der  Vorzeichen  convergiren.  Die  Bedin- 
gung der  Convergenz  für  die  letztere  Classe  ist  einfach,  wenn  die 
Vorzeichen  beständig  abwechseln:  es  reicht  bekanntlich  hin,  wenn 
die  absoluten  Werthe  der  (Glieder  von  irgend  einem  Gliede  an 
beständig  abnehmen  und  sich  der  Grenze  0  n.nhern.  Ucber  die- 
sen besonderen  Fall  hinaus  ISsst  sich  hier  nicht  wohl  ein  allge- 
meines Gesetz  aufstellen.  In  Betreff  der  erstem  Classe  hingegen 
scheint  mir  das  gewöhnliche  Verfahren  bei  Beurtheilung  der  Con- 
vergenz in  mancher  Hinsicht  einer  Verbesserung  ßihig  zu  sein. 
Wenn  gleich  die  Division  zweier  auf  einander  folgender  Glieder, 
auf  der  jenes  Verfahren  beruht,  für  viele  Reihen  die  Untersuchung 
vereinfacht,  so  bringt  dieser  Umweg  doch  zugleich  einige  Mängel 
mit  sich.  Erstens  bleibt  dabei  zwischen  entschieden  convergiren  den 
TluU  XXVI.  1& 


i}8Iloppe:    Kriterium  der  Conrerofni  und  Dlpergenx  iler  Reden, 

und  entschieden  divergirenden  Reihen   eine  Lücke,    die  sich 
durch  neue  Kunstgriffe,  und  zwar  wieder  bloss  liia  zu  einer  ne 
Grenze  ausrüllen  ISsst.     Zweitens  lässt  diese  Verfahren  eine  w 
tige   Eigenschaft   der   Reihen  erster  Classe    ganz  iinbenntzt, 
nSmIich,  dass  sie  sich  nach  dem  Grade  ihrer  Convergenz  vergle 
eben  lassen,  so  dass  durch  die  Prüfung  ihrer  Convergenz  zugleicbfl 
deutlich  wird,  welche  Veränderungen  das  allgemeine  Glied  erfah-< 
ren  kann,   ohne  dass  die  Convergenz  aufiiürt. 


Dass  eine  solche  vergleichend 
und  zwar  bloss  nach  dem  Verhalli 
unendlich  grossem  Stellenzeiger, 
bekannt;  hier  soll  gezeigt  werden 
setze  sowohl,  wie  zu  ihrer  Änwei 
renzialrecbnung  vollkommen  ausrei 
die  Leichtigkeit  der  Behandlung  die 


:  Reurthcilung  der  Convergenvfl 
n  der  allgemeinen  Glieder  bd 
miiglich   ist,    ist  ohne  Zweifel!'! 
dass  zur  Feststellung  der  Ge-  I 
düng  die  Elemente  der  Diffi 
:hen,    und    dass   in  Bezug  auf 
:hlagene  Methode  der 


gewrihnlichen  in  keiner  Weise  nachsteht.  Da  hier  nur  von  Reihen 
der  ersten  Classe  die  Rede  sein  wird,  deren  Merkmal  darin  be- 
steht, dass  die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  seihst  convergente 
Reihen  bilden,  so  können  wir  die  Glieder  überhaupt  durchgängig  1 
poiitiv  annehmen.  Ferner  künuen  itir  uns  auf  solche  Reihen  be-  I 
schränken,  deren  Glieder  fortwährend  abnehmen.  Denn,  entfernt 
man  vor  jedem  Gliede  einer  beliebigen  Reihe  alle  vorausgehen- 
den kleinern  Glieder,  so  erhält  man  eine  durchgängig  abnehmeDde 
fibersehenden  Grünclen  mit  der  Ursprung- 
convergirt  oder  divergirt;  ausgenommen 
isrhen  je  zwei  Gliedern  ausgestossenen 
ihl  in's  Unendliche  wächst,  in  welchem 
unendlichen  Doppelreihe  J 


Reihe,  die  aus  leiclit  zi 
liehen  zu  gleicher  Zeit 
wtnn  die  Anzahl  der  zi 
Glieder  mit  der  Stellen? 
letztern  Falle  die  Reihe 


annimmt  und  als  solche  zu  behandeln  ist. 


sendem    k 
Reihen,  si 


in  uk  und  vv   die  durchgängig  positiven  Und  bei  wsHfI 
beständig    abnehmenden    allgemeinen    Glieder    zweieti 

braucht  man  in  Betreff  ihres  Quotienten  —  nur  diel 
drei  Fälle  in  Betrachtnng  zu  ziehen:  1)  wo  derselbe  für 
verschwindet;  2)  ivo  er  einen  von  0  verschiedenen  Grenzwertb  | 
hat;  3)  wo  er  mit  k  in's  Unendliche  iväohet.  Ist  er  eine  scfawaix  1 
kende  Function  von  k,  so  lässt  sich  eine  der  Reiben  füglicb  alfl  1 
Doppelreihe  betrachten;  denn  wenn  er  zwei  verschiedene  conslanta  1 
Werthe  unendlich  oft  überschreiten  soll,  so  muss  die  Anzahl  der  | 
jedesmal  dazwischen  liegenden  Glieder  mit  ^insUneudlichew 

Angenommen  nun,  dass  die  Reibe  der  uk  convergirt,  so  wirj  1 
in  den  beiden  ersten  FSlIeu  auch  die  Reihe  der  xsk  convern 


l/sp'pe:  SriUrtton  der  Coaeergem  und  Divergent  der  Reihen.  ^\% 
da  ifare  Summe  bei  wachGeodem  k  stets  kleiner  bleibt,  als  die 
Sanime  der  m,  nmltiplicirt  mit  dem  grüssteii  Werihe  von  — 
Im  ersten  Falle  kann  man  tiberdiess  sagen,  die  Reihe  der  vk  con- 
rergire  stärker  als  die  der  Uk,  im  zweiten,  sie  convergire  mit  ihr 
gleich  stark'.  Im  dritten  Falle  wird  demgemäss  die  Reihe  der  r* 
entweder  scbwächer  convergiren  oder  divergiren.  Das  Umge- 
kehrte findet  in  Bezug  auf  Divergenz  statt,  falls  die  Reihe  der 
Uk  diverglrt;  im  ersten  Falle  wird  die  der  vk  schträcher  divergi- 
ren  oder  convergiren,  im  zweiten  gleich  stark,  im  dritten  stärker 
difergiren. 

Demzufolge  würde  eine  Reihe  wie  die  der  Uk  zur  Prüfung 
aller  übrigen  dienen  können,  wenn  sie  unter  allen  convergenten 
Reiben  am  schwächsten  convergirte  oder  unter  allen  divergenten 
am  schwächsten  divergirle.  Diese  Bedingung  lässt  sie  zwar,  weil 
keine  Reibe  die  verlangte  Eigenschaft  absolut  besitzt,  nur  suc- 
cessive  erfüllen.  Allein  man  kann  die  Form  des  allgemeinen  Glie- 
des angeben,  innerhalb  deren  man  den  Grad  der  Convergcnz  so- 
wohl, als  der  Divergenz  beliebig  erniedrigen  kann. 

Zu  diesem  Ende  sei 

C^  =  x,     Cja:  =  logir,     C,3;r=logloga:,   etc.; 
im  Allgemeinen 

C„ar=IogC«-ia:. 
Setzt   man   überdiess    der  Kürze  wegen 

Vx=—\{C^)-''. 

eine  beliebige  Grösse  >0  bezeichnet,  so  erhält  man  durch 
DilTerenziation ; 


M 


'*'  ^^  CaxCiX  ....  C„x{Cnx)'' 

Nimmt  man  x  gross  genug,  dass  nach  nmaliger  Logarilhmirnng 
nocb  eine  positive  Grösse  erscbeint,  so  ist  qix  eine  bei  wachsen- 
dem X  beständig  abneltmende  und  für  x:=ao  verschwindende 
FuictJoB.   folglich 

(-■)V(*) 

das  allgemeine  Glied  einer  convergenten  Reibe.     Betrachtet  man 
4i«  Suwnie  w^tif  fiuf  e^ipiid^T  fplgeudei  ^e4«i: 


3WI/r07J>e;    Krttertum  der  cmntrffetn  und Ohierffetn  dir  Fttien. 

welche   nach   dem   Taylor'schen   Satze 

9  ' 

ist,  indeiD  9  eine  Grtisüe  zwischen  0  unil  1  bezeichnet,  als  allgfl« 
meines  Glied  Herseiben  Reihe,  so  bestebt  diese,  von  einem  bia- 
leichenil  grossen  Werthe  von  k  an  gerechnet,  aus  positiven  Glia- 
dern  und  convergirt  für  irgend  einen  Werlb  van  &  zwischen  0  nn^ 
1.     Da  aber 

ist,  80   convergirt  auch  die  Reihe,   deren  allgemeines  Glied  ist: 
1 

Ferner  ist: 


-C;,At',Ä....C„A(C„A)"" 


eine  Grtisse,  die  mit  k  io's  Unendliche  nScbst;    folglich  divergirt 
die  Reihe,    deren  allgemeines  Glied  ist: 

C„+i(Ä  +1)  — C+i*  ==  C,+i'(A+  #). 
Nun  bat  man 

C„Wx  = 
tvoTans  erhellt,    dass 


■  CoxCix  ....Cnx' 


G.4-i'A  s^  C™+i'{Ä  +  #) 


ist;    foiglicb  ist  auch 


^^^'^—CoUCik...,Cnk 


das  allgemeine  Glied  einer  divergenten  Reihe.     Demgemäss  sind 
die  Grössen 


A>+«*     A(logÄy+'''     Alogi(loglogA)»+'''  *'"■ 
fär  a>0  allgemeine  Glieder  convergenter,    für  n^O  divergenter 
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Reihen;  und  zwar  Leuchtet  ein,  dass  immer  die  Tolgeode  echnScher 
convergirt  oder  reep.  schwächer  divergirt  als  die  vorhergehende. 
Zur  Prüfung  der  Convergenz  anderer  Reihen  ergiebt  sich  hieraus 
folgender  Satz: 

Eine  Reihe  positiver,  beständig  abuehinendei  Glieder  u*  con- 
vergirt,    wenn  die  Grt)sse 

UkCokCi_k  ....  C„k{C„kY 

fär  a^O  nicht  mit  k  in's  Unendliche  ivüchst,  und  divergirt,  tvenn 
dieselbe  Grösse  für  «  =  0  bei  irachsendem  k  nicht  verschwindet. 

Nach  Aufstellung  dieses  Kriteriums  müchte  es  nicht  uberflus> 
sig  sein,  den  Einwand  zu  widerlegen,  als  ob  dessen  Anwendung, 
insbesondere  die  Prüfung  der  eben  genannten  GrOsse  in  Bezug 
auf  ihr  Verbalten  bei  unendlich  wachsendem  k,  besondere  Schwie- 
rigkeiten büte.  Hier  ist  auf  einen  Umstand  hinzuweisen,  den  die 
Lehrbücher  der  Differenzialrechnung  unbeachtet  zu  lassen  pfle- 
gen, obwohl  er  in  vielen  fihnlichen  Fallen  sehr  nutzbar  werden 
kann.  Zu  prüfen  ist  nämlich  nicht  das  ganze  Product,  sondern 
nur  der  Factor  ub.  Ich  nenne  vi  ein  Aequiralent  von  ut,  nenn 
der  Quotient  beider  Grössen  für  Ä"  =  oc  den  Grenzwerth  1  hat. 
Es  ist  klar,  dass  alsdann  in  obigem  Producte  für  jeden  Factor 
ein  beliebiges  Aequivalent  gesetzt  werden  kann.  Nun  ist  die 
GrOsse,  mit  der  vu  multiplicirl  erscheint,  schon  in  der  Form  ihres 
einfachsten  Aequivalentes  dargestellt.  Man  braucht  daher  nur 
das  Gleiche  mit  Uk  zu  thun,  und  die  Entscheidung  erfolgt  augen- 
blicklich. 

Vergleicht  man  diess  Verfahren  mit  dem  gewohnlichen,  wel- 
ches statt   Uk  den  Quotienten    nntersucht,     so    zeigt    sicfi. 

dass  der  eigentliche  Vortheil  des  letztem  darin  besteht,  dass 
Producte  von  wachsender  Anzahl  von  Factoren,  die  arithmetische 
Reihen  bilden,  durch  Division  entfernt  werden.  Um  die  gleiche 
Leichtigkeit  für  die  in  Rede  stehende  Methode  zu  erzielen,  kommt 
es  nur  darauf  an,  das  einfachste  Aequivalent  des  Products  einer 
arithmetischen  Reihe 

a(«  +  ß)(«  +  2fi)....(a  +  (A-l)ö) 

durch  eine  Formel  festzustellen,  was  mit  Hfilfc  des  Taylor- 
Bchen  Lehreatites  geschehen  kann.     Es  sei 
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wdi'aüä  dü^b  Diffef)»iiziÄf!dti  b^Vorgebt: 

b 


(p"a:  = 


a\bx* 
6« 


(a+fto?)«' 


Nun  ist  allgeineio: 


AsrÖ 

iwd  naeb  dem  Taylor 'geben  Satze:) 

42^'(A  +  i) -- U?)'* = i^g)''*  +  }i<'(Ä  +  «i). 

zahlt  man  Alt  h  von  0  bis  A;  —  1  und  subtrabirt  beid«  GleichuD- 
^^eh,  sd  «Aalt  iäan  gemäss  der  votbergebenden: 

und   nacb  Einfäbrung  der  Werthe  der  q>\ 


WO 


&=0 

; 


_  Ä=*r^  j  b^ b^  \ 

gesetzt  ist 9    ubd  woraus  unmittelbar  folgt: 

«(a  +  ö)(a+26).... (a  +  (A-l)ft)  =  e^t-*^    ^V ^ • 

Für  Ar=oo  bat  eit,  weil  sein  Reibenausdruck  convergirt,  einen 
Gretizwertb  c'.    S^tzt  -man 


1-- 


so  bat 
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a(a  +  6)....(a+(A:  — 1)6) 

dea  Grenfewertb  1,  mithin  ist 

das  gesuchte  Aequivaleot  des  gegelienea  Products.  Die  Gr5sse 
c  ist  stets  >  0  und  kann  im  Uebrigen  als  gleichgültig  angesehen 
werden.    Für  a=^b^=:l  erhält  man  insbesondere 

ce-*(Ä  +  l)*+i 

als  Aequivalent  des  Products 

X  •  ^   •  •  •  •  Km 

Es  sei  z.  B.  dfe  binomische  Reihe  in  Bezug  auf  ihre  Convergenz 
zu  prüfen.    Ihr  allgemeines  Glied  ist 

a(a  — l)....(a — Ar+1)    . 
~  1.2....*  ^  ' 

das  Aequivalent  seines  absoluten  Wertbest 

_    g-*(A-a)*-'->   j 

Die  ersten  Factoren  haben  für  sich  endliche,  von  0  verschiedene 
Grenzwerthe ;  daher  braucht  man  als  Aequivalent  des  allgemeinen 
Glledei»  nur  einzufahren: 


INe  Reihe  wird  convergireo,  .wenn 

*  - 

einen  Grenzwerth  hat,  d.h^l)  für  a^  <,!;   2)  fSr  ^r«  =  1,  a  >  0, 
indem  man  a'Za  setzt. 

Sie  wird  bei  positiven  Gliedern  divergiren,   wenn 
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nicht  verschwindet,    d.i.    1)  für  ara>  1;    2)  für  ar«=l,    «^0^ 
Beide  Fälle  schliessen  sich  vollkommen  aus. 

Bei  abwechselnden  Vorzeichen   convergirt  die  Reihe,    wenn 
das  Aequivalent  des  allgemeinen  Gliedes 

verschwindet,   d.i.  för  ar*<l  und  für  a:*=l,  a>  — 1. 


Ueber  die  Werthbestimmung  yon  Functionen  in  unbe- 
stimmter Form. 

Von 

Herrn  Franz   Vnferdinger, 

LebensTorsicherangs  -  Galculator    der  k.  k.  p.  Azienda  Assicaratrieo 

zu  Triest. 


Im  Allgemeinen  ist  der  Werth  einer  Function  in  unbestimmter 
Form  abhängig  1)  von  der  Form  der  Function  und  2)  von  den  in 
der  Form  enthaltenen  Constänten.  So  erscheinen  z.B.  die  Functionen 

lg(l  +a?)         _     c*— C-* 

für  ar  =  0  beide  unter  der  Form    a,  aber  der  Zahlwertb  der  er- 

steren  ist  J   und  jener  der  letzteren  ist  2.     Anderseits  sind  die' 
folgenden  Functionen  (1)  bis  (5)'sämmtlich  in  der  Formel 
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(I  +  aary^ 

enthalten^  reduciren   sich   för  j*  =  0  auf  l-H»    und  haben  Zabl- 
werthe,  welche  sugleicb  mit  a,  m  und  n  sich  ändern. 


(1) 

1 

(2) 

l       1 

(3) 

1 

(4) 

:    ■■          1 

'..•.:> 

(5) 

(l— «)«*=0. 

Ebenso  ist  ffir  xszl;. 

• 

(6) 

^         —    n 

V^ 

abhängig  von  dem  Werthe  von  it.  *>^ 

Es  gibt  aller,  wie  Ivir  im  Nachfelgenden  zeigeb  H^erden;:>pDr 
bestimmte  Formen,  welche  nur  einen  einzigen  Zahlwerth  zulassen, 
gleichgiltig,  aus  welcher  Function  sie  herstammen. 

Bezeichnen  u  und  v  zwei  solche  Functionen  vofi  x^  dass 
X^tie>  für  den  besonderen  Werth  a  der  Väriabeln  ;r  uiiter  der 
Form  0^  oder  oc^  erscheint,  so  ist  bekanntlich  der  Zahlwerth  von 

J[=c»,    wenn   fo  =  — — -r,    unter  u'  und  ©'  die  ersten   Diffe- 
renzial  -  Quotienten  von  u  und  v  verstanden.     -  .^ir. 

1)    Wenn  X-s^UP  ffir  x=^a  sich   in  0^  verwandelt,   so  ist 

—  =7v>    mitbin   für  a;=2a: 
t)        0 

'"  '  .  •  '  -i--.  «'^  ?^^  »■ 

:Tf  -^  .  .'  i   •       ^-  ■:•.■..••••  17  t      ;    I?'     ■       •    ■  ,  .,,,<..•■  ........ 

•  •  »  . 

wo  h  den  bestimmten  Zahlwerth  von  —  bezeichnet.    P^un  ist 

V      11  .  n     ' ■■ '  ' 
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Dfess  gilt  selbst  dann»  Wenn  h  den  Werth  0  oder  oo  hat>  weil 

■s  identisch  der  Einheit  gleich  ist.  "—  Es  gilt  daher  folgender 

i  .  ■.        .  . 

•     •••         •  :  .       •       .  -    .      •  •> 

^  ■■      •  •    •  ■  ■  ;■:"■•■  ■.-.•■.     u 

Lehrsatz. 

Erscheint  die  Function  #  für  einen  besonderen 
Werth  a  der  Variabein  x  unter  der  Form  0^,  so  ist  ihr 
Zahlwerth  stets  gleich  1. 

Beispiele.     Für  x^Q  ist 

(7)  J=:!£li±^  =  0,    aber  Jf=[ig(l+a:)]V*=l, 

(8)  H  ^  !g(^=oD,  aber  ir=[lg(l  +:r)r  =  L 

2)  Erzeugt  a?=a  in  X=zu^  die  Form  c^^  öo  hat  -^  die 
Form  3|->    also  ist  filr  ;r=}a: 


^  oder  ttt>  = T"» 


dtttch  tf  abgekürzt  erhält  man  die  Gleichung: 

für  a?=ö     t?s=— 


ti'   ' 


oder  durch  v^  dividirt: 


1_      ti.t>^^l 


=: ^^:7  =  :i»   mithin  ti>  =  t?=5  05  also  X=.e^=i\, 


Diess  beweist  den 


Lehrsatz. 


Erscheint  die  Function  ti*'  für  den  besonderen  Werth 
o  von  X  unter  der  Form  oo^,  so  ist  ihr  Zahlwerth  steMi 
gleich  L 

Beispiele.     Für  ^=5-   ist: 
(^)        tft)=tga;.c6sar=l»    jedoch  JTsspgÄ]*^****«:!; 
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po) 


"=© 


lx.\gx)  = 


=Q"=^ 


Functionen  also ,  welche  Rir  einen  parlicnlüren  Werlh  der  Varia- 
bein unter  einer  dieser  beiden  Formen  0"  oder  oc"  erscheinen, 
bediirren  nicht  jedesmal  einer  besonderen  Untersuchung, 
und  diese  Formen  künnen  nur  insofern  „unbestimmt"  genannt 
werden,  als  der  ihnen  entsprechende  einzige  Zahltverth  I  aus  O'' 
und  ac<*  nicht  unraittelhar  mit  genügender  Strenge  hergeleitet 
2;erden  kann,    (S.  A.  Caachy,  Calcul  diff^rentiel.  Legon  5.) 


Ueber  die  Eigenschaften  der  Summe  einer  combina- 
torisclieii  Reihe. 


Herrn  Franz   Vnferdinger,  ■' 

r^KjabensTcrsicherungs-Calculator    der    b.  k.  f.   Azieoda    AailcaratricB  - 


I 

^^m^  '  Der  nOtbigen  KSrze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  all- 
-  gemein  die  Anzahl  der  Combinat  innen  von  m  Elementen  zur  p  Classe 

durch  das  bekannte  Symbol  (  V  und  die  Anzahl  der  Permuta- 
tionen von  n  Elementen  durch  nl,  so  doss  folgende  beide  Glei- 
chungen  bestehen : 

.■(».-l).(m-2)....(m-p  +  l)_/ 


(1) 


-o 


S96 
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(2)  I.2.3. .,.(«-!).»  =  «!. 

UierduTch  erklärt  sich  der  analytische  Bau  der  Reihe  (3),  vrelche, 
zuerst  von  Euler  aufgestellt,  die  Lösung  eines  Prublema  der 
Wafarscheinlicbkeils-Hechnung*}  in  sich  schliesst  und  das  Ob- 
ject  unserer  nachfolgenden  Betrachtungen  ist: 

>^'  '^:=C:)--(T)C77H3C7^---     . 
■■•+'->"-(';)("T7+- 

m  und  n  \n  Cr'  sind  Indexe,  welche  mit  den  Grüasen  m  und  n 
in  der  Ueihe  (3)  corre^pnndiren;  derart,  dass  G  ,  ,  O^  das- 
jenige hezeichnet,  nas  aus  der  Reihe  (3)  iviid,  wenn  m— I  oder 
n  —  1  an  die  Stelle  von  m  oder  n  tritt. 

Wir  »vollen  nun,  ohne  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zur  Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung,  direct  aus  der  Construction  der  Reihe  (3} 
folgenden  Lehrsatz  beweisen: 

Bezeichnen  m,    n  und  i  ganze  positive   Zahlen   und 

ist  m>ni,   so  ist  die  Summe    der    Reihe  (3)    gleich   Null; 

und  ist  m=  ni,    so   ist   die  Summe   der  Reibe  (3)   gleich 

{in)\ 

^.     in    der   analytischen   iSeichenspra^i.e ;  ^^j^^j 


In    de 


d   Gm=  V'vi     "enn  m  =  «f 


Beweis.     1)  So   lange  die  VVetthe  von  m  und  n  von  Null 
verschieden  sind,  ist  die  Reihe  (3)  mit  dem  (m — i-l-l)len  Gliede 
geschlossen.     Ist  »i  >  0   und  it^O,    so    reducirt    sich    dieselbe    , 
auf  folgende  (m-\-\)  Glieder: 

'-('0  +  (2)-(3)+     ■  +  <-"-C)  =  "-""  =  °' 
und  ist  ffl=n  =  0,    so  reducirt  sich  die  Reihe  auf  das  erste  Glied 
und  wird  gleich  0*'=:1  *").     Also  hat  man: 


4 

I 


F 

der  StimnK  einer  romblnatoHichm  Heike.                 239                ■ 

^^^     2}  Setzen  wir  in  (i)  statt  m  m—l  und  addiren  das  Resultat                  M 
"  •    der  Substitution  zu  (3) ,  so  ist  der  erste  Theil  der  neuen  Gleichung                 J 

K  +  «Li 

In   dieser   neuen   setzen  wir   wieder    m  —  l    an    die                  1 

Stelle    von 

m,    so   ist  die  Suninie  der    zwei    neuen   Gleichungen                 H 

^m+2<^l 

^-t-Gl_^;    verwandelt  man   auch    hier    wieder  m    in                 1 

m-J  und  addlrt,  SO  ist  die  Summe  GI  +  3.GI_j+S.GI_^+GI^^.               ■ 
Föhren  wir  diese  Operation    imal  aus.    Indem  nir  zur  Reduction                  V 
der  zweiten  Tbeile  unserer  Gleichungen   immer  von   der  aus  der                  ■ 
Combinationslehre  bekannten  Gleichung  (6)  Gebrauch  machen,  so                  ■ 
haben  wir  folgende  Rechnung:                                                                                 M 

(6) 

c;)-cii)=(7')'              i 

«:=(7)- 

-CO r7')"+co-C"7T-a)("7^)'   J 

■ 

+....+<-...Q.cv)"+ ^-^m 

~„-.=C 

7')"-("T*)r70^ri')C"70" 

,  .g:+c-. 

.-<-)'- C;:i)  CTO"-.' 
=(T)"-rr') C"77+C"7')("T7  ' 

F    - 

rF')C"70---'--"r;0(v)v.... 

K.-,  +  <■•; 

-.=r7')--r7'or77+(V)(V)" 

N 

--<-'>'-GiD  ("77+ 

c+^-g; 

-.+«^-.=(7)"-C"f)("7T 

.C-yC-fy-i-fycf)- 

+.....c-i..C-;>C77+ 

^^ 

ä 
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c"^+2.cU+«C.=("7')'-("7')("7'y 


#  > 


U9 


e;+»«a-.+3.«c-,+<-.=(T)"-("T')f77 

und  maa  gelangt  episch  zi|ir  ^leicbupg: 

=(T)"-er)r7')vrr)C7T 

^...,+<-i)p.(^-»').(*^)"+.... 

Zuletzt  setzen  Mr  in  die9er  Gleichung  ncN;;h  n  —  1  an  die  Stelle 
von  n  und  erhalten: 

(8)     g;-^ + (;)  <cV + G)  <;+•  • +(0<" 

/»n\"-i     /jji— 1\  /m— ly-i ,  /m—i\   /m-2\«-i 

;   ,     -•.^+(-i)'.(70CT)"+"- 

Nehmen  wir  nun  in  J[3)  Vij  ^  F^tQr  heraus   und  bedenken, 
dass  allgemein  :x 

«    C)(v)"=C)v(v) rrT 


ond 


dtr  Summe  etntr  comMuUwItektn  Mkt. 


98t 


(10) 


i         1 


/m\  (m—p\ 
\pJ\j_J^/'m-i 


T) 


<T) 


SO  ist 


^ 


— 1\    /m— 1V-* 


(")  «:=(T)  [(TX^-CD  ("7') 


Der  Factor   von    (  .  )  ist  gleich  dem  zweiten  Tbeiie  der  fSlei* 
chung  (8),  fii|d  es  i^t  daher; 


i 


<■» 


+•  •+(J)<c\l 

3)  Die  l^leicbung  (12)^^eigt  ^en  Zqsammenliaqg  swisf  1i«q  <t-|-2) 
TffiSj^fedeoen  Grössen  G  and  bil4et  als  Hauptgleiehong  dep  Mt^ 
telpunkt  unseres  Beweises. 

WerdciQ  m  dieser  Gleichung  suecessive»  statt, m  und  n  paar- 
weise, die  Glieder  folgender  ahnehmender  Reihen  sttbstituirt:    _ 

m-^i  und  n^l, 
»» — 2i    „     n — 2,  .? 


m— (nr-3)t    „     3, 


k  •  ■ ' . 


und  die  Resultate  der  Substitution  in  umgekehrter  Ordnung  Uli- 
gesetzt,  so  erhalt  maii  folgendes  System  ¥on  ^Gteichungen: 
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+(2).c;_,._,„_.+..+g;,_ 


(13), 


G^-(»-il(=("      i       '}|]'5i-(.-.ii+(l)-G;_i._„ 

«:=(T)[«:-  +  (;)'C--'.  +  Q«;i 

Ks  ist  nichtig  zu  bemerken ,  Haas  in  den  reihenfürmigen  Fac- 
toren  der  zweiten  Theile  unserer  Gleichungen  die  unteren  Stellen- 
zeiger  von  der  Hechten  zur  Linken  wachsen. 

Ist  nun  zuvünterst  m>n{,  sa  ist  tn  — jti>0,  mitbin  nach  (4) 
G^_^  =  0;  also  sind  im  zweiten  Theile  der  ersten  Gleichung  alle 
vorhergehenden  Grüssen  G  um  so  mehr  gleich  Null,  weil  die  un- 
teren Stellenzeiger  tod  der  Kechteu  zur  Linkeu  wachsen;  also 
ist  auch  G_^_,„_,),-  =  0. 

G^  _  ist  gleich  Null  geworden,  weil  m  —  ni>  0  oder 
weil  m — (n  —  l)i>  »';  da  aber  auch  ira  zweiten  Theile  der  zwei- 
ten Gleichung  die  unteren  Stcllenzeiger  von  der  Rechten  zur  Lin- 
ken wachsen ,  so  ist  diese  Relation  bei  den  vorhergehenden  G 
um  so  mehr  erfüllt,  also  sind  auch  diese  gleich  Null ;  mithin  aach 
=  0. 


"m-t«-3)i  ■ 

Ol,,.. 


,  ist  gleich  Null  geworden,  weil  in~(n— I)£>i 


Traa  dasselbe  ist,  weil  in — (n— 2)f>2t;  da  nun  im  sTveiten  Theile 


ütr  summe  einer  eombinaterttehrn  KHh:  S39 

der  dritten  Gteichung  die  unteren  Stellenzeiger  von  der  Rechten 
zur  Liolfen  ebenfalls  wachsen,  während  der  obere  Index  unverän- 
dert bleibt,  so  sind  auch  alle  vorhergehenden  Glieder  der  Null 
gleich;   mithin  ist  G^     _  ,(^0. 

Da  endlich  jedes  G  im  ersten  Tfaeile  einer  TOthergeli enden 
Gleichung  im  letzten  Gliede  des  zweiten  Theiles  der  iiäcbsirul- 
genden  Gleichung  erscheint,  welches  in  diesem  Theüe  das  Ver- 
-echniiiden  aller  vorhergehenden  G  zur  Folge  hat.  so  muss  dns 
Nullwerden   der  Grüssen. 


.-(n-l).' 


i-(i.-ai( 


....  G 


G" 


mehr  statt  finden,  zu  einem  je  späteren  Gliede  dieser  Reihe 
wir  vorschreiten,  mithin  ist  allgemein  G  ^0,  wenn  m>  »i. 
und  damit  ist  der  erste  Theil  unseres  Lehrsatzes  bewiesen. 

4)  Beweisen  wir  nun  auch  den  zweiten  Theil,  indem  wir  von 
der  Voraussetzung  ausgeben:  m^ni.  Das  Gleicbungen-iSyatem 
(12)  verwandelt  sich   alsdann  in    Tolgendes: 

'=;=(i)[<-'.°+G) '="+©''.'-•+■■■■ '=s]=C)-«:' 

<v=C')  [c+(;)'C+0e:,i+....^j 
\  =(f)-ci- 

Da  nach  dem  Bewiesenen  alle  jene  G  der  Null  gleich  sind, 
deren  untere  Stellenzeiger  grüsser  sind  als  die  iTachen  oberen,  so 
rvduciren  sich  die  in  (14)  vorkommenden  polynomischen  Factoren 
auf  ibr  \eUlea  Glied.  Werden  snmratliche  Gleichungen  mit  einan- 
der mulliplicirt,  das  Product  abgekürzt,  so  erhält  man  mit  Rücb- 
webt  auf  die  Gleicbung  (5)  G'^xi}: 

Tliell  XXVI.  1« 
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Zusatz.  Wird  in  unserer  combinatorischen  Reihe  (3)  f  =  11 
gesetzt,  so  venvandett  eie  sich  in  folgenden,  aus  der  „Rech«  ( 
nung  mit  endlicben  Differenzen"   bekannten  Ausdruck: 

(16)  m--(j)f/«-l)-  +  (2)(7rt-2)''-(3)(»i-3)"+ 

und  unser  Be  VF  eis  sagt,  dass  er  Null  ist,  so  lange  Tn>n;  ist  aber 
fn=n,  so  ist  der  Werth  desselben  =  nl  ~  1 .2.3....n,  tras  mit 
dem  Resultate  anderartiger  Untersuchungen  in)  Einklänge  steht. 


XV. 

Zwei  Gedichte  ron  Tycho  de  Brahe  und  Kepler. 

U  eh  ersetzt  tob 

Herrn  Ernst  Strehlhe, 

KandiilatBQ    der    PhiloIogiD,    und    mitgetheilt   von  denen  Vater,    Ber» 

DirBctoi:  Dr.  F.  Sirehlke   zu  Danzis. 


Ewiger  Dank  gebührt  den  grossen  Männern,  «reiche  dnrcb 
die  Entdeckung  der  wahren  Gesetze  der  Weltharmonte  Licht  und 
Wahrheit  verbreiteten  und  die  Nebel  des  Wahns  zerstreuten. 
N«ch  langer  Gerangenschaft  die  freien  Schningen  entfaltend,   er- 
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hob  sieb  der  entfesselte  Geist  zu  den  Inseln  im  Aethermeer«, 
den  fernen  Gestirnen,  indem  er  sich  iiberird'rscbe  Werkzeuge  aus 
irdiecbem  Stoff  ersi-liuf.  Eine  begeisterte  Stimmung  webt  in  den 
Werken  eines  Coperiiieus,  eines  Kepler;  der  geiTübnlicbe 
prosaiscbe  Ausdruck  genügt  nicbt  mebr  der  Erbebung  der  Seele 
und  der  Scbirung  der  Gedanken  ergiessl  sich  ia  dicbteriEcben 
Worten. 

„Durch  keine  andere  Anordnung",  sagt  Copernlcus  (Hum- 
boldt's  Kosmos  Tbl.  2.  S.  347.).  „habe  ich  eine  so  bewunderns- 
würdige Symmetrie  des  Universums,  eine  so  harmonische  Ver- 
bindung der  Bahnen  finden  können,  als  da  ich  die  Weltleucbte, 
die  Sonne,  die  ganze  Familie  der  kreisenden  Gestirne  lenkend, 
wie  in  die  Mitte  des  schönen  Naturlempcls  auf  einen  küniglicben 
Thron  gesetzt." 

Gleichtvohl  konnte  Tycho  sich  nicht  von  der  Wahrheit  die- 
ser Weltharmonie  überzeugen.  Pesthaltend  an  der  Vorstellung 
von  der  ruhenden  Erde,  welche  das  Zeugniss  der  Sinne  unmittel- 
bar zu  bestätigen  scheint,  fürchtet  er  in  seinem  Zuruf  an  die 
Bearbeiter  der  Sternkunde,  das  neue  System  des  Copernicus 
zerbreche  die  festen  Säulen  des  Atlas,  bewege  die  Erde  aus  ihrer 
festen  Lage  und  stürze  die  Menschen  und  alle  Geschöpfe  und  die 
ganze  Welt  in  das  alte  Chaos  zurück.  Darum  ruft  er  den  Astro- 
nomen zu,  sie  sollten  die  Gewüllie  des  Himmels  mit  neuen  Säu- 
len stutzen,  bevor  der  ganze  Bau  zusunimenbreche.  Eine  herr- 
liche Krone  ist  hier  zu  gewinnen,  stralend  von  Gold  und  edlem 
Gestein  und  dauernder  Ruhm  für  alle  Jahrhunderte  und  Gemein- 
schaft mit  göttlichen  Geistern.  „Aber  ich  selber",  sagt  er  am 
Schlüsse  des  Gedichts,  wohl  erkennend  den  Werth  genauer  Be- 
obachtungen, „will  wie  bisher  den  Erdgebornen  die  weilen  SSIo 
-des  Himmels  aufschliessen!  Winke  nur  Du  mir  Erhörung  zu,  Du 
weiser  Gründer  des  Wellalls,  und  hilf  dem,  der  Deine  staunens- 
würdigen Wunder  verkündet!" 

Durch  die  Genauiekeit  der  Tychoni 'sehen  Beobachtungen 
gelangte  Kepler  zur  Entdeckung  der  berühmten  Gesetze,  auf 
denen  die  neuere  Astronomie  beruht.  Der  dankbare,  bescheidene 
Kepler,  wie  keiner  „verfolgt  von  des  Geschicks  ergrimmtem 
Wetter",  errang  die  von  Tycho  verheissene  Krone  und  ver- 
diente mehr  als  mancher  Heroe  des  Alterthnms,  da^s  ihm  die 
dankbare  Nachwelt  ein  stralendes  Denkmal  unter  Sternen  gesetzt 
hStte.  In  einem  Gedichte,  das  Kepler  seinem  Werke  über  die 
Bewegungen  des  Planeten  Mars  nach  Tycho  de  Brahe's  Beob- 
achtungen vorgesetzt  hat,  vergleicht  er  sein  Loosmitdem  Tycho's, 
die,     obwohl   äusserlich    sehr    verschiede»,    doch    darin   überein- 
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kSmen,  dasH  den  b^ineii  der  Reichlhum,  d«n  Andern  die  ArmOth 
von  der  Beobachtung  des  Himmels  abhalten  konnte,  hätto  nicht 
Urania  beiden  die  güttliche  Liebe  zum  H'mimel  eingehaucht.  „Vou 
dieser  Liehe  entflammt",  ruft  er  aus,  „wage  ich  den  Himmel  mit 
neuen  SSulen  su  stützen !  ü  lebtest  Du  doch  und  hatte  die  Paree 
Dir  nicht  die  wohlverdienten  Triumphe  Deiner  arbeitsvollen  Nächte 
entrissen!  Du  hottest  Dich  selbst  überzeugt,  dass  nicht  ander« 
Süulen  als  die  meinen  des  Himmels  Dom  zu  stützen  vermögen." 

Ich  lasse  jetzt  dia  beiden  Gedichte  in  metrischer  Uebcrsetzung 


Tyetao'a   Znruf  an  die    Bearbeiter   der    Sternkunde 
nns   der  restitutio  stellarum  flxarum. 

Undschuubahntsichder  Weg;  Jahrtausendentvar  er  verschlossen. 
Der  durch  dauernde  Mäh'  nachtnachender  Sorgen  erfiffnet. 
Auf  zu  den  unersliegenen  Hüben  des  Himmels  hinaut'liihrt 
Und  zu  den  hellen  Gestirnen ,  der  seeligen  GOlter  Behausung. 

5.    Siehe !  Her  stehenden  Ort,  wie  der  wandelnden  Sterne  Bewegung 
LüstvordesSchauendenBticksichvomNebel  der  allen  Verwirrung, 
Und  mit  erhabener  Pracht  auf^tralen  die  Wunder  Jehova'ti, 
Darum  eilet  herbei,  Ihr  Jünglinge ,  denen  von  Eifer 
Glühet  der  Geist,  die  der  Genius  liebt  und  Urania  selber 

10.  Bei  der  Geburt  mit  gCftlicher  Liebe  zum  Himmel  beschenkt  hat; 
Jünglinge,  die  kein  irdisches  Gut  vnni  Streben  nach  oben 
Ab/awenden  vermag,  soll  euch  leichtsinnige  Rede 
Und  unkundigen  Volks  absprechendes  Urlel  helhören? 
Lasst  sie  dem  {Maulwurf  gleich  hiideben  )n  finsteren  Hülent 

15.  Lasst  sie,  wie  es  ihr  Wunsch,  hinlcben  in  ewiger  Blindheit! 
Und  mit  begeistertem  Herzen,  den  Blick  zum  Himmel  gerichtet,    ' 
Eilet  herbei !  Raubt  nicht  dem  vom  Himmel  entstammenden  Geiste 
Dies  sein  väterlich  Land,  bringt  her  ausdauernde  Kräfte 
Zu  der  Begeist'rung  i^esellt  und  hellt  dem  ermüdeten  König! 

20.  Nicht  mehr  Iriig'  Alphon.sus  die  Last,  die  er  einst  von  den  Schultern 
In  ED  kühnem  Entschlusd  dem  benachbarten  Atlas  gehoben ; 
Auch  Copernicus  heischt,  der  gewaltige,  mächtigen  Beiatand» 
Der  misskennend  die  Wucht,  herkulische  Lasten  zu  tragen 
Nicht  sich  gescheut,  nun  erliegt  der  die  Kraft  aufzehrenden  Arbeit 

i5.  Denn  sonst  wanket  der  Himmel ;  den  Säulen  des  hohen  Alciden, 
Atlas  festem  Gebirg  droht  sonst  ein  gewaltiger  Einsturz, 
Und  von  dem  sicheren  Orte  geliist  amschwinget  die  Erde, 
?4un  derKohheit  einSits,  wie  solch  Nichtkennen  des  Himmels 
Nur  sie  erzeugt;  unsicheren  Zugs  durch  nSchtllches  Dunkel 
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30.  Rei^aeiid  der  Mensche»  Gesvhlectiter  dahin  und  die  Thiere  des 
Felllee, 
Senicl  sie  die  berstende  Well  in  dus  urarif^n!>liche  Cbftos. 
Wehret  dem  Frevel  und  bauet  entgegen  dem  dräuenden  Unheilt 
Jugendlich  kraflioll  steiiil  mit  mir  zum  erhab'nen  Olymp  auf, 
D&ss  in  gemeinsamer  Müh'  wir  die  drohenden  Risse  Ter  ach  ü  essen 

35.  Und  mit  neuem  Gestein  aushauen  des  Himmels  Getrillbe, 
Ehe  das  Wellall  ganz  eiosISrzt  und  in  Trämmer  dahinein ktl  — 
Nahet  sich  wer  voll  Lust  zu  geHiuniin  <iie  prächtige  Krone, 
Glänzend  von  Edelgetitein,  aus  straleiidem  Golde  bereitet. 
Die  Icein  feindlich  Geschick  von  des  Tragenden  Schläfen  hetab- 

40.  Willig,  den  eigenen  Geist  zu  gesellen  den  himmlischen  Geisternd 
Wie}    Tritt  keiner  hervor,  der  also  Hohes  im  Sinn  trägt. 
Aus  der  unendlichen  Zahl  der  die  Erde  bewohnenden  Menschen? 
Witlilenn  Iieiner  der  Welt  allniSchligen  Schopfer  erkunden. 
Und  die  erhabene  Schrift,  die  er  schrieb  an  den  Himmel,  entziffern? 

45.  Wie '^  So  schweiget  ihr  Alle,  da  euch  so  Hohes  geboten? 
Ziveifelnd  murmelt  ihr  nur :  legt  Hand  an  die  harrende  Arbeit, 
t)as9  sich  endlich  einmal  aufrolle  des  Himmels  Geheininiss! 
Wen  der  Gewinn,  wen  Ruhmes  Begier,  Unwissenheit,  Prachtlust, 
Von  so  hehrem  Beginn  ablenkend  zum  Staube  verdammen, 

50.  Hemme  die  Anderen  nicht,  sie  des  schünsten  Gewinnes  beraubend ! 
Ich  auch,  nenn  mich  mit  gnädigem  Blick  anschauen  die  Götter, 
Und  noch  ferner  dem  Geist  Ausdauer  und  St&rke  verleihen, 
Uemnisse  wie  wohl  sonst  zu  bezwingen  in  mächtigem  Andrang, 
Eifere  fort,  dem  Geschlechte  der  Menschen  die  Pforten  des  Himmels 

55.  Aufzuthuu  und  hinweg  den  bedeckenden  Schleier  zu  heben. 
Siehe  nur  gnädig  herab,  o  Schöpfer  der  himmlischen  Wunder; 
Gieb  mir  Kräfte  dazu,  Dein  herrliches  Werk  zu  verkfindenl 


Kepler    antwortet; 

Herrlicher  IVIunn,  aus  hohem  Geschlecht,  von  erlauchtem  Gebliite, 
Dem,  wenn  Einem  ein  Geist  auch  göttlichen  Adels  verliehen, 
Kraft  auch  zu  herrlichen  Thaten  und  hehrem  Gesänge  geschenkt  ist, 
Und  durch  der  Rede  Gewalt  auch  Sterbende  neu  zu  beleben, 

5.    Warum  lachtest  Du  an  in  meinem  Gemiith,  das  sie  wünschte. 
Aber  sie  scheute  zugleich,  der  Begier  auflodernde  Flamme? 
Hat  wohl  And're  das  Lied,  das  Du  sangst,  zu  gewaltiger  Arbelt 
Fördernden  Helfern  gewollt,  als  mich,  wohl  bessere  Meister; 
Hat  die  Natur  wohl  schwächeren  Geist  mir  als  Willen  verliehen, 

10. Kraft,   noch  schwächer  als  ihn,   doch  senkte  die  neunte  der 
p^^lM^'  Schwestern 


Tfizma  mg  ^T«A«  ».  Mtpitr, 


•'« 


1. 


^..-r         '?--•    .     ta  2x^  tsk  ne» amma» 

w  -  ^-to-r— *•   "^-t.  rni:.'*-  r-jn  ÜflUHB  msei:r£«b  G«ift  mir 

«V-.      K   ^^r »  ^— .^t-w.    *«tff  a'.;iv.  v^i  ilfr  ^ <£e isa Leben 

jk     .     ^  -     r  ^     .M£^-r-:vj-^  :riin     Sfit:.s%i-ir  sui  i*s  HrMirin  Ge- 

>:    •    «  •      -..--.TT^    _.ui      ..r  ^rsuu  e  de  fiiififaiÄRL  L«ereo« 
-^  •;  >  >    -.^-w.z^T'.i.u.  ^:7äsi:rz.  zuä^  üccSiaÜHLennaiigelt; 

^'       *    .  ^  *  >.  ^*.-  ^^-5^   -äüAS^  Je  i*'"iiiutt  --«-iircc-  imi  die  Weisen« 

.    ^      ;    «.  >s.-o  .«^a^v..^  f;.jii  niL'i  rj  7?.ii  I  ju »i^ea ßegiDoen, 
K.  «a»   «.     %<•.  o-  ^v^t»«.'^:  :u  J;ait:*t  iA$  tijLOiic-ji» Gewölbe, 
srv»     '^  dcv^v4.w^  U'i  air  *«iu  ^lutf.  .laif i^icp^r^iesalien; 
^  Wv«N>L  -N  • «  ^.%«i  w  i  z,  uv:*iu    ^o^  J«t«;ä«fade  i^eodkes  Minerva . 

iiM   n»r  :••"«%;•    mu  ««Ihfr  er^**);  sie  die  Summe  rar  Feier. 


EinsBiiTii»fcwMiäc>kfct  MilAi»«lt>fw»4»it<;iSBty»  VtwMUmi  I 
BvT  ich  Dick  h»  «nd  bel«t>«  (las  RiM  Jttt  \m>htlT*  VXmNw^  ' 
Vor  mir  strh^l  Du  ein  HnlKTpae^ter  im  SlfmpnjtV^MtAe. 

70.  Wo  sich  der  AltM  «fh^bt  am  Oco^lU  .Ifk  Kimmliü^V«  (><»<•> 
Gott  dem  Erbauer  geweiht,  um  il«it  »ich  in  tf  iucmlem  Cmevti««« 
An  sechs  Bahnen  gcknä]in,  sechs  lpiich(«niW  I-Vncr  hpnvfmit 
Amt  ihm  selber  die  Glul  urspnlnglictieu  rw-()it>i)  l.lt^itf«. 
Bittend  nah'  ich  mich  Dir;  nimm  nii  df  r  Rfiltihrti>n  KcmAtMi^ 

75.  Zeugniss ,  Dankes  Beweis,  roaln  Bnch  mm  dvr  nprcrndiw  H^ltlMf  { 
Weihrauch,  schnner  als  noch  Jemals  iiini  HImninI  KMttvttr»  i       ' 
Aber  die  Uäume  Ke{>flnnxl  haat  Ott ,  mir  Rnbat  Du  dl«  KrntR. 
Heil  Dir ,  8eeli|rGr  tiei»t  I    Wie  Du  mit  erhobonnr  nilmm« 
Fleh' ich  zum  Herrscher  der  Wtilt:  »  f<c!hlt|ir«r  4whlmmlU«li«M 
Wundor. 
^J^GiebmtT  Kräfte  dazu.  Dein  herrlichM  Wirk  nu  vfirliflndcn. 


XTI. 

M iscel  I 


e  D. 


nMm  ««  «am  ffwUmm  *ta<iifeo«it[  «« 
4cr  Vmiw^wkU  m  t^»«a*  m  »im  llaraa«|{ab«r. 
Dt»  VenaiMPMf  m  m^mm  fc«i«ffM  «dbrdben  gub  mir  di« 
•■  des  Bern  Bwtmm  tH.  »f»K  mit  w«lch«r  Ei  mir  dl»  m- 
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Mir  in  den  Busen  hinein  zum  flimniel  die  güttliche  Liebe. 
Crausame  Liebe,  woliin  nicht  treibst  du  die  Herzen  der  IVIenschenl 
Mim'ard  kräftig  der  Arm,  mir  tvucbseri  des  Geistes  Vermögen; 
Aber  es  fehlt  zu  gleicbem  Erfolg  die  belebende  Hoffnung, 

15.  Weil,  abwechselnder  (iunst,  von  Dir  mich  Juno  geschieden 
Zu  abweichendem  Glück :  Dir  hat  freigebig  der  Tugend 
Pfad  sie  gebahnt,  mir  aber  erschwert :  gleich  blieb  sich  die  Absteht, 
Ab  uns  vom  Himmel  zu  zieh'n  und  gedenk  Promelheischen  Uieb- 

stal» 
In  sorgfältiger  Hut  das  geheiligte  Feuer  zu  wahren. 

20.  Reichlhum  schenkte  sie  Dir;  sie  gedachte  die  himmlischenLichter   ' 
Dir  durch  den  blendenden  Glanz  goldstralender  Schätze  zu  leiden. 
Und  Dein  Auge  zur  Lust  an  des  Purpurs  Pomp  zu  gewühnen, 
(Dem  beifälliges  Murmeln  ertünt  von  der  staunenden  Menge) 
Endlich  derSchätse  Verlust  für  den  Gipfel  zu  halten  des  Unglücks. 

25.  Sei  mir,  Sieger,  gegrüsst.  Du  bezwangest  den  Willen  der  Göttin, 
Zwangest  die  irdische  Lust;  was  Dir  als  würdigen  Zielpunkt 
Wiess  die  Vernunft,  dem  bist  Du  gefoIt;t  ausharrenden  Geistes; 
Was  Dir  der  Zufall  gab,  Reich  thiimer  und  Schätze  verachtend. 
Wahrlich!  ein  seltenes  Lob!  Lass'abTbeilnehmer  zu  rufen, 

30.  Und  auf  rinnendes  Wasser  zu  schreiben!  Es  lieben  einander 
Tugend  und  ßeichthum  nicht;  denn  über  die  trennenden  Fernen 
Klingt  nur  selten  ein  Laut  vom  Himmel  hernieder  zur  Erde. 
Mir  hat  Juno  das  Lob  so  schöner  Entsagung  verweigert; 
Hat  in  ein  enges  Geheg  die  gewalligen  Wünsche  beschränkend 

35.  Mir  nicht  Schätze  verlieb'n ,  um  die  ich  des  Himmels  Erforschung 
Nachzusetzen  vermocht',  zu  verachten  die  Gnade  der  Musen. 
Und  sie  hätte  gesiegt,  ein  mächtiges  VVaguiss  gehindert, 
Hätte  den  kühneren  Schwungs  zum  Himmel  begierigen  Geist  mir 
Nieder  zu  Boden  gedrückt,  wenn  nicht,  wo  die  Wege  zum  Leben 

40.  Aul'  sich  dem  Jünglinge  thun,  Sehnsucht  nach  des  Himmels  Ge-' 


Hältezu  Dir  mich  gefuhrt,  zum  rettenden  Hafen  geleitet. 
Und  ich  schauet'  im  Geist  der  Planeten  gewattige  Bahnen, 
Ihren  gewundenen  Lauf;  ich  schaute  die  klaffenden  Leeren, 
Fürchtend  d es  Wettengebäu's  Einsturz,  das  der  Säulen  ermangelt; 

45.  Da  noch  schauriges  Dunkel  die  Gründe  verbirgt,  und  die  Weisen, 
Was  Coperuicus  lehrt,  mit  trägem  Gemüthe  verschlafen. 
Und  ich  ent$:chlossmich  kühn  mich  zu  weih'n  so  hohem  Beginnen, 
Aus  mit  neuem  Gesteine  zu  bauen  des  Himmels  Geivülbe. 
Aber  Pytbagoras  lieh  mir  den  Stoff,  fünf  Kürpergestalten; 

50.  Richtscheid  gab  mir  Euclid,  das  belebende  Denken  Minerva, 
Und  Urania  hat,  am  Erfolge  sich  freuend,  des  Beifalls 
Sturm  mir  erregt  und  selber  erhebt  sie  die  Stimme  zur  Feier. 
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Deinen  beharTendeD  Sinn,  Dich  hab' ich,  Brahe,  bewandert. 
Hast  Du  auch  esverscbmäh't,  von  der  Meinungen  Banden  zu  lassen, 

65.  Die  Dich  zu  falschem  Vermuthen  von  Himmel  und  Erde  verlockten ; 
Dennoch  surhl' ich  den  Kuhm,  mich  unter  die  Deinen  zu  zählen; 
Was  Dein  nächtlicher  Fleiss  Dich  lehrte,  der  langen  Betrachtung 
Unvollendetes  Werk  zum  stralenden  Ziele  zu  bringen. 

Hätte  die  Parze  Dich  nicht  der  geivalli<ren  Mühen  gerechten 
60.  Lohnes  beraubt,  Dir  den  Kranz  des  verdienten  Triumphes  entrisscD, 
Wahrlich  !  es  halte  sich  noch  vor  Deinem  durch  helTende  Künste 
Schärferen  Blick  nicht  anders  bezeugt  das  Gebäude  des  Weltalls, 
Als  vor  des  Lesenden  Sinn  mein  Forschergedanken  es  aufbaut. 
Doch  nun  nahmen  sie  mir,  die  unsterblicben  Schwestern,  den 
Meister; 

66.  Nahmen  den  lieblichsten  Reiz  von  der  Freude  gelingender  For- 

schung; 
Oennihm  solltesieLust,  ihm  restliche  Tage  bereiten.  i  I 

Eins  nur  nahmen  sie  nicht  Mit  des  schaffenden  Geistes  VermügM  I 
Ruf  ich  Dich  her  und  belebe  das  Bild  der  verehrten  Crion'raa^  ' 
Vor  mir  stehst  Du  ein  Hoherpriesler  im  Slernengeirande, 

70.  Wo  sich  der  Altar  erbebt  am  Gewölbe  des  himmlischen  Domes, 
Gott  dem  Erbauergenclbt,  um  den  sich  inreissendem  Umschwung 
An  sechs  Bahnen  geknüpft,  sechs  leuchtende  Feuer  bewegen ; 
Auf  ihm  selber  die  Glut  ursprünglichen  ewigen  Lichtes. 
Bittend  nah'  ich  mich  Dir;  nimm  an  der  gelehrten  BemShung 

TS.  Zeugniss,  Dankes  Beweis,  mein  Buch  aus  deropfernden  Rechten^ 
Weihrauch,  schrmer  als  noch  jemals  znm  Himmel  gestiegen; 
Aber  die  Däume  gepflanzt  hast  Du,  mir  gabst  Du  die  Ernte. 
Heil  Dir ,  seeligcr  Geist !    Wie  Du  mit  erhobener  Stimme 
Fleh'  ich  zum  Herrscher  der  Welt :  o  Schöpfer  der  bimmliscbatf  I 

Wunder, 
Gieb  mir  Kräfte  dazu ,  Dein  herrliches  Werk  zu  verkünden. 


M  i  B  c  e  I  1  e  n. 


einem   Schreiben   de«   Herrn  Profeiion  Steczkawtki   an 
er  UniTersitnt  zu  Cracau  au  den  Hcrau  i f^elier. 
Die  Veranlassung  zu  meinem  heutigen  Schreiben  gab  mir  die 
GSto  des  Herrn  Rectors  Dr.  Nagel,  mit  welcher  Er  mir  dl»  g«> 


L 


^ 


940  mscelien. 

nane  und  richtige  Ansknnft  tiber  das  von  mir  im  24.  Bande  Ibrea 
Archivs  ertrShnte  geometriscbe  Werb  gegeben  bat.  Nachdem  ich 
mit  den  von  Herrn  Nagel  im  dritten  Hefte  des  '^6.  Bandes  des 
Archivs  der  Matbematlli  und  Physilc  angegebenen  Merkmalen  das 
In  meinen  Hiiiiden  beGndliche  Weric  verglichen  hatte,  fand  ich 
wirklich  unter  der  von  Herrn  Nagel  erwähnten  Figur  die  Abbil- 
dung des  Schlosses  Strezen  und  die  Vollcsscene,  wie  sie  Herr 
Nagel  aus  seinem  Exemplar^  beschrieben  hat;  dass  aber  dia 
Ausgabe,  welche  ich  in  Händen  habe,  eine  spätere  ist)  betveW 
sen  folgende  Umstände: 

1.  Mein  Esemplar  ist  nicht  gedruckt,  aber  auf  Kupferplatten 
cureive  gestochen. 

2.  Ein  anderer  Verleger,    nämlich  Johann  Georg  UertaL 

3.  Mein  Exemplar  fängt  gleich  auf  dem  umgekehrten  Titel- 
blatte an  mit  „Von  denen  Auslegungen  Etlicher  In  der  Mess- 
Kunst  gebräuchlichen  Wilrler",  fehlen  also  anfangs:  die  Dedica- 
tion,  die  Vorrede,  von  der  (ieomefria  in  gemein.,  von  dem  Nutzen 
der  Mess-KuDst  und  von  dem  Ursprung  der  Mess-Kunst;  zu  EndQ 
aber  fehlt  die  „Kurzverfassle  Beschreibung  derer  Vestangen  und 
Schlüsser  etc."  und  das  Register. 

Ich  ersuche  Sie  also,  dem  Herrn  Rector  Ur.  Nagel  in  Ihrem 
schätzbaren  Archive  meinen  verbindlichsten  Dank  für  diese  Aus- 
tunft  zu  sagen,  indem  Et  dadurch  auch  der  Geschichte  der  Ma? 
thematik  einigen  Dienst  erwiesen  hat;  deon  manche  Werke  nicht 
ohne  Werth  liegen  an  verschiedenen  Orten  im  Staube  begraben, 
aus  welchen  man  doch  Einiges  lernen  oder  wenigstens  auf  neue 
Gedanken  kommen  kann.  Uebrigens  wenn  man  bedenkt,  dasa 
wahrscheinlich  das  biet  besprochene  Werk  von  Burckhardt 
in  der  Zeit  Beines  Erscheinens  grosses  Aufsehen  gemacht  haben 
mDchte,  wäre  es  unbillig,  selbes  jetzt  der  Vergessenheit  zu  übergeben. 


Druckfehler. 

Literarischer  Bericht  Nr.  Cl.  S.  1.  Z.  2.  v.  u.  statt  „ihm 
rahmenden  u.s.w."  setze  man  „ihn  rühmenden  u.s.w." 

Theil  XXV.  S.  123.  Z.  3.  V.  D.  statt  „plasienrs"  setzen» 
„plusieurs." 

Tbl.  XXVI.  S.  ea  2.  7.  V.  u.  statt  „bekannt"  setxa  man 
„bekaDntlicli."  i    11  '■<•■  ■  mJ 
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*(el:    leber  Hie  Keilr  rfrr  Ptttrmfn  dtr  '/.ahlen. 


XVII. 

Ueber  die  Reste   der  Potenzen  der  Zahlen. 


Herrn   Doctor  P.  Buiiel^ 
Privatdocenlen    an   der  Univenilät   zu  Kiel. 


Bekaantlich  lüsst  »ich  eine  Congruetiz  von  der    Form  x^  = 
modp,   wenn  p  eine    ungerade  Primzahl   bedeutet,    aufliisen  oder  J 
nicht,  jenachdem  die  Con|rrueiiz  stattfindet: 


=  +], 


»  oder 


Im  ersten  Fall  heisst  a  ein  quadrulie 
a  ein    quadratischer  Nichtrest    von    j 

uN^  und  nach  Legendr 
hierdurch  ein  sicheres  ui 
die  Möglichkeit  einer  Cou 


=  — I, 
r  Rest  V 


^O- 


n  andern  i 
;   nai:h   Ganas    aH^    oder  ] 

.de,    Q=-l,      E. 

leicht  anzuwendendes  Criterium  Rir  1 
z  zM'eiten  Grades  gesehen ,  »elcbes  *j 
sich  aber  auch  weiter  dahin  benutzen  läset,  die  Zahlen,  welche 
quadratische  Reste  oder  Nichtreste  von  p  sind,  sogleich  aua  der  I 
Tafel  der  primitiven  Würzet  zu  etitnehnieii.  Eine  solche  findet  | 
sich  bis  zu  der  Primzahl  101  in  Crelle's  Journal  Bd.  I 
Ahbandl.  2.  pag.  27.  etc. 


inter  den  Zahlen    1,  1,  A.. 


p — I    immer 


p-i 


quadra- 
tische Reste  und  eben  so  viel  quadratische  Nichtreste  sind,  so 
kann  man  die  erslereii  dadurch  erhalten,  dass  man  von  den  Qu^    : 


draten  der  Zahlen    1,  3,  3.. 
'l'heil  XXVI. 


die  Reste   nach    dem  modp 


refier  Ofe  Feste,  der  patP7i%(7i  der  7.»ntei>. 


I 


nimmt  Alle  diese  Reste  sind  Zahlen  aus  der  Reihe  I,  2,  3....p 
also  Ifleiner  als  p;  die  unter  diesen  Resten  nicht  vorkommenden 
Zahlen  sind  alsdann  quadratische  Nichtreste  rnn  p.  So  einfach 
dies  Verfahren  ist,  so  wird  doch  noch  immer  einige  Rechnung 
erfordert,  die  man  sich  ersparen  kann,  sobald  mnn  die  ohen  er- 
wähnte Tafel  der  primitiven  Wurzeln  henutitt.  Da  aher  Hie  Zah- 
len, welche  von  einer  gegebenen  Primzahl  quadratische  Reste 
oder  Nichtreste  sind,  hei  Untersuchungen  in  der  Zahlentheorie 
häufig  vorkommen,  so  hielt  ich  es  nicht  füir  überflüssig,  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  den  quadratischen  Resten  und  den  pri- 
mitiven Wurzeln  hinzu weixen,  zumal  dertielbe,  wenn  ich  nicht 
irre,  nirgends  so  besonders  hervorgehoben  ist 

Nach  dem  Fermat'schen  Satze  ist  immer   op~' ^  1 ,  niod  ^, 
unter  der  Voraussetzung,    dass    p    eine    nngerade   PrimKahl   ist; 

zugleich  ist  a^  ^  +  1,  maA  p.  Wenn  nun  nnler  den  Zahlen 
I,  2,  3....71  — 1  h  eine  solche  Zahl  ii-t  dasi  sie  erst  zu  der 
(p  — Ijstcü  Potenz  erhoben  cons-ruent  Eins  ist,  so  heisst  sie,  wie, 
bekannt  ist,  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz;  dahingegen 
kSnnen  alle  Zahlen,  die  zu  Expuuonten,  welche  kleiner  wie  p — I 
und  zugleich  Theiler  von  p — 1  sind,  gehören,  secundäre  Wur- 
zeln genannt  werden,  so  dass,  wenn  g  eine  solche  Wurzel  ist, 
welche  zum  Exponenten  q  gehört,  immer  erst  gi^\,  modp 
wird,  worin  ly  ein  Theiler  von  p—\  sein  muss.  Ferner  ist  die 
Anzahl  dieser  prirailiveh  oder  secundären  Wnrzeln  immer  gleich 
der  Anzahl  der  zu  p  —  \  oder  g  relativ  primen  Zahlen,  kleiner 
wie  p— 1  oder  q,  oder,  um  es  kurz  zu  bezeichnen,  gleich  tV"(p~i) 
oder  S"'q.  Diese  Anzahl  iS"'(p— I)  bestimmt  sich  daraus,  AaM, 
sobald  p-\^a''.bß.0....   ist,    immer  die  Relation 

S'"(p-l)==a— ».(n-l).6?-i.{/.-l)  cr-».(e-]).... 


I 

I 


die    quadratischen   Reste  toi 
'    werden   diejenigen  Wurzeln, 


^  '        1 
welch«  I 


gehüreii,  Rp  sein,  da  für  diese  in 


stattfindet.     Will    man    ali 
jener  Tafel   bestimmen, 

2u  dem  Exponenten  — ^ 

die   Bedingung  a^  ^  1 ,  mod  p   erfüllt    ist. 

Wenn  g—  eine  Primzahl  ist,  so  erholt  man  sämmtliche  Rp, 
ausgenommen  die  Eins,  wShrend  die  fibrigen  Zahlen  auB  der 
Reihe  1,  2,  3....p — I  Np  sind,  so  dass  man  die  quadratischen 
Reste  und  Nichtreste  sogleich  aus  der  Tafel  entnehmen  kann, 
wie  für  die  Moduli  5.  7,  11,  23,  47,  59,  83. 


d 


lilUl:    l'eber  rf/e  Heste  iler  Potemen  der  ZaMen. 


IGI   hingegen 
nicht  unmittelbai 


-1 


zuKaminengesGtzte  Zahl, 


erhält 


itliclje  R;>  durch    Hie  Zahlen,    nelche 
zu    '  „   ■    gehören;     ea    künnen    jednch    nur    diejenige»    Wurzela 
noch  hinzukommen,    ivelche  zu  f^olchen  Exponenten,    die   Theiler.l 
TOI)  '— g—  sind,    gehiireti.     Wenn  al^\,  muAp,  d.  h.  wenn  a  M 

,  niod;»    zu  erfüllen    ist. 


Mai 


ij  gehört  und  die   Bedingung   n^ 

muss,    wenn       a     ">€/,    — g—    ein    Vielfaches   von    q   sein. 

bann  daher  die  Wurzeln,  welche  zu  Exponenten  als  Theilern  v 

■  n       gehiiren,    nieder  ans  der  Tafel  entnehmen.     Hierdurch  < 

hält  man  sSnimtliche  Rp,  deren  Anzahl  — ä—     beträgt,    ans    d 

Zahlenreihe  1,  2,  ■i  ....p-~\,  aus  der  Tafel.     Die  fibrigen  Zah- 
l«n  ans  dieser  Keihe  sind  dann  'Sp.     Wenn  z.  B.  p^^   ist  und  ^ 

^^  =  14,    80  ergieht  die  Tafel    für   o"=l,inod29  die  Zahlen"! 
4.5.6.9.13.22.     Ausserdem  kohimen  noch  als  quadratische  Reste 
fon  29  die  Zahlen  hinzu,    welche  zu  den   Exponenten   I,  2  und  7 
gehören,  d.h.  bezüglich  i;  28;  7. 16.  ■20.53.24. 25,  sodass  im  Ganzen 

R.  29  sind;    1. 4.5.6. 7.fl.  13.16.20.22.23.24. 2U. '-'8, 


N.  2'J :    2. 3.8. 10.  II.  12. 14. 15. 17. 18. 19, 21. 26.27. 
Sowohl  für  quadratische  Reste  als  Nichtreste  ist  die  Anzahl  14. 

Dass  man  auf  diese  Weise  sämnitliche  quadratische  Reste  und 
Nichtresle  von  p  erhalten  muss,  ergiehl  sich  ans  dem  schon  an- 
geführten Satze,  da.ss  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  zu  einem  Ex- 
ponenten 9  geh(ir<;n,  immer  S"'q  betragt.  Wenn  man  aber  als 
quadratische   Reste  immer  die  Zahlen    erhält,    welche   zu    einen 

Theiler  von  ^-.  1  und  ^^  selbst  mitgerechnet,  gehören, 
[;ilt  für  diese  die  Relation,  dass  die  Summe  der  Anzahl  derjenl-J] 
gen  Zahlen,  welche  zu  den  Theilern  einer  Zahl,  incl.  Eins  und  j 
der  Zahl  selbst,    relative  Prinizahien  und  kleiner  als   diese  sind, 


immer  gleich  der  Zahl  \st. 


Wer 


äUo  die  Tbeilei 


-I 


sind 
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S"'l  +  S'%  +  S-%+....  +  S"'^~^  =  ^. 


-  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congmenz  i 


Zugleich  i 

mod^,    kleiner  als  p. 

Es   folgen  hierbei  noch  die  quadratischen  Resle   und  Nicht- 
feste  der  Primzahlen  von  3  bis  IUI : 


mod  3.  R.  1.      mod  5.  R.  1. 4. 

N.2.  N.2.3. 

mod  11.  R.  1.3.4.5.  9. 

N.  2.6.7.8.10. 
mod  17. R.  1.2. 4. 8.   9.13.I6.I6. 

N.3.5.6.7.10.11.1il4. 


mod  7.  R.  1.2.4. 
N.3.S.6. 
mod  13.  R.  1.3.4.9.10.12. 

N.2.5.6.7.  an. 

modl9.R.I.4.5.  6.  7.  9.11.16.17. 
N.2.3. 8.10.12. 13,14. 13. 18. 


mod23.  R.  1.2.  3.  4.  6.  8.  9. 12. 13. 16. 18. 
N.5.7. 10, 11.14.15.17. 19.20.21.22. 
mod  29.  R.  1.4.5.  6.  7.  9.I3.I6.20.22.23.24.25.28. 
N.2.3.8.10.11.12.14. 15.17. 18.19.21. 2Ö.27. 
mod31.R.1.2.  4.  5.  7.  8.  9.10.14.16.18.19.20.2S.28. 
N.  3.6. 11. 12. 13. 15. 17. 21.  'J^.  23.24. 26. 27. 29. 30. 
mod  37.R.  1.3.4.7.  9.10.11.12.16.21.23.26.27.28.30.33.34.36. 
N.  2. 5. 0.8. 13.14. 15. 17. 18. 19. 20. 22. 23. 24. 29. 31. 32. 35. 
mod41.  R.1.2.4.  5.  8.  9.10.16.18.20.21.23.25.31.32.33.36.37.39.4a 
N.  3. 6. 7.  II.  12.13.14.15. 17. 19. 22.24.26. 27. 28. 29.30.34. 35. 38. 
I.R.  1.4. 6. 9. 10.  II.  13. 14.15. 16. 17.21. 23. 24. 25. 
31.35.36.38.40.4t. 
N.  2. 3. 5. 7.  8. 12. 18. 19. 20. 22. 26. 27. 28. 29. 30. 
32  33.34.37.39.42. 
3.  4.  6.  7.  8.  9.12.14.16.17.18.21.24.25.27.28.32. 
34.36.37.42. 
N.5. 10.11. 13. 15.19.20.22. 23. 26.29. 30.31. 33. 35, 38. 39. 40. 41. 
43.44.45.46. 

;.  R.  1.4.6.7.  9.10.11.13. 15. t6.17.24.23.2a29.36.37.38.40.42. 
43.44.46.47.49.52. 
N.  2. 3. 5.ai2. 14  la  19. 20.21. 22. 23. 26. 27.30. 31. 32. 33. 34. 35. 
39.41.43.48.50.51. 


Butttt:    Veder  die  Reife  der  Polenten  der  Zahlen. 


345 


mod 

I 

mod' 
moA  ' 

m 


IR. 1.3.4.  5.  7.  Ö.12.I5.I6.17.19.20.21.22.25.26.27.'28.29.35. 
36.41.45.46.48.49.51.53.57. 
N.  2. 6.8  10.  II.  13. 14. 18. 23. 24.30.31.32. 33. 34. 37.38. 39. 40. 42. 
43. 44. 47. 50. 52. 54. 55. 5ß.  38. 
l.R.  1,3,4.5,  9. 12. 13. 14. 15.16.19.20.22.25.27.34.36.39.41.42. 
45. 46. 47. 48. 49. 52. 56, 57. 58. 60. 
«.2.6.7.8,10.11.17.18.21.23.24.26.28.29,30.31.32.33.35.37. 
38. 40. 43. 44. 50. 5 1 .  53. 54. 55. 59. 

?.'K.1.4.6,9. 10. 14.15,16.17. 19.21.22,23.24.25.26.29.33.35.36. 
37.39.40.47.49.54.55.56.59.60.62. 
64.65. 
N. 2.3.5.7.  8.11. 12.13. 18.20. 27. 28.30.31.32.34.38.41. 42.43. 
44.45.46.4a50.51.52.53.57.58.6I. 
63.66. 

.R.l,  2.  3.  4.  5.  6.  8.  9.10.12.15.16.18.19.20.24.25.27.29. 

30, 32, 36. 37, 38. 40. 43. 45. 48. 49. 50. 

54.57.58.60.64. 
N.  7.11. 13.14.17.21.22. 23. 26. 28.31. 33, 34, 35. 39.41. 42. 44. 46. 

47.61.52.53.55.56,59.61.62.63.65. 

66.67.68.69.70. 
[.R.l. 2.  3.  4.  6.  8.  9.12.16.18.19.23,24.25.27.32.35.36.37. 

38.41.46.48.49.50.54.55.57.61.64. 

65.67.69.70.71.72. 
N.B.7.1Ü.  11.13.14.15. 17.20.21.22.26.28.29.30.31.33.34.39. 

40. 42. 43. 44. 45. 47. 51. 52. 53. 56. 58. 

59.60.62.63.66.68. 

I.  R.l.2.4.  5.  a  9.10.11.13.16.18.19.20.21.22.23.25.26.31.32. 
36.38,40.42.44.45.46.49.50.51.52. 
55.62.64.65.67.72.73.76. 
N.3.6.7.12.14.15.17.24.27.28.29.30.33.34. 35.37.39.41.  43.47. 
48.53.54.56. 57,58.59.60.61.  63.66. 
68.69,70.71.74,75.77.78. 

J.  R.1.3,4.7.  9.10.11.12.16.17.21.23,25.26.27.28.29.30.31.33. 
36.37.38.40.41.44.48.49.51.59.61. 

., 63.64.65.68.69.70.75.77.78.81. 


modS9.R.1.2 


Veier  die  Reile  der  Folettsen  der  Zahlen. 

N.S.ß,fl.8.13.14.l5.l8.1i>.*20.22.24..'{2.34.33.39.42.4a.4S. 
46. 47. 50.52. 53. 51. 55. 56. 57.  S8. 60. 
62.66.67.71. 72.73. 74.76. 79. 80. 82. 
9. 10.  II.  16. 17. 18. 20. 21. 22. 25. 32. 34. 36. 39. 
tf.  42.44. 45. 47.40. 50, 53. 55. 57. 61. 
67. 68. 69. 71. 72. 73. 78. 79. 80. 81. 84. 
85,87.88. 
N.  3. 6. 7. 12. 13, 14. 15. 19. 23. 24. 26.27. 28.  29. 30. 31. 33. m. 37. 
38. 41.43.46,48. 5].*52. 54. 56.58,59, 
60.  61 .  62. 63. 65. 66. 70.74, 75. 76. 77. 
82.83.86. 
y.  11. 12. 16. 18. 22. 24,  m.  27. 31.32.33. 3B. 
36.43,44.47.48,49.50.53.64.61.62. 
64.65.66.70.72.73.75.79,81.88.86. 
.  88.89.91.93.94.95.96. 

-^         N.5. 7. 10. 13.14.15.17.19.20.21.23.26.28,29.30.34.37.38.391.' 
40. 41. 42. 45. 46.51. 52. 55. 56, 57. 58.' 
59. 60, 63. 67. 68. 69. 71. 74. 76. 77. 78. 
80.82.83.84.87.90.92. 
raocllOl.R.1.4.5.6.   9.13.14.16.17.19.20.21.22,23.24.25.30.31.33. 
36.37.43,45.47.49.52.54.56.58.64^ 
65. 68. 70. 71. 76. 77. 78. 79. 80. 81. 82. 
84. 85. 87. 88. 92. 95. 96. 97. 100. 
N.  2, 3. 7. 8. 10. 11. 12. 15. 18. 26, 27. 28. 29, 32. 34.35, 38, 39.40. 
'  41. 42. 44. 46. 48. 50. 51. 53. 55, 57. 

60. 61. 62. 63. 66. 67. 6ö.  72. 73. 74. 73. 
83.86.89.90.91.93.91. 
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Dia  Reste  der  Potenzen  imcli  einer  Primzahf  als  Modulus 
bieteo,  wie  üiterhaupl  die  Cougruenzen,  interessante  Beziehungen 
dar,    von    denen  im   Folgenden   mehrere   aufgestellt   und   nacbge- 


Man  fdlde  die  siiccessiven  Potenzen   einer  Zahl  x;    dieselbe  ] 
[ässt  sk|,  kleiner  als  der  Modulus  p  annehmen,    da  immer. 


Büttel:    üeber  die  Reste  der  Polenten  der  Zahltn, 


bald  eine  Zahl  h  um  x  gröaser  als 

irgend   ein  Vielfaches 

ist,  der  Rest  einer  beliebigen  Poten 

z  von  k,  deren  Expone 

der  Zahlen  1.  2,  3....p-l  ist,    so 

dasfi 

sich  ani'  den  Rest  der  Potenz  x',  moA  p  rcducirt.  Wenn  daher 
X  eine  solche  Zahl  ist,  tvelche  m  dem  Expüueulen  y,  der  als- 
dann ein  Tbeiler  vuii  p — I  sein  niuss,  gehört,  oder  auch  eine 
primitive  Wurzel  der  Cungroeiiit  ist,  d,  h  Kum  Exponenten  p  — 1 
selbst  gehört,    so  sind  die  Reete  der  Zahlen 


sämmtlich  verschieden,  und  znar  bilden  dieeelben  eine  Period«, 
welche  sich  entweder  im  ersten  Fall  von  xv  ab  oder  im  zweiten 
Fall  von  xP-^  ab  iviederholt.  Diese  Reste  der  Potenzen  einer 
Zahl  nach  dem  Modnlus  p  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise 
berechnen.  Wendet  man  das  Verfahren,  nelchett  sieb  in  der  un- 
bestimmten Analytik  von  Scbeffler  §.  142.  angegeben  findet, 
an,  so  sucht  man  sich  die  Reste  der  Vielfachen  von  x,  \x,  'ix, 
Zx-.'-ip  —  l)a;,mody),  und  ordnet  dieselben  so,  dass  der  Fac- 
tor von  X  gleich  dem  Reste  aus  der  vorhergehenden  Congruenz 
ist,  bis  sich  zuletzt  eine  der  Congruenzen  wiederholt.  Substttuirt 
man  fflr  die  Factoren  des  x  aus  der  vorhergehenden  Congruenz 
den  Werth,  welcher  diesem  Factor  congruent  ist,  so  wird  man 
nach  einander  die  Potenzen  von  x  mit  ihren  Resten  erhalten. 
Einfacher  möchte  aiier  nocbi  das  folgende  Verfahren  sein.  Wenn 
a:"  irgend  eine  Potenz  von  x  bedeutet  mit  einem  Exponenten  n 
kleiner  als  p,   und  es  ist 

ai^^r»,  mod  p, 
80  folgt  durch  Multiplication  mit  x: 

»"+'^rna;,  mod  p. 

TnX  kann  grösser  oder  kleiner  als  p,  aber  da  p  eine  Primznhl 
.ist,  nie  gleich  p  werden.  In  dem  Falle  T,,x'>p  vvird  man 
ri»r^r»^i,, modp  haben,   also  auch 

.^+1  =  j-„^i ,  mod  p ; 

in  dem  Falle  r„x  <.p  ist  r^x  unmittelbar  der  Rest  der  Potenz 
3;"+*.  Die  Re»el  ist  also  diese:  Um  die  Reste  der  Potenzen 
einer  Zahl  x  nach  dem  Modulus  ;)  zu  erhalten,  multiplicire  man 
die  vorhergehende  Congruenz  mit  der  Zahl  selbst,  und  bestinmie, 
wenn  das  zweite  Glied  grösser  als  p  ist,  den  Rest  desselben 
jucb  pi  t.  B.: 


I 


VeTff  aie  Heils  a 


L 


5«=5.5E=r2,  mod  13, 
5»=5.12=8,modI3, 


5*=5.* 


lod  13. 


In  dicBcm  fall  gehr>rt  5  zum  Exponenten  4;  es  werden  aUo  die 
Reste  der  Potenzen  von  S  von  der  vierten  Potenz  ab  wiederkeh- 
ren. Bekannt  tRt  auch  die  Eigenschaft  der  Periode  dieser  Reste, 
daäs,  wenn  man  dieselben  addirt,  sobald  man  den  Kest  der 
Oten  Potenz  der  Zahl  mit  hinzu  nimmt,  die  Summe  dieser  Reste 
innerhalb  der  Periode  immer  durch  p  ohne  Rest  theilbar  ist. 


Ausserdem  bietet 
•reiche  zu  gleich  hoh< 
Ziehungen  dar.  Wenr 
I,  2,  3....;»—]  bis  z 
dieselben  in  der  Weis 
hoben  Potenzen  neliei 
wohl  in  vertikaler,  als 
len,  wie  dies  aus  dem  folgendi 
chem  7  der  Muduli 


!ie  Reste  der  Zahlen  von  1  his  p— 1, 
Potenzen  erhoben  werden,  folgende  Be- 
nan  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen 
(p — I)8ten  Potenz  bildet,  so  lassen  sich 
innrdnen,  dass  man  die  Reste  der  gleich 
Mnander  schreibt;  dann  erhält  man  so- 
borizontaler  Richtung  immer  p — 1  Zah- 
Beispiele  hervorgeht,  in  »el- 


Exy. 


14    2    2    4    1 
1     1    Ö    1    6    6 


4  2.1 
2  3  6 
I     I     1 


Es  sind  hierin  nur  die  Resle 
angegelien,  indem  dieWurzeln 
der  Congruenzen  aus  dvr  er- 
sten Horiznntalreihe  zu  ent- 
nehmen sind  und  die  Expo- 
nenten die  erste  Vertikal  reihe 
bildL-n. 


UiB  zu  der  Eigenthfimlicbkeit  der  angegebeneu  Reihe  von  Resten 
zu  gelangen,  ist  zu  unterscheiden,  ob  dieWurzeln  einen  geraden 
oder  ungeraden  Exjjonenten  haben. 

I.  Wenn  der  Exponent  gerade  ist.  Da  die  Anzahl  der  Zah- 
len 1,  2,  S....p  —  1  wegen  der  ungeraden  Primzahl;)  immer  eine 
gefade  ist,  so  lassen  sirh  dieselben  in  zwei  Klassen  bringen;  die 
p_l 


erste  enlhhlt  die  Zahlen  1,  2,  3 

2     '       i 
Klasse  ist,  so  findet 
von  der  Mitte  eben  : 


-I.    Wei 


i  zweite  die  Zahlen 

irgend  eine  Zahl  aus  der  ersten 

ri  der  ziveitcn  eine  Zahl  (p — a),  welche 

t  nach  rechts  entfernt  ist,    wie  a  nach 


Büttel!   lleker  Olf  ReiU  der  Potenam  der  Zalttan.         949 

links.  Die  Potenz  a*"  wird  irgend  einen  Rest  r  nach  p  lassen, 
so  dnss  (i*'^r,  mod  p. 

I>a  aber  (/j-o)=-«,  mod  p,  also  (p-o)2"  =  (^n)a-=  +  a*" 
ist,  fo  folgt: 

(;i  — o)^=r,  modp. 

d.  Ii.  je  zir«i  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2, -t.,..p— 1,  welche 
von  der  Mitle  gleichiveit  entfernt  istehen,  lassen  zu  geradeu  Po- 
tenzen erhoben  immer  gleiche  Reste. 

Ea  werden  daher  die  Reste  dieser  geraden  Pofenaen  von  der 
Mitte  ab  sich  in  umgekehrter  Urdiiung  wiederholen  oder  sie  lie- 
gen auf  beiden  Seiten  der  Mitte  eymmetriscli. 

2.  Wenn  der  Exponent  ungerade  ist.  Wenn  (i*"+'^r,  inodp, 
80  bt: 

{■p  -  (0*"+^  -{-lif"  ^l=  —  1 .  a'*''+i,  mod  p, 
also 

(/) — o)*"+*^  — rj^Cp— ri),  modp, 

d.  h.  je  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3....p  — 1,  welche 
von  der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  lassen  zu  ungeraden 
Potenzen  erhohen  zwei  Reste,  deren  iSunime  immer  gleich  dem 
Modnius  p  ist. 

Beide  Resultate  lassen  sich  auch  mittelst  des  binomischen 
Lehrsatzes  leicht  abifiten.  Die  Summe  der  Zahlen,  welche  von 
der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  beträgt  immer  p,  nämlich 
o  +  (p — o)=P-  Wenn  man  (p— o)^"  entwickell,  so  ist  die  An- 
zahl der  <;iieder  des  Binoms  2n -J- ]  ,  also  das  letzte  Glied  o*" 
positiv.  Da  in  allen  übrigen  Gliedern  der  Factor  p  erscheint,  so 
folgt  unmittelbar  (p -0)^"  =  «*".  mod  p,  d.  h.  a*"  und  {p—a)** 
lassen  gleiche  Reste.  Erhebt  man  p~a  zur  (2n-|'l)sten  Potenz 
und  entwickelt  dieses  Binom,  so  ist,  da  die  Anzahl  der  Glieder 
2n-{-2,  also  geraife  ist,  das  letzte  Glied  a^+^  negativ,  und  da 
die  übrigen  Glieder  den  Factor  p  enthalten,  so  folgt: 

(p— a)»"+i  =  -a^+i,  niodp. 
Wenn  daher  n'^+^^r,  mod;»,  so  ist 

—  nSn+i^ — r,    =(;) — Ti),  modp, 
also 

(p_n)2«+i  =  (p_rj),modp. 

lind   r,  +  (;» — r,)   beträgt  p.  \      \      \     .  \\\ 
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ggQ        Muiisf.\  Ve^  Mi  fiaSe  4er  Fam%€n  4er  Z4Mm. 

-JKkeBSQ  M  c(ie  4Sii|n»i4^  der  ung^rad^o  Poteiijsaii  ssweier  solche? 
Zahlen  a  und  p  — a  immer  gleich  einer  Zahl,  weldie  durch  p 
theilbar  ist,  oder 

a2ii+l^.(p-.„)2n+l 

: j;;^  J^^ 

p 

In  der  folgenden  Tafel  der  Reste  d<pr  Potenzen  sind  nur  die 
Reste  eiefbst  angegeben^  während  die  Exponenten  aus  der  ersten 
Vertikalreihe,  die  Basis  aber  aus  der  ersteü  Horizontalreihe  zu 
eehmen  ist  Auch  sind  die  Reste^r  Potenzen  von  £iQs  vregge- 
iacseit,  daher  sie  bei  der  Vergleicfaung  als  erste  Vertikalreibe  ns^b 
der  Reihe  der  Exponenten  in  Gedaofcen  hinsqzulSgeo  fund* 
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Anmerk 

g.     Die  Berechnung  der  Reste  der  Potenzen  einer           '      | 

Zahl 

auT  die  nli 

11  angegebene 

Weise 

asst  sich 

äarturch  erleich- 

tern, 
primi 

da^s  m 

di« 

Reste  n 

eine 

gerade 

Zahl  oder 
ntenz  |    o 
st  es  nur 

ie  Wurzel  eine 
1er  ^  durch 
ülhig,    aus  den 
d.  p  der  Reihe 

ire  ist. 

iir  bis 

zu  der  P 

Multiplicalion   beslimmt. 
Torhergebeoden  Resten 

Von 

da  ab 

He  Er^än^nng 

nach 
lieb 

als  Res 

" 

ü   nehm 

en.    Ha,    foUa 

A  erst  x^  = 

=  1   oder  tezög- 
stattfioden: 

.....1 

1   -  :       ^vnuiüU       . 

CP-1  =  1 

od;,  .t 

'^^- 

»ngruenzen 
1 .  m6Ap. 

oder 

^^H 

1 

I^H 

^^^^1 

^^^^^^^^^^1 

SM         »mttei.-    Peber  Ote  Hea/e  /fer  PrUemen  Her  ZaMefi. 

Sei  also 

'+1 
:t**^l,  mod  ^,  so  folgt  hieraus  .r*     = — l.a:^—ri=={p »"i)! 


^-l.rs=ip~r,). 


X*=~l=p—l.  3:!  =  — I.— l.  =  +  l, 

Äehnlich  ist  die  Ableitung  der  Reste  fffr  die  Potenzen 
X  bis  zu  der  Potenz  p  — I,  wenn  x  eine  primitive  Wurzel 
Wenn  q   ungerade    ist,    so  müssen    die   Reste    bin  .r?  berechne 

werden,  da  in  diesem  Falle  keine  Potenz  x^^ — 1  esistirt, 
welcher  der  Exponent  ^  eine  ganze  Zahl  ist.  Eine  aolche  B 
rechnun^  bann  hingegen  nie  bei  den  primitiven  Wurzeln  sfal 
finden,  da  die  zu  diesen  gehiirigeri  Exponenten  immer  gerade  sinA 
Man  sieht  hieraus,  dass  bei  der  Anfertigung  der  Tafel  der  Rei 
höchstens  der  vierte  Tbeil  durch  Multiplication  zu  berechnen  i^ 
wShrend  die  librJgen  Reste  theils  in  umgekebrier  Reihenfolge 
wiederkehren,  theils  die  Ergänzungen  zum  Klod.  p  bilden,  wie  « 
im  Vorhergehenden  näher  angegeben  ist. 


n  Folge 


III.     Theilbarkeit  der   Zahlen. 

Da  die  Untersnchung  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  ii 
der  Eigenthümlichkeit  des  dekadischen  Systems  mit  di 
tenzen  der  Zahl  10  und  deren  Resten  nach  einer  Zahl  als  IVIodn- 
lus  zusammenhängt,  so  liegt  es  nahe,  die  Frage,  ob  eine  gege- 
bene Zahl  durch  eine  andere  theübar  ist  oder  nicht,  durch  die 
Cengruenzen  zu  beantworten,  wie  es  im  folgenden  geschehen 
soll.  Vorausgesetzt  werden  nur  die  ersten  Begriffe  der  Congruena 
und  die  h~ichst  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Potenzes 
einer  Zahl  und  ihren  Resten  nach   einem  gegebenen  Modul. 

Es  ISsst  sich  irgend  eine  Zahl  altgemein  durch  anttm-i  ....a^a^ 
bezeichnen,  in  welcher  Hr,  Ok—i....  die  Ziffern  bedeuten,  deren 
Indices  mit  den  Exponenten  der  Potenzen  der  Zahl  10  überein- 
stimmen.    Es  ist  daher: 


I 


L 


d 


/fUiiet:    ÜebH'  die  R&m  der  PoietnUk  der  Zäkien.         3S8 

OnOn^l . ...  Oi«lo  =  an.  10"  +  O«-! .  10«-*  +  ....+  ttj  .  10*  +  l{i).'' 

Da  aber 9  wenn  toi  ti/t^,.,:  bwtSglich  di«  Resto  der  Poteozen 
10^,  10*,  lO^.«.»  pact^  dem  Modulus 79  sind,  wo  p  irgend  eine  be^ 
iiebige  Zahl  sein  soll,  die  Congmensen  stattfinden:. 

an.ia^^Onrn,  modp, 


.  *,    ♦ 


.,  .  '^»10*äAiri» 

so  folgt,  dass,  wenn  ^ 

aiifii  +  an-iV«-i  +  ....  f  «riri  +  ÖQ=0,  niodp 

ist,  auch  die  Zahl  aiicrii-i....iriao^O,  modp  sein  mnss,    d.  h. 
dieselbe  ist  durch  p  ohne  Rest  theilbar. 

Es  wird  also  eine  beliebige  Zahl  durch  eine  andere  ohne  Rest 
theilbar  sein,  sobald  die  Summe  der  Producte  der  einzelnen 
Ziffern  in  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahl  10,  auf  welche  sich 
jene  beziehen,  durch  diese  Zahl  ohne  Rest  theilbar  ist. 

Wendet  man  dies  Verfahren  auf  die  einzelnen  Zahlen  an,  m 
gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Modulus  2.  Es  ist  die  Zahl  Ona«.!.....  a|iro^0,mod2. 
sohald  ^o^O,  modü  ist  öder  sobald  Qq  eine  gerade  Zahl  ist. 
Defttt  man  hat,  da  nur  10^=1,  mod  2,  und  alle  übrigen  Potenzen 
coTifgruent  0  sind : 

«tn.lO"^0,  niod2, 

iJ,^i.lO«-»=0, 

«flO*EO> 

«o^Äo;  '   ' 

also  •■"»*• 

a«.10"  +«ii-.i»U>*^+...w+i«i  .10*+ciott=«iiflii-t..'..  fiiffo^^a^,mod  2. 

2.  Moduli  3,  9  und  6.    Da  10*=i>«Mdd  ist,  so  sind  oft 

auch  alle  folgenden  Potenzen  von  10,  so  dass  man  erhält: 

•  .  •  • '    •  •       ■  '   .  . 

Hfl .10" = an,  mod  3 , 


T  M 


■  \    .       J 


Butte/:    lieber  die  Httif  dtr  Patenten  der  Zahlen. 


folglich 

ff„o,,_i....aiffo=''»  +  <if»-i  +  --'  +  «i  +  Oo'  «nodS. 

Wenn  daher  an -t-tii>-i +  ■'■•+"] -f  "o^O' """'^  <s'>  ^- ''-  vreni 
die  Summe  der  einzelnen  Ziffern  dnrch  3  theilbar  ist,  so  miu 
es  auch  die  Zahl  seihst  sein. 

Da  9  sich   zu  den  Polenzt-n   von  10  eben   sn   verhält  wie  Z,\ 
indem  auch  nach   dem  Modulus  9  nur  der  Rest  1    vorkommt,    so 
folgt  unmittelbar  die  bekannte  Regel  fiir  die  Zahlen,  welche  durch 
ü  theilbar  sind. 

Wenn  man  die  durch  (i  tlieitbaren  Zahlen   untersucht, 
giebt  sich,    dass,   da  die  l'olenzen    von    10,   ausgenommen  lO**,! 
Bänitntlicb  den  Rest  4  lassen : 


,.10*=4an,mod6, 
.-i.l0-^=4a„-i. 


Oi.i0^=4o,, 


iiffo='^(''n  +  " 


■+''a  +  ni)  +  no.  nind6. 


I 

I 


Ist  daher  die  rechte  Seite  cougruent  0,  so  ist  die  gegebene  Zahl   | 
durchetbeilbar.    Wenn  aber  4(a,+an-i+....+  iia+«i)+''ü=**,  modÖ  | 
sein  soll,    so  ist  dies   nur  möglich,    nenn  üq   eine  gerade    Zahl, 
etiva  2ct(|  ist.     Dann  ist 

2!2(a„  +  «„_i  +  ....  +  o,  +  a,)+«„|=0,  raode. 

Hieraus    ergieht    sich    eine    Regel     für    die    Theitbarkelt    einer  ' 
Zahl  durch  6:     Man  wird  die  gewöhnliche  Regel  erhallen,    nenn 
man  berücksichtigt,    dass,    sobald   ztrei  Zahlen   m  und  n  relativ 
prim  sind  und 


^A,  niod  »t;    a^6, 
).     Wenn  daher 


,  auch  a^b. 


80  folgt : 


oder  die  bekannte   Regel. 


.a,(it,=0,  mod2, 
..  fliCiQ^O,  mod  3; 


^^m         Bttuei. 

^^^   a    MnJnli  4,  8,  16,  32.,-    In  Besa^  anf  die  Potenzen  von                 M 
2  als  Moduli    Cndet  man,   dass  für  2>,  2>,  2«....   I>e>^<>elich  die     r^^l 
Potenzen  10*,  10»,  10*,....  erst  congrnent  Nnll  werden.     Allt-emein    M^^| 

10-=0.  inod2",                                                 ^^^1 

denn   e«  ist 

?  =  ©•=»■=- 

■ 

Dahingegen  ist 

2"     ~     a    ' 

I 

also  nie  gleich  einer  ganzen  Zant.     Alle  Potenzen  von 
Exponent  grüsser  ala  der  des  Modulus  ist.  werden  ehe 
gruent  Null. 

dem  ^^^H 
nfalls  coli-  ^^^^^H 

1  ^^^H 

Wenn  daher  die  Zah!  «,o„_, ....  b,(7„  =  0,  modS- 
worin  m<n,  so  muss  man,  sobald  die  gegebene  Zahl 
meinen  anf  ihre   Theilbarkeit    durch  2'"  geprüft  werden 
zu   der  Potenz    10™   gehen    und    die    Reste  derselben 
modS™  untersuchen. 

All;».  ^^H 
nach    dorn   ^^^H 

Die  ersten  n 

edrigeren  Potenzen  gehen  einfache  Res 

Itale.    Da               ^1 

10 
so  folgt: 

sl,mod4.       Ws2,       103  =  0; 

m 

a„ 

ffn-i "i  On^2oi  +  Ou  =  0,  mod  4. 

Also  ist  eine  Zahl    durch  4  theilbar,    sobald  die  Snmme  aas  der                  H 
doppelten  vorletzten  Ziffer  and  der  letzten  Ziffer  .lurch  4  Iheübar  iat.            ^H 

»-^ 

^^^^^H 

P       -- 

l,mod8.    10'=2,    IÜ»EE2a,     10^  =  0 

.           ■ 

so   folgt 

On"«- 

....a,fl„  =  2*.ff2  +  2«,  f  Oo  =  0,  mod  8 

'^^^1 

Also  ist  eine  Z 
letzten  Ziffern, 
tiplicirt  sind ,  d 
dem  mod  Ifi  für 
deren  Potenzen 
Zahl    durch   16 
erkennen : 

hl  dorch  8  theilbar,   si.bald  die  Summe  der  drei                   ■ 
velche  bezaijlich  mit  den  Potenzen  2",  2S  2«  mul-                    1 
rch  8  theilbar  ist.     Geht  maa  weiter,   so  tritt  bei                   ■ 
2n,  der  Rest  lOa,  an  die  Stelle,  »ährend  die  an-                   ■ 
von  2  bleiben.     Man  wird  die  Theilbarkeit   einer                   ■ 
32,  t)4  überhaupt   aus   dem   folg«uden  ächems                 1 

Tliell  XXVI. 
h            .« 

■ 

^^^^^^^^^^1 

989  Bettel:    Heber  die  Hesie  der  Fotetnen  der  ZtMen, 

«Bn«_i....Oino=2»«g-f2^a+IOa|+(fo  =  0,  niftdM, 

a^an^i ... .  o,  «,  =  2«a4-f  2»ßa  +  2*fli+  10«,  +ffc^O.  w<.d32, 

a„ a„_i . . . .  n,  n„  =  2»aa  +  2«fl4  +  40"3  +  36a2  +  10a,  +  flo~0 ,  mod 64. 

Man  fliehe  hieraus,  dass  sieb  die  Kegel  der  Thcilbarkeit  einer 
Zahl  liurth  04  auf  diesem  Wege  coniplicirter  gestaltet.  Leichtei 
lassen  »icli  die  sonst  liblichen  Regeln  in  diesem  Falle  anwenden. 

Moduli  5  und  10.  Da  alle  Potenzen  von  10,  auege- 
nonimen  10",  congruent  0,  sowohl  nach  dem  modS,  als  auch  nach 
dem  mnd  10  ^ind,  so  liomml  es  auf  Jie  Bescbafienbeit  der  Zif- 
fer Rq  an,    indem 

dnOn-i ...- aiQo  —  "o^O,  modS,  10 

sein   soll.      Diese   Ziffer    ist    nur    in    zwei    Fällen    durch    5    theil-- 


bar,  .'sobald  $ie  nämlich  0  oder 
fjraent  0  nach  dem  modIO  sein, 

S.    Mndulus  7.     Da   die  Reste  der  Potenzen   von  10  nach 


i  ist.     Ebenso   kann  Og 
1  «ie  selbst  0  ist. 


IÜ>=3, 
10*= '2. 
10>=6=— 1, 
10*=4=-3, 
10»=5=-2. 
106=1 

M>>  verschieden  sind,  so  lassen  sich  die  Regeln  fär  die  Theilb&r- 
k^t   dnrcb  7    am   zu-ecbmässigsten    für    die   verschte denen   uelm- 

7 
ziffrigeo  Zahlen  aufstellen,    wobei  die  Reste  grösser  als  s  durch' 

die  kleinsten  Reste,    negativ  genommen,    apsgedrüokt  sind. 
((,nois3(7| +Oo^0,  mod7, 
«jfl,iio^2Ra  +  3"i  +Oo=0, 
_^       i»s....ffo  =  -''3  +  2aa+3«i+ao=0. 
.||f.ri  =«4"-ota=— (3"*  +  o»)  +2ob  +  3ö,  +  0o  =  0, 
iwi  !i.irt5....(,oe_(-2flj  +  3o4+rtj)+aos  +  3i7, +»0^0, 
^^.■'    a^'.';..Oo=r76-(2(7j+3ff4+fl3)  +  '.S+3o,  +  ,7o=0,  u.aJf. 

<0tt>:hKCh  10*^1, mod7   dieselben  Reste  wiederkehren,   «o  V^»t 
sich  das  Gesetz  leicht  l'ortbildi'N.  .■nnty.ni: 


Buitet:    Cfter  tUe  ßesfe  Her  Pattn-sgH  rfer  Tahlfn. 


<6.    Modul-ns  II.     Hierfilr  ergiebt  sich   flie  Regel  eehr  leicht, 
wBnn  man  die  klern«ten  negativen  Reste  mit  in  R«cbnnn)>  eietrt.    f)a 


10'  =  -I. 


*.r. 


s  Bildungsgesetz  licM- 
)  Zahl   durch  17  theillinr  i«t. 
e  lleste  »\w\ : 


80  ist 

a„o„_i....ü,«o  =  (-])"fl„+(-l)"-'<i«-i+.,..+Oa-(i,+fl(.^0,  niodll. 

DJ8  Zeichen  ergelien  sich  je  nac!)  der  Iteschaffenheil  des  u,    so 
iwäfe  xlie  bekannte  Kegel  uumittdbsr  hieraus  folgt. 

7      Wodulus  17.     Da  10  eine  primitive  Wurzel    von    17   Ut 
nnd  die  ^iflaelnen  Reste  kein  regelm 
aan,    so  wird    die   Prüfung,    ol)  eini 
nicht  Ifüriier  als  die  Division  selbst  i 

E«p.    1,    2,    3,    4.    5,    fi.     7,    8,    9,  10,  II,  12,  i'3,  14,  )S.  1A. 

i  10.  15,  U,    4,    6.    ,9,    5,16,    7,    %    3,13,11,    8,12,4. 

■  "  |_7,-2,-3,+4,+6,-8,+5,-l,+7,+2,+3,-4,-6,-f8,-5,+l. 

fjimmt  man  negative  Reste  mit  hinzu,    so  hat  man  folgendes 
Scheona : 

C^i^io     =  -  Tflj  +  «0  =0,  mod  17 , 
ttfiißa  ^  — (5fl9+7*7i)+Wu=0, 

..«0^-  C3os  +  ■■ä«2  +  7«!)  +  ffo=0. 
..flo=-{3.%  +  2aa  +  7aj)  +  4»,  +  fl„=0, 
..«!„=  ~  (3k/3  +  2rta  +  7rti)  +  6os +  4a,  +  ao=0, 
^^,...«0=—  (H  I-  3«s  +  2««  +  7f.i)  +  l>«s  +  4«,  4  "0=0, 
-.,11,...^,^— (8äe+8fl,+2aB+7a,)+>,+6fls+4ii4+Ä,^,«je^* 
'  S.    Modulus  19.     Die  Reste  der  Potenzen  sind  fölgeiiae?' 
I    Etik    I,     %       3,     4,     5,      6,      7,     «.      9,      W.    11,      12, 
,1     IQ,     S,     12,     6.     3,    11,    15,    17.    18,       ,9,    H        7, 
-4,  -2,  -1,-10;  ^.  -\i. 


I  +T0,  +S,  +«,4«,  43. 

Exp.    13,    14,    15, 


-6,  —3,  48,  44,  43,  -tiU.!: 


«w 


]HttM:v  Vettr  41*$  RuK  4vr  foHttun  4er  ZiMm^ 


•\     f.' 


£keBsa  i«t  4i6Sviniii#  der  nogertd^D  PoteiMaii  sweiar  sokbw 
Zahlen  a  und  p  — a  immer  gleich  einer  Zahl»  w^ldie  darcb  p 
theilbar  ist»   oder 


p 


=  £. 


In' der  folgenden  Tafel  der  Reste  d<pr  Potefieen  sind  nnr  die 
Reiita  iN^lbat  angegeben,-  wahrend*  die  Exponenten  aus  der  ersten 
Vertikalreihe,  die  Basis  aber  ans  der  ersten  Horisontabelbe  su 
•efciMQ  ist.  Auch  sind  die  Beste^r  Ppten^Mi»  von  £ios  v^egge- 
bMtoeil«  dfiber  si^  bei  der  VergleicbQng  nie  erste  Vertikslreibe  «Mb 
der  Reibe  der  Exponenten  in  GedssfceB  bin»ii»i|8geQ  fML 
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Btttt*i:   VeUt-dU  ReH»  der  Pot«H%«m  der  ZaUm. 
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6 

7 
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10 
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1 
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Die  rerbundenen 

Zaiileii  uml'aseen  für  iea  moAp  die  sämmt-  fl 

1                      liehen  Zahlen  '2,  3,  4 

p-2. 

Dahingegen  kü 

nen  die   Zah-  1 

1                      leD  1  und  p~\  isol 

rte    genannt 

werden,    da  si 

»eder  heide 

ausamraen    Terbimdenc    sind,     docI 

auch    inil    eiiwr   der   Zahlen 

■ "3,  3.,..p— -ü  verbunden  vorkomme 

n.    In  Bezug  aul  1  ist  es  ohu« 

^^1             Weileras  einlenchtend 

;   aber  auch 

p-1  lann  mit 

«einer  andereil 

^^^1            2i^l  vefbunden  vorlco 

mnien.     Da  r 

ümlicb  diese  Zahlen  die  Fonu 

^V           ^--.k  haben,  »^«rin  k  die  Werth« 

2,  3,..., -2  a 

nebrae»  kaithi 

^^            so   müstste   nach   dem 

Obif-en 

1   1    <ii'juiviiiia  H 

^^^^^^^^1 

^^HHH^^I 

BuUtI:    Oebtr  tUt  Rette  der  PoieuMH  der  Zaktm. 


(p~ky={p-\)p-- 


,  modp 


auä  (p-k)(p-l)   , 
Form  (p  —  2k)p  +  k. 


der  Form  mp  1^1  seinj    es  hal  aker  d{^ 
rill  k  nie  den  Werth  1  erhalten  kaüo. 


lodessen  lassen  sich  1  und  p~l  insofern  dazu  reiiimcii,  das^i 
sie  mit  eich  selbst  aiuUiplicirt  congruent  I  Herdein  oder  iMe  Form, 
ni;;^)   hüben.    Demi  > 

(p— 1)= — I,  mod^,  ' 


also 


Hingegen  ist  kei 


(;)  —  1)'^  + 1 ,  mod  p. 
i  der  Zahlen  2,  3....p-i 


!  isoliile.    deiiDi 


(p  — A)a=(p  — 2A);t+*=Ä,  iBodp. 

Da  aber  A  nie  1  sein  kann,  so  hat  aach   (p  —  A)'  nie  die  Poria 
mp  +1. 

Unmittelbar  leuchtet  auch  ein,  dass  xwei  verbundene  Zahlen 
immer  zu  denselben  Exponenten  gehüren  mSssen,  da  im  entgegen- 
gesetzten Falle  nie  dieselben  Reste  in  umgekehrter  Reihenfolge  - 
wiederkehren  könnten;  ferner  dae»,  wenn  zu  einem  Exponenten 
nur  zwei  secnndäte  Wurzeln  gehören,  dieselben  immer  verbun- 
dene Zahlen  sein  müssen.  —  Es  (indet  eine  andere  RigensL'halY 
specielj  in  Bezug  auf  die  Zahl  10  statt,  n-enn  die  Primzahl  von 
der  Form  lOn — 1  ist,  nodurch  ich  zunächst  auf  die  eben  ent-- 
wl'elielten  Gesetze  aurmerksam  gemacht  wurde.  Wenn;»  die  Form 
lOn-1  hat,  wie  die  Zahlen  19,  29,  59,..,,  so  hat  die  mit  19 
verbundene  Zahl  den  Werth  n  selbst. 


soll   und  6  =  10,    sc 
lOa  =  wip  H- 1  =  wi  (lOn  - 1)  +  1 


Ist 


Da  die  letzte  Ziffer  in  der  Zahl  (lÜ't— 1)  <i  ist,  so  kann  diesait 
Gleichung  nur  genügt  werden,  wenn  m  den  Wertb  1,  l] ,  21  u.a.  f. 
hat.  Ton  diesen  ist  jedoch  nur  m  =  l  braucfabur,  da  die  Übrigen 
für  o  solche  Werlbe  geben,  welche  grosser  wie  p  sind;  diese 
sind  aber  bei  allen  diesen  Untersuchungen  ausgeschlossen.  Dana 
hat  man  unmittelbar  a  =  n,  und  es  Bndet  nach  der  obigen  Be- 
zeichnung die  Relation  statt,    da   u  ^  ii   und  6^  10: 


i--  =  IOp-' 


,  mod  (10(1-1) 


{I0fl)'-=10P-' 


.  mod(IOn~l)„ 


iL 


9g(.  Buttel:    Heber  die  Heile  der  Putemen  der  ZaAlett. 

d.  h.  iiü'_i\"  —  ^'  '*'*'  ^8  ^ß'  P^"  ■"*•  *'"  ™*"  durch  Division 
ille    bekannte    endliche   Reihe    erhält. 

Bisher  ^a,\t  die  Bei^chränlcun^,  dass  der  inodp  eine  Primzahl 
bedeute;  ISsst  nian  diese  Bedingung  fallen,  so  gilt  auch  dann 
lioch  die  angegebene  Relatiaii;  allein  man  darf  wie  bei  Ühnlicheif 
S&lzen  in  der  Zahlentheorie,  sobald  der  Modulus  keine  Primzahl 
ist,  nur  diejenigen  Zahle»  nehmeu,  welche  relative  Primzahleu 
zu    dem   Modulus  sind. 

Wenn  r  irgend  eine  zusammengesetzte  Zahl  bedeutet  und  f 
die  Anzahl  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen,  also  Q  =  S'^r,  so  bat 
m&D  nach  dem  verallgemeinerten  Fermat'schen  Lebraalze  «Ulf 
Beziehung: 

af^l,  rood 

Wenn  aber  a  and  b  wiederum  zwei  solche  Zahlen  sind,  der»} 
Product  von  der  Form  mr^l  ist,  und  welche  beide  relative  Priia 
zahlen  zu  r  sind,    so  musd  die  Relation  stattfinden:. 

a*^bf~',  madr,    i<e.  , 

Hierans   folgt: 

(aby=b9=l,  modr,  ; 

und  da   ab  :=:  niT  -|-  I ;  l 

(mrf])'=l,modr. 

Die  Eiitwicltelung  ergiebt  wie  früher  die  Richtigkeit  der  Coi^r 
gruenz.  Also  werden  die  Reste  der  Potenzen  der  einen  verbun^ 
denen  Zahl  die  un;igekehrtB  Reihe  der  Reste  der  Potenzen,  de^ 
andern  ergeben.  In  diesem  Falle  kommt  es  aber  auch  vor, 
nicht  allein  die  Zahlen  I  und  r— 1,  wie  früher  I  und  p  —  1 
sich  nelbsl  multiplicirt  die  Form  tnr  +  l  haben,  soiiücrn  es  finden 
sich  mehrere  aus  der  Reihe  der  zu  r  relativ  primen  Zubleu, 
man   aus   den  folgenden    Fteispielen   ersehen  kann:  <■ 

mod9:  2—5  und  1-]  modl^ 

4-7  8_K 

moüI6:  3-11   tmd  7-7;     1-   1 


Oh   die  Zahlen,    deren  Rc&tr   der  Potenzen   nur  einmal   vor- 
kommen,   sich    von    den    eigentlichen    verbundenen    Zahlen    unter- 


eben  kann: 

• 

-  8  und  4- 

4;  I-  I 

-13    11- 

Jl;  14-14 

oil'2S:  3—19 

und  1—  1 

ä-17 

13-13 

!l— -25 

15-15 

ll-ö 

27-27 

Bntlffl:    Vetter  ttle  Reste  der  Pofe/nen  der  7.ahlen. 


S66 


B(ell«n:     Wenn  der  Modulu» 
von  2  bis  p — 2  verbundene  Zahler 


len 


scheiden,  habe  ich  nicht  weiter  uiitersuehl,  da  die  Entniekeiungen 
Gcbon  eiae  wertere  Ausdehnung,  aU  ich  beabsichligte,  erhalten  haben. 

Eh  lässt  sith  nach  dem  Bisherigen  folgendes  Resultat  auf- 
e  Primzahl  ist,  91)  sind  alle  Zahlen 
undnuri  und/)—)  isolirte Zahlen. 

Wenn  der  Modulus  r  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so 
können  ausser  ]  und  r — 1  unter  den  zu  r  relativ  primen  Zah- 
len,   kleiner   als  r,   noeb    andere  isolirte  Zahlen  vnrkonimen. 

Da  ich  es  nicht  streng  nachHcisen  kann,  dass  sie  sich  Immer 
finden  müssen,  darf  ich  den  Salz  nur  so  aussprechen  und  be- 
halte  mir  eine   weitere    Untersuchung  vor. 

Schliesslich  müchte  ich  noch  auf  diejenigen  mehrziffrigen  Zah- 

aufmerksam  machen,   deren  Ziffern  sämmtlich  einander  gleich 
id.     Dieselben  werden  dnrch  gewisse  Primzahlen  theübar  sein 
B.  alle   zweiziffrigen    Zahlen  mit  gleichen   Ziffern 
durch  11,  alle  dreiziffrigen  durch  37  u.  s.  f. 

Es  lassen  sich  diese  Zahlen  leicht  bestimmen,  da  sie  mit  den 
secundüren  und  primüren  Wurzeln  der  Congruenzen  in  Zusammen- 
hang stehen.  Ict  irgend  eine  Zahl,  a„an-i ■.■■"(,,  gegeben,  sq 
wird  diese  durch  eine  Primzahl  p  theilbar  sein  müssen,  wenn 

a(10» +  10"-» +....+ 10' +  1)  =  0,  modp 
ist.  Man  hat  aber  nur  nüthig,  ans  der  Tafel  der  Wurzel  der  Con- 
gruenzen  diejenigen  Exponenten  zu  suchen,  zu  denen  10  für  die 
verschiedenen  Modull  gehSrt,  itm  zu  wissen,  wie  viel  gleiche 
Ziffern  da  sein  müssen,  damit  die  durch  sie  dargestellte  Zahl 
durch  p  theilbar  ist.  Es  folgt  ohne  Weiteres,  dass  dann  auch 
diejenigen   Zahlen   mit    gleichen   Ziffern,    deren   Anzahl  ein  Viel- 


gehilrtlOzi 


gehört  lOzu  dem  Expo] 


t'achos  des  zu  10  gehörigen  Exponenten  ist,  dur 
theilbar  sein  müssen.  Darnach 
Expon.'J,mod  11 
„  „  6,ijiodl3 
„.l„,  16,modl7 
,,j,  18,inod:19 
,.,.„  32,inu423 
„  28,mcMl29 
„  15iJiiod31 
„  3,mod37 
„  6,mod41 
„  21,mod43 
„    4ti,möd47 


Modulus  p 

.  58,  m  od  59 
60,mod61 
33,  mod67 
3S,mod7l 
8,mod73 
13,mod79 
4l,mod83 
44,mod89 
<l6,modd7 
4,modlOI 


l3,modÖ3 


960       Xer»:    üeber  dieAufl/aöe,  einen  Krefx  %u  öeacArettai, 
Uieiaua  Uiaat  tiicb  ersebe»,  class  bei  ^Uiclteo  Ziffern 
zneiziffrjge  Zahlen  durch  11, 
drelzlffrigo        „  „       37. 

viersiGTrige        „  „     101, 

fiinfziSVige        ,,  „       41 , 

sechsziSrigi-     „  .,       13, 


theitbar   sein   inüäseri. 


•tuK  "•sh'iMlI'im  i'-i«iii9l'.ir.  I 


.  r. 


I 


..  ..1.  ....m.u:..     xrnt.- 

Ueber"  3i^  AtilgäVe ,  einen  Kreis  zu  beschreiben ,' wer  ' 
eher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 


HeriTi  Ferdinand  Kerx, 

n  dar  GrnnhlTziiglicb  Heimchen  (üendam 


'V"'l'  '  Zweite    A  b  t  h  e  i  I  D  n  g  '). 

lMiI....^.^ft.l1..tl*^^.t.:.tM  §■  ^i. 

'"'Tst  a  (Fig.  1.)  der  äussere  und  i  der  innere  ÄehnliuhfJ 
puiikt  zweier  Kreise  ffl  und  lU  und  bezeichnen  91',  31  die 
Durchaehnittspunkte  der  Centrale  WJU  mit  der  Peripherie  des 
Kreises  9R,  ebenso  iV,  N'  die  Uurchschnittspunkte  der  Centrale 
mit  der  des  Kreises  jtf ;  so  rrerden,  irenn  der  Punkt  iV  \a  Besug 
auf  den  Kreis  ÜB  seine  Lage  beibehält,  der  Halbmesser  JSM  des 


•)  ForUeC7,NiiK  *i.n    Thl.  XXIV.  Hfr.  2.  S.  211—228. 
nreiten  Abthetlutif^  frehärrndeii  Figurentnfelti  aiml  mit  .,k 
net  iinil  die  Fif^uren    utif  denaelliBn    ohne  Unterbrecbonf; 


Alle 


i"  bezeich- 
i  Fig.  1.  bU  ' 

d 


.  U4lcher  drei  ge§eb»ne  KreiM  bee*'ihrt>    3k  AttMt,  MS* 

KjEei«es  JH  aber  sUb  vefgrüsserl,  sich  auch  d«r  äitssere  and  in- 
Mure-  AebülicbbLeitspunkt  u  und  i  der  Peripberie  Aea  Kreise»  SRv 
oSmüch  den  Punkten  91'  und  91  iiäbera  und  mit  Aeseo  Punbtei 
zasammenfallen,  sobald  der  Hallim«sser  JSAl  unendlich  gros«  an- 
genommen  wird,  nämlich  die  Peripherie  des  Kreises  M  in  die 
Tangente  M'M"  desi  Punktes  iV  übon^eht. 


Uahei 
Für   ( 


kann   man    sagen : 

Kreis   Bl  und   eine  geroda  Linie  M'IH'  sind  Aer 


äussere  und  innere  Aehnlichkeitspunkt  die  hezüglichen  Durch- 
schaitlspuiikte  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Gerade  gefällten  Senkrechten  mit  der  Peripherie  des  Kreises. 


§.  32. 

Verklßineit  ^ich  aber  der  HalliroesMr  des  Kreises  9S  (Fig.  L) 
bei  ungeänderlem  Halbmesser  des  Kreises  M,  so  rüeken  au(Ä 
der  äussere  und  innere  Äehnllchkeitsputikt  a  und  ('  dem  Mit- 
telpunkte des  Kreises  Sß  näher  und  fallen  mit  demselben  zusam- 
nten,  sobald  der  Halhntesaer  uBeudlieh  klein  wird,  der  Kreis  3S 
also  In  fiaetai  Punkt  üborgcbt.' 

Daher  kann   man   sagen: 

Für  einen  Punkt  W  und  einen  Kreis  10  ist  erslerer  selbst 
äusserer  und  innerer  Aehnlichkeitspunkt. 


Diese  Eigenschaft  des  Punktes  ^  ändert  sich  nicht,  wena 
sich  nunmehr  der  Halbmesser  des  Kreises  M  vergrüasert.  Wii4 
derselbe  unendlich  gross  gedacht,  so  kann  man  sagen: 

Für  einten  Pnikt  3it  und  eine  gerade  Linie  M'iti"  ist  etsteicl 
selbst  äusserer  und  innerer  AebiJühkeitspunkl. 


g.  31. 

Sind  Wt  und  St  (Fig.  2l)  zwei  aus  einander  liegende  KreiM  I 
von  gleichen  Halbmessers,  so  fallt  der  Süssere  AehBlicbkeitsponllt  I 
a  beiderseits  unendlich  weit  weg  und  der  innere  Aebnlicbkeits-  ^ 
punkt  i  ist  der  Ualbirungs|iunkt  der  Centrale  WM. 

Hehalten  nun  die  Ourcbschnittspunkte  3t  und  JV  der  Kreis« 
mit  der  Centrale  ihre  Lage  bei  gl  eich  massiger  Vergrä^serung  dOf 
Halbmesser,    su   ändert  sich   die  Lage  ihrer  AebntiibkeitMpunkti 


• 


Kttn^   'Beber  lUe  Aufgabe,  einen  Krtlt  *w  bestArttben, 

liiolit  und  ai«  wird  dieselbe  bleiben,  wenn  auch  die  Halbmesser 
tnt'iidlich  f^rosa  werden,  d.  h.  »enn  sie  mit  ibren  lieEOglichen 
Tangenten  in  91  und  iV  znsaniinenfallen. 

Daher  kann   man  eagcii: 

Für  Kwei  Parallelen  SÄ'SW"  und  M' M"  föllt  der  Süssere  Aeho- 
llchkeilspunkt  in  senkrechter  Richtung  auf  sie  beiderseits  uneud- 
lieh  weit  tveg  und  der  innere  Aebulichkeitspunkt  ist  der  Halbi- 
rttnga[iunk(   ihrer    Entfernung. 

§.  35. 

'  Werden  die  Halbmesser  der  Kreiae  9R  und  M  (Fig.  2.) 
||leichn))Uisig  kleiner,  so  ändert  sich  die  Lage  ihrer  Aehnlicb- 
keil8[)unkte  nicht  und  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wann  die  Halb- 
inesser  unendlich  klein  werden,  d.  h.  wenn  die  Kreise  iu  Punkte 
■berge  hoiK 

Daher  kann  man  s;isen: 
V      FAr  twei  Punkte  lallt  der  Süssere  Aehnticbkeitspuokt  beider- 
mH«  unendlich   weit  weg   und   der  innere  Aebniichkeitspunkt-J 
4«r  Halbiruiigapnnkt  ihrer  Entrernung. 

'  §.  36. 

Schneiden  sich  zi>ei  Kreise  ^  und  M  von  gleichen  Ualb- 
KMsern  (Fig.  3.),  so  lallt  der  äussere  Acbniichkeitspunkt  a 
In  der  Richtung  ihrer  Centrale  ^IM  beiderseits  unendlich  weit 
weg  und  der  innere  Aehnüchkeitspunkt  t  ist  der  Halbirungspunkt 
fl»r  Centrale  ^M. 

Behält  nun  der  Durchschnittspunkt  iV  beider  Kreise  seine 
Lage,  vergrössern  sich  aber  die  Halbmesser  JVSH  und  NM  der- 
selben gleichmaRsig,  eu  wird  der  innere  Aehnlichkeitspiinkt  zwar 
immer  der  Halbirungspunkt  der  Centrale  bleiben,  siih  aber  von 
dem  Ourchschnitlspunkt  N  entfernen,  und  er  wird  unendlich  weit 
wegfallen,  wenn  die  Halbmesser  beider  Kreise  unendlich  gross 
werden,  nämlich  mit  ihren  beEüglichen  Tangenten,  aFCÜS"  und 
M'M",  in  N  zusammenfallen.     Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  gerade  Linien,  welche  sich  schneiden,  fallen  Süs- 
serer und  innerer  Aehntlchkeitspunkt  unendlich  weit  weg,  und 
Bwar  in  Richtungen,  welche  senkrecht  auf  einander  stehen  und 
mit  den  Halbirungslinien  der  von  den  gegebenen  Linien,  WSß^ 
und  M'M" ,    gebildeten  Winkeln  zusammenfallen. 


k 


i.iDie  Betrncliliini;  iliT  heiden  Ki 
ii;aufUen 
angestellt    wirrde,    lintl 
WNja"  cEaltQnden  kön 
aultat  geführt  habe», 
sind    daher  die    aussei 
nnd  die   inneren  auch 


Erei 


-oise  W  und  U,  irelche  in  §.  36. 

linien  geliildeten  Winkel  M'NW.^ 
auch  in  Itezu^r  „„f  seinen  Nebenwinkel 
;n,  und  nie  würde  ganz  zu  demselben  Re- 
iir  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien 
1  Aehniichkeitspnnkte  auch  die  inneren 
lie  Susseren. 

§.  38. 

"  Aus  dem  aurt^cstellfen  itcc;riffe  des  äusseren  Aehnlichkeits- 
(S.  18.  I))  geht  hervor,  "dass  sein  Halbmesser  nicht  kleiner 
t  wie  o$  und  nicht  grösser  wie  tiT,  dass  alan  seine  Peripherie 
ne  Lage  hat,  die  den  Berührungspnnkt  7  ein-  und  den  Berüh- 
ingspunkt    T  ausschliesst.  Ut  ' 


§.  30. 

Geht,  nach  g.  31.  (Fig.  1.).  fler  Kreis  W  in  eine  gerade 
Linie,  nämlich  in  seine  Tangente  in  iV  über,  so  fallen  der  Süs- 
sere Aehnlichkeitspunkt  a  und  der  Berührungspnnkt  3!  der  Tan- 
gente nach  Si'  und  aX  und  n»'  {Taf.  IV.  Fig.  2.  in  ThI.  XXIV.) 
werden  unendlich  klein;  dagegpn  fällt  der  Ben'ihmngspuukt  Tun- 
endlich  weit  weg  und  aT  läuft  mit  1»' IH"  parallel.  Es  handelt 
sich  also  darum,  zwischen  o3!  =  0  und  aT=^  die  mittlere  Pro- 
portionale  zu  suchen. 


äusseren    Aehnlichkeits- 


Nach   §.  1.  ist  für  jede   Lage    i 
linie  a^B: 

a^.aB  =  iiX.aT, 

also    im    vorliegenden    Falle; 

uSe.aß  =  0.oo.     (Fig.  4.) 

d.  h.  es  ist  im  vorliegenden  Falle  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
0  und  00  gleich  der  mittleren  Proportionale  zwischen  aB  und  a!B. 
Zu  einem  Kreise  üfl  und  einer  geraden  Linie  la'JH"  findet  man 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  äusseren  Aehlichkeitskrei- 
ses,  wenn  man  von  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  a  nach 
irgend  einem  Punkte  B  der  gegebenen  Linie  eine  Gerade  aß 
zieht  und  zu  dieser  und  der  von  ihr  abgeschnittenen  Sehne  nfB 
die  mittlere  Proportionale  aX'  hestinimt. 


ei tsp unkte«  ^M 


970       ffef».'    Ff^rr  Me  Aufgabe,    einen  Kreis  W  iestkrmrti 

Da  man  zur  Bestimmung  de»  äusseren  Aehnlichkeil 
bereits  durch  den  Miltelpunkt  des  Kreises  auf  die  Gerade  eine 
Senkrechte  gefallt  bat,  so  bedient  man  sich  zweckmässig  dieser 
zur  Besthnmung  des  Halbmessers  des  n'usseren  AebiiiichkeitBkrei- 
BBb,  md«m  ubH'  au  «JV  und  ai  die  mittlere  Proportionale  sucht 

-ir i'.-,«-.i. 

„.i,.i.i  V.;,....,  ,6.40. 

Geht,  nach  §.  31.  Fig.  I.,  der  Kreis  M.  in  eine  gerade  Lkilf^ 
nSmlicb  in  seine  Tangente  in  iV  über,  so  fallen  der  innerfl 
Aehnlichkeitspunkt  i  nnd  der  Berührungspunkt  0  der  Tangente 
nach  91  und  i®  und  iSÖ  (Tnf.  IV.  Fig.  3.  in  ThI.  XXIV.)  werden  un- 
endlich klein;  dagegen  Tallt  der  Berdbrungapunkt  C  unendlich  treit 
iveg  und  t'G  Jäuft  mit  TU' iV"  parallel.  Es  handelt  sich  also  darum^ 
ziriscfaeD  i®^Ü  und  iG=:<x>  die  mittlere  Proparliouale  zu  suchen. 

Nach  %.%  ist  für  jede  Lage   einer  inneren  AehDlichkeitslinie 

ifB'.iB'  =  m.iG, 
also  in  vorliegendem   Falle: 

.„■tiI.  ■  m'.iB'~<i.(x;    (Fig.5.) 

d^j).  .6^  ,i$t  die  mittlere  Prnjjortinnale  zntsclieh  0  und  x  gleich 
der  mittleren  'Proportionale  zwischen  /ffl'  und  iß'. 

Zu  einem  Kreise  9))  und  einer  geraden  Linie  M'M"  findet  »an 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  inneren  AehrJicbkeitG.- 
kreises,  trenn  man  durcb  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  j  irgend 
eine  Gerade  93'C  legt,  welche  den  Kreis  in  'S'  und  die  gegebene 
Linie  in  B*  ^schneidet,  und  zu  dieser  Geraden  %'S'  und  der  von 
ihrabgeschnittenen  Sehne  iS9' die  mittlere  Proportionale  JB' bestimmt, 

Da  man  zur  Bestimmung  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 
bereits  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  gegebene  Gb- 
rade  eine  Senkrechte  gelallt  hat,  so  bedient  man  sich  zweckmäs- 
sig {lieser  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des  inneren  Aehnlich- 
k«i(skr«iseB,  indem  nmnzu<eiund  üVdieiüttlereProppttional&sncht 

§.  •". 

Aus  dem  Schlusssatze  der  §§.  39.  und  40.  felgt ,  daas  fftr  einen 
gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  Gerade  der  Halbmesser  de« 
Busseren  Äehnlichkeitskfeises  und  der  Halbn^esser  des  ionervn 
sich  zugleich  ergeben.     Sie  bilden  nüt  dem  -Dorchinei 


I 


i 


geb#r 


wficher  itrei  negebtne  Krette  ötrühri.    2.  46/MI. 
,  Dreleelt, 


an 


en  Kreises  ein  fechtvriukefi^es  Dreiei^lc,  zu  welchem  letete- 
i  eine  Cathete,  der  Halbmesser  He«  inneren  Aeliniicbkeito* 
kreiJües  die  andere  Cathete  uatl  der  Halbmesser  des  äusseren  Sehn- 
lich beitskreise«  die   Hypnleiiuse  ist. 

§■  42. 

Verkleinert  sich,  nie  in  §.32.,  der  Halbmesser  des  Kreises 
SR  b£i  ungeändertem  Halbnesaer  des  Kreises  lU,  so  rücken  nicht 
allein  äusserer  und  innerer  Aehnlichkeitsfxunkt  oiehr  nach  Sit.  sob- 
dern  auch  die  Punkte  33',  SB  und  Z  (Taf.  IV.  Fig. 2.  u.  3.  in  ThI.  XXIV.) 
lud  die  mittleren  Froportinnaleu  awiechen  a%  and  aT,  i@  und  iC 
werden  kleiner. 

Sie  werden  aber  NtfU  «-erden,  wenn  der  Hafbtnesser  dw 
Kreises   ät  selbst   unendlich    klein    n-ird. 

Daher  kann  man  sa^n: 

För  einen  gegebenen  Kreis  3t  und  einen  Punkt  SU  ist  letzte- 
rer selbst  der  äussere  und  innere  Aehnlichkeitskreis. 


^tMese  Eigenschaft  des  Punkte«  9B  ändert  sich  nicht,    weiin 
ICD  nunmehr  der  Halbmesser  des  Kreises  M  vergrüssert. 

Wird  der«eU>e  unendlich  gpuse  gedacht,  so  kann  man  sagen: 
Für  einen    Punkt  und    eine  gerade  Linie   ist  ersterer   selbst 


äusserer  und    innerer   AehnMchkeitskreis. 


Da  bei  zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmessern  (Fig.  6.) 
der  äussere  AebnJichkeitspuTikt  in  der  Richtung  der  Centrale  un- 
endlich weit  wegHtllt,  so  mii.ss  nolhwendigenrelse  der  Halbmes- 
ser des  zu  ihnen  gfchürigen  äusseren  AehnlicbkeitSkreises  unend* 
Heb  gross  (rein  und  daher  der  äussere  AehnliehkeStskreis  selbst 
In  eine  gerade,  auf  der  Centrale  senkrechte  Linie  übergehen, 
tind  da  der  Süssere  Aehnlicbkeitsfcreis  (nach  §.  38.)  immer  den 
einen  Beriihrungspankt  ein-  und  den  andern  ausscbliesst,  aach 
in  vorliegendem  Falle  nach  beiden  Richtungen  der  Centrale  ein 
äusserer  Aehnlicbkeitspunkt,  wenn  auch  in  unendlicher,  doch 
aber  immer  in  gleicher  Entfemnng  von  d«n  beEÜglrcIren  Mittel- 
punkten SS  und  M  der  gegebenen  Kreise,  gedacht  werden  muss, 
«D  muss  auch  der  äussere  Aehnlit^keitskrels  zu   den    heilten   ge- 


gebene«  Kreisen  eine  aoA   dieaelhe  hage  haben  und   man  kanii 
satten ; 

Für  zwei  Kreise  von  {«leiclien  HalhiiiesBern  ist  der  äussere 
Aehnlicbkeitskreis  die  in    dem   Ralbininiispankt  der  Centrale    auf    , 
dieselbe  senkrecht  errichtete  gerade  Linie. 


§■  45- 

Behalten  die  Punkte  Üi  und  iV  der  Kreise  ^  und  JV 
{FiR.Ö.)  ihre  Lage,  «erden  abe*  die  Halbmesser  3131?  und  N!H 
gleichmiisst|r  tfrii^ser,  so  ändert  sich  hierdurch  die  Lage  des  Sus-  i 
neren  Aehnlichkeitskreises  (§.  44.)  nicht,  und  sie  wird  dieselb« 
bleiben,  wann  diese  Halbmesser  unendlich  f;rnss  werden,  also  dift  1 
Kreise  an  uod  iH  in  ihre  Tangenten,  WW  und  jtf'jtf",  in  Dl  nnd 
iV  übergehen.     Daher  kann  man  sagen: 

Für   2ivei    Parallel- Linien    ist   der  äussere  Aehnlichkeitskreis 
seihst  eine,  in  gleicher  Entfernung  von  beiden  PaTallelen  mitdieaeitj 
parallel  laufende  gerade  Linie.    ^^^^     ,^^_^   _'^_!_^^|,  ^^'^  j^^,j 


§■  46. 

Werden  die  Halbmesser  der  Kreise  St  und  IH  (Fig.  6.)  gleich- 
niBssig  kleiner,    so   ändert  sich    die  Lage   ihres    äusseren    Adin* 
lichkeitskreises  nicht,    und  sie   wird   dieselbe   bleiben,    nenn   die    I 
Halbmesser   unendlich  klein  werden,    d.  h,    die  Kreiae  i»  Punkte    ' 
überi^ehcn. 

Daher    kann   man   sagen ; 

Für  zwei  Punkte  ist  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  die  in  dem 
Halhirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  senkrecht  errichtete 
gerade  Linie. 

j.  47. 

Da  bei  zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmessern  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  i  der  Halhirungspunkt  der  Centrale  3RiV  iat 
(Fig.  7.),  so  ist  der  Halbmesser  des  inneren  Aehnlichkeitskreise» 
gleich  der  aus  diesem  Punkte  an  einen  der  Kreise  gelegten 
Tangente. 

§.48. 

Bebalten  die  Punkte  9t  und  N  der  Kreise  SU  und  M 
(Fig.  7.)  ihre  Lage,  werden  aber  die  Halbmesser  E)J3)t  und  NAt 
gleichmässig  grösser,    so  wird  auch  der  Halbmesser  des  innereo 


iptle&er  drei  gepebene  Kretse  berührt,    i.  Aötketl,  S73 

Aehnlichkeitskreises  grüseer,   und  derselbe  wird,  wenn  die  Halb- 


die  Kreise  m  m\A  M  \ 
1  Tangenten   in  ^  und  A^ 
werden;    daher  kann  man 

!  Aehnlichkeifskreis 


messer  unendlich  gross  werden 
gerade  Linien  übergehen  und   mit   ihi 
zusamnienrallen,  selbst  unendlich  gros 

Für  zwei  parallele  Linien  Inllt  der  ii 
unendlich  weit  weg. 

{.  49. 

Bebalten  die  Punkte  91  und  iV  der  Kreise  !R  und  M 
(Rf.  7.)  ihre  Lage,  werden  aber  die  Halbmesser  3t3!l  und  NM 
gletchmSssig  kleiner,  8o  wird  auch  der  Halbmesser  des  inneren 
Aehnlichkeitskreises   kleiner. 

Werden  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  unendlich  klein, 
d.  li.  gehen  die  Kreise  in  Punkte  über,  so  wird  der  Halbmesser 
des  inneren  Aebnlicbkeitskreises  gleich  der  Entfernung  des  inne- 
ren Aehnlichkeitspunktes  von  jedem  der  gegebenen  Punkte;  da- 
her kann  man  sagen: 

Für  zwei  Punkte  gehl  der  innere  Aehnlichkcitskreis  durch 
dieselben  und  sie  selbst  sind  Endpunkte  seines  Üurchmessers. 


§.  50. 

Ans  §.  44.    folgt,   dass  für  Kreise  von  gleichen  Halbmessern, 
sich    schneiden,    der  äussere  Aehnlichkcitskreis   mit  der 
Dichtung  ihrer  gemeinscbaftlicben  Sehne  zusammenfällt. 

Behält  daher  der  Scbneidungspunkt  IS  der  Kreise  m  und  M 
(Fig.  3.)  seine  Lage,  vergrösseten  sich  aber  die  Halbmes- 
ser iVäJ!  und  NM  gleichniüssig,  so  erleidet  hierdurch  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  keine  Veränderung,  und  er  wird  noch  seine 
unveränderte  Lage  behalten,  wenn  die  H;ilbmes.<:er  JVa»  und  NM 
unendlich  gross  werden,  die  Kreise  SR  und  M  also  in  gerade 
Linien  übergehen  und  mit  ihren  bezüglichen  Tangenten  in  N  zu- 
sammenfallen;    daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  gerade  sich  achneidende  Linien  WW  und  M'M"  ist 
der  äussere  Aehnlichkeitskreis  die  Hatbirungslinte  des  von  ihnen 
gebildeten  Winkels. 


§.  5L 
Aus  den  %^.  37.  und  SO.  folgt  no 
Thdl  XXVI. 


;h ,  dass  der  Süssere  Aehnlicb- 


Sit*;    Vebtr  äia  Aufgabe,  einen  Kreta  %u  beaehretben . 

bätskrei«  zweier  sich  ai^b neide» den  geraden  Linien  auch  d 
and  der  innere  auch  der  äussere  iet,  und  dnas  beide  Aehnlicfakeitc- 
kreise  in    dem  Schneid nn^spunkt  der  lieidon  Geraden  sich  selbst 
Bchneiden  und  auf  einander  eeiikTechl  sieben. 


derinn««  S 


\,-iA-^WuA'.l   . 


■  f"5Ö. ' 


i.l    .l-.- 


Stellt  man  Shntiche  Belrachtongen  mit  der  Linie  gleicher  Po- 
tenzen zweier  KreUe  an,  indem  man  die  Halbmesser  derselbeD 
bald  unendlich  gross,  bald  unendlich  klein  «erden  lässt,  so  er- 
giebt   Mich: 

I)     Für  einen  Kreis  und  eine  gerade  Linie  ist  letztere  selbst  | 
die  Linie  gleicher  Potenzen. 


I 

D 

I 


2) 


Für  einen  Krelü  und  einen  Punkt  ist  die  Linie  gleicher 
Potenzen  die  auf  die  Centrale  gefällte  Senkrechte,  nelcho 
durch  den  Halbirungspunkt  der  von  dem  Punkt  an  den 
Kreiä  gelegten  Tungente  gebt. 


einen  Punkt  und  eint 
3  gleicher  Potenzen. 


!  Gerade  ist  letztere  selbst  di^  I 


■''i)     Für   zwei  parnüele   gerade  Linien  ist  die  Linie  gleicher] 
Potenzen  die,    in  gleicher  Entfernung   von  beiden  Paral- 
lelen mit  diesen  parallellaufende  gerade  Linie.    Sie  fälltJ 
also  (nach  §.  45.)   mit  dem  äusseren  AebnlicbkeitskreisB;) 
der  beiden  Parallelen  zusammen. 

S)  Für  zivei  Punkte  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  die  lfm 
dem  Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  errich-' 
tete  Senkrechte.  Sie  fallt  also,  nach  §.46.,  mit  dem  Sue- ' 
seren  A ehu I ich keits kreise  der  beiden  Pun 


Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien  ist  die  Linia~^ 
gleicher  Potenzen  die  Hulbirungsliaie  des  von  ihnen  ge-  J 
bildeten  Winkels;  es  bestehen  znei  Linien  gleicher  Po-  1 
tenzen,  welche  sich  in  dem  Schneidungspunkt  der  gegfr  | 
benen  Geraden  recbtvrinkelig  schneiden  und  (nach  §.  50.) 
mit  dem  Susseren  und  inneren  Aehnl ich keitsk reise  der  \ 
gegebenen  Geraden  zusammenfallen. 


Aehnlii^be  Betrachtung« 
zen    angestellt   ergeben: 


§.  53, 
I  mit  der  Lin 


äquidifferenter  Roten- 


I 
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Für  eine  Gerada  und  «inen  Kreia  oAer  eine  Gerade  und 
«inen  Pnnlit  fäift  die  Linie  äquidtffercitler  Potenzen  wn- 
endljch   weit  weg. 

Für  2ivci  Gerade,  s\a  mügen  sich  schneiden  oder  nicht, 
sowie  für  zwei  Punkte,  fallt  die  Linie  äquidifferenter  Po- 
tenxeD  mit  der  Linie  gleicher  Potenzen  jedesmal  zusammen. 


§■54. 

Für   die  Beruh riings pole  ist   folgender  Satz   von  Wlchligkeit: 

Jede   Aehnlichkeitsaxe  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen   der 
iigehr>ri»eTi    conjugirten    Beruh rungskrciae. 

Wahrheit  desselhen  erhellet  ans  den  §g.  13.  und  14. 


ij.  55. 

Pilinmehr  können  wir  zur  Auflüsuni;  Mmmtlicher  Bcrührungs- 
aufgaben  übergehen  und  uns  fast  bei  jeder  derselben  Worte  be- 
dienen, welche  (iQr  die  Aufgaben  bei  der  BerUhrnng  dreier  Kriese 
in  den  §§.  19.,  20.,  25.  und  26.  gebraucht  sind. 


§.  56. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  zwei  Kreise  Sß  und  M  und  eioe 
gerade  Linie  m'm"  (Fig.  8.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, welcher  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  berührt,  d.h.  die 
gegebenen  drei  Stücke  aussctiliesst. 


I 


Auflüsuug.     iUan  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnliehkeitsaxe  <iÄ%.  Die  Süsseren  Aehn- 
lichkeitspunkte  A  und  'U  ergeben  sich  nach  $.3]. 

2)  Für  zwei  der  gefundenen  äusseren  Aehnlichkeitspunkte, 
etwa  für  a  und  Ql,  suche  mau  (nach  g.  25.  2}  und  bezieh- 
ungsweise §,  39.)  die  Halbmesser  äff'  nnd  OMt"  der  zn- 
gebürigen  Aebnlichkeilskreise  und  beschreibe   dieselben. 

3)  Schneiden  sie  sich,  wie  in  Fig.  S,,  so  ergiebt  sich 
die  äussere  Axe  O'O"  alsbnid,  und  man  suche  zu 
einem  der  Schneidungspnnktc  O,  und  einem  der  gege- 
benen drei  Stücke,  etwa  dem  Kreise  Sft,  die  Linie  glei- 
cher Potenzen,  welche  die  ."iussere  Aehnlichkeitsaxe  in 
dem ,  zu  dem  Kreise  3B  i^hürlgen  Ken'ibrungspole  ^ 
schneidet.     Von  diesem  ßcn'ihrungspole  ä!   lege  man  an 


376       Kern:    Peier  die  Aufgabe,  efnen  Kreis  »h  besehreiöen , 


<Ien  gegebenen  Kreis  9)i  die  Tangenten  $9'  und  $!B',  so 
erhSlt  man   die  zwei   conjugirten   BerShrunggpnnkte   dea 


Schneiden    sich    aber 
nicht,  80  verfahre  mi 


die    i'iusseren   Aebnlichkeitskreise 
1  nach  §.25.3)  und  4). 


5)  Schliesslich  verfahre  man  ganz  nie  in  §.  2S.  S)  und  6)  und 
rjitle  xuT  Bestimmung  der,  der  Linie  m'm"  angehiF- 
rigen,  Berührungspunkte  b'  und  6^  von  den  gefundenen 
Mittelpunkten  VH'  und  UI^  der  conjugirten  Kreise  auf  die 
Linie  m'm"  die  Senkrechten  Xfl'b'  und  lJt*fi',  vfcU  der  za 
der  Linie  m'm"  gehörige  Mittelpunkt  unendlich  nett  ent- 
fernt liegt. 

§.  57. 
Da  nach  §.  S4.  die  äussere  Aehnlichkeitaaxe  a^  (Fig.  8.) 
die  Linie  gleicher  Potenzen  der  Iterührungskreise  HI'  und  BJ*  ist, 
so  miiss  auch  der  Durchschnittspunkt  p  der  äusseren  Aehnlich- 
keilsaxe  nS  mit  der  gegebenen  Linie  m'm"  der  zu  dieser  Linie 
gehörige  Berührungspol  sein. 

Verbindet  man  daher  p  mit  O,  (oder  O^)  und  beschreibt  mit 
pO,  als  Halbmesser  aus  p  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  die 
gegebene  Linie  m'm"  in  den  Punkten  b'  und  b^,  in  welchen  sie 
Ton  den  conjugirten  Kreisen  HI'  und  VX^  berührt  uird. 

Hierdurch  erhält  man   ein   Paar  conjugirte    Berührungspunkte 
auf  kürzerem  Wege  als  dem  in  §.  5G.  unter  3)  angegebenen,    und    ' 
tvir  irollen  in  der  Folge  von  ihm  Gebrauch  machen. 

Die  Mittelpunkte  JH'  und  W  der  conjugirten  Berührungskreise 
ergeben  sich  dann  als  Durchschnitlspunkte  der  in  den  Berührungs- 
punkten b'  und  £'  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusseren  Axe 
O'O". 

g,  58. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  zwei  Kreise  SS  und  ilf  und  eine 
gerade  Linie  m'm"  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  zwei  Kreise  gleichartig  und  die  gegebene  Linie 
ungleichartig  berührt,  d.  h.  der  die  gegebenen  Kreise  einschliesst 
und  die  gegebene  Gerade  ausschlicsst, 


1 


Auflö 


ng.     Man  bestimm 


^ 


1)     die    der    gegebenen    Linie    zugehörige    innere    AehoMch- 
keitsaxe  und   es   genügt    die   Bestimmung    der   inneren 


leeUher  drei  geoeöene  Krefte  teriArt.    t.  Abikeii.  £77 

A eh nlicbkeilsp unkte  3  uod   J,    welche  sich  nach  {.  31. 

ergeben. 
'2)     Zu  denselben  suche  man,    nach  §.  40-,    die  Halbmesaer 

JW   und   äs*"    der   zugehürigen    inneren   Aehnlichkeits- 

kreise  J  und  3,    heetimme 
3)     fiir  letztere  die  Linie  äquidiffereiit<:r  l'otenzen,    d.  i.  die 

innere  Axe  Q'Q"  und  beschreibe  aus  ihrem  Bauptpunkte 

Q  mit  QB"  (=  OB"')  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aie. 

i)  An  diesen  Hauptkreis  Q  lege  man  von  dem  Durchschnitts- 
punkt p'  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  J^  mit  der  gege- 
benen Linie,  d.  i.  von  dem  Berührungspol  der  gegebenen 
Linie  (S- 57.),  eine  Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  als 
Halbmesser  aus  p  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  so  schnei- 
det dersellte  die  gegebene  Linie  in  den  beiden  Punkten 
b^  und  b*,  welches  die  Berührungspunkte  für  zwei  Kreise 
sind,  die  beide  der  Aurgabe  (lenüge  leisten. 

5)  Uie  Mittelpunkte  jn>  und  Yd*  derselben,  sowie  die  übri- 
gen Berührungspunkte,  ergeben  sich  dann  ganz  auf  be- 
reits erörterte  Weise. 


g.  59. 

Wären  zwei  Kreise  9n  und  M  und  eine  gerade  Linie  m'm" 
gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt:  einen  Kreis  zu  beschreiben, 
der  den  Kreis  1^  und  die  gerade  Linie  vt'm"  gleichartig  und  den 
Kreis  sei  ungleichartig  —  oder  den  Kreis  31}  und  die  gerade  Linie 
m'M*  gleichartig  und  den  Kreis  M  ungleichartig  berühre;  so  hätte 
man  ganz  in  derselben  Weise  wie  in  §.58,  zu  verfahren,  nur  im 
ersteren  Falle  die  ku  dem  Kreise  SR  gehürige  innere  Aebnlich- 
keiteaxe  Ji  und  im  letzteren  die  zu  dem  Kreise  M  gehörige  in- 
nere Aehnlicbkeitsaze  i3  zu  bestimmen  etc. 


Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Patallellinieu  WSH"  und 
M'M"  und  eiu  Kreis  m  (Fig.  10.);  man  snll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die gegebenenStücke  gleichartig  berührt,  d.h.  sie  sämmt- 
licb  ausschliesst. 

AnflS&iing.     Man  bestimme 
1)     die    Süssere   Aehnlicbkeitsaxe    a^A.     Die  Richtung  de« 
Aebniichkeitapimktes  n  eigiebf   sich    (nach  $.^4)  durch 


1 


Her*:    ütber  di«  kafgabe.  eintn  Krtis  av  lieaehrtlien , 

die,  von  dem  Mittelpunkt  m  des  gegeltenen  Krebes  auf 
die  Parallelen  gefällte  .Senltredite ,  in  welcher  sich  i 
(aacb  §.  31.)  öie  belilen  anderen  Punkte  A  und  'il  ergeben. 
,;  Es  genügt  jedoch  die  Bestimmung  von  nuv  zwei  üusee- 
Ten  Ael  nlichkeitspunkten,  efwa  der  Punkte  a  und  51. 

Zb  denselben  bestimme  man  die  äusseren  Aehnlichkeits- 
breise.  Ersterer  ergiebt  sich  nach  den  §§.  45.  und  52.  4) 
aU  Linie  a'u"  alsbald;  der  Halbmesser  %i."  deü  letzte- 
ren findet  sich  nach  §.  39. 

Bei  vorliegender  Figur  schneiden  sich  beide  iu  den  Punk- 
ten O,  und  0„  und  der  äussere  Aebniichkeitskreis  a'a' 
erscheint  zugleich  als  äussere  Äxe  O'O". 

Der  Uurchschnittspunkt  der  äusseren  Aehnlichkeilsaxe 
a%  mit  der  Linie  WW  bestimmt  den  Berührungspol  ^ 
für  diese  Linie.  (§.  57.)  Man  verbinde  denselben  mit 
n  der  Schneidungspnnkte  O,  foder  0„)  und  beschreibe 
CO,  als  Halbmesser  au»  ^  einen  Kreis,  welcher  die 
Gerade  m'ffll"  in  den  Punkten  SS'  und  W  schneidet,  so 
sind  diese  zwei  cojijugirle  Berührungspunkte  zweier 
Kreise,    welche  beide  der  Aufgabe  genügui 

Die  von  den  Berührungspunkten  !B'  und  W  auf  die  Axs  j 
O'O"  gefällten  Senkrechten  ergeben  als  Durchachnitts- J 
punkte  mit  derselben  die  Miflelpunkte  der  cnnjn^rte^ 
Kreise  DT  und  IIP;  u.  s.  w.  -Tv.i.j^ 


I 


I 


§.  Cl. 

Aufgabe.     Es  sind  gegeben:    zivei  Parallellinien  ^'^"  und  ] 
M'M"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  11.);  man  soll  einen  Kreis  besihreij 
hen,    der   die  gegebenen   Geraden   gleichartig  und    den  Kreis  un- 
gleichartig berührt,    d.  h.  die  ersteren   ausschliesst   und  der 
teren  einscbliesst. 

Auflösung.     Man  bestimme 
I)    die  dem   gegebenen  Kreise   m  mgehürige   innen»  Aehn- 
'"'■'         liehktitsaxe  «37.     Der  Punkt  a  findet  sieh  naob  §.3».   ] 
"'""        und  die  Punkte  3  und  J  nach  §.  3J.  ' 

Zu  letzteren  suche  man,  nach  g.  40.,  die  Halbmesser  XCt*   ! 
und  SB'"  der  zugehiirigen  inneren  Aehnlichkeitskiebe  . 
und  3f  beschreibe  diese  Kreise  und  besliinme 

[lie  innere  Axa 


;  äqitidiffeienter  Potenaen,  d.  i 


I 


■M/(iA«r  drei  gegebene  Kreise  öeräArt.    g.  AhthtU.  27^ 

Q'Q".     Aus  dem   Hauptpunkte    Q    derselben   beschreibe 
den  HauptkreJs  der  inneren  Aze  mit  dem  Halbmes- 
ser QW  {=(iW'). 

4)     Der  ßnrchschnitt^punkt  !V'  der  inneren  Aehnlichkeitsiixft 
V  mit  der  Linie  W^"  ist  derBerühruiigspol  dieser  Linif^ 
(§■  58.  4))  und  raan    verfahre  itnnmelir  ganz    ;tuf  bere^^ 
erSrterte  Weise,   indem  man  von  dem  Berührungspol  a%   1 
den  Haupikreis  eine  Tangente  legt,  u.  s.  w. 

*I    I 
S-  62. 

Es  ist  augenblicklich  aulTallend,  dass  in  g.  61.  (Fig.  II.)  üi* 
innere  Ase  Q'Q"  mit  der  zu  den  gegebenen  Parallelen  SU'ÜK"  und 
jlf'/l/"  gehörigen  äusseren  .\se  O'O",  §.  60.  (Fig.  10.).  »der  mit 
dem  äusseren  Aehnl ich kelts kreise  a'a"  identisch  ist.  Der  Grund 
hierfür  ist  folgenden 

In  §.  1-1.  sind  zur  Beijtimmung  der  Linie  gleicher  Potenzen 
der  Kreise  p' ,  !B'.  f  "ur  zwei  Kreitte,  nlirolicb  die  inneren  Aehn-' 
lichkeitskreUe  J  und  3.  in  Betracht  gezogen  norden,  und  W 
ivurde  nachgewiesen,  dass  die  Linie  gleicher  Potenzen  jener  dr«* 
Kreise  zugleich  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  dieser  zHei 
Kreise  sei.  Die  innere  Aehnlji;likeitsa2e  «73  ivird  aber,  wie  di4 
äussere  AehnlichkeilBaxe  a^A  durch  drei  Pnnkte  niarkirt,  untt 
SD  wie  man  znr  Bestimmung  der  äusseren  Axe  vrillkükriich  ztvwi 
von  Jen  drei  Susseren  Aehnliehkeitskreisen  wählen  kann,  so  kün^i 
neu  auch  zur  Bestimmung  der  inneren  Axe  von  den  drei  Aehulich-r 
keitskreisen  a,  J  und  3  vvilikuhrlich  zwei  gewählt  werden  [der 
Einfachheit  wegen  wurden  bisher  immer  die  inneren  Aehnlichkeita-  ' 
kreise  J  und  3  und  aus  ihnen  die  innere  Axe  bestimmt];  denn  es' 
tässt  sich  nachweisen,  dass  die  Linie  äquidifferenler  Potenzen  der' 
Kreise  J  und  3  zugleich  eine  Linie  ist,  welche,  wenn  man  aus 
irgend  einem  ihrer  Punkte  eine  Tangente  an  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitskreis  a  legt  und  damit  als  Halbmesser  einen  Kreis  be- 
schreibt, also  den  äusseren  Aehnlichkeitskrcis  «i  recht  winkelig 
schneidet,  durch  diesen  Kreis  zugleich  die  Peripherien  beiden 
inneren  AehnJichkeitskreise  J  und  3  halbirt  werden.  ^ 

In  vorliegendem  Falle  (Fig.  11.)  muss  daher  auch  der  äussere  , 
Aefanlichkeitskreis  n'a" ,  welcher  eine  gerade  Linie  ist,  von  dem 
Kreise  zum  Halbmesser  QW  (^Q^'"),  welcher  die  Peripherien 
der  Kreise  J  und  3  halbirt,  rechtwinkelig  geschnitten  werden« 
Dies  geschieht  aber  nur,  wenn  Q  selbst  ein  Punkt  dieser  Ger^-, 
den  n'it"  ist.  'n/ii,,!  .J^^    .1    i,      i.,!lm'iiI 


k 


i9ft      Ker%!   (ftber  die  tvf^ie.  Hntn  KrHt  «w  6e$vltrelten, 


5.  63. 

Du  die  innere  Axe  Q'Q"  (Fig.  11.)  mit  dem  äusseren  Aehn- 
licbkei  takreise  a'n"  zusanitnennillt,  sich  daher  der  Hauptpunkt  Q 
der  iatieren  Axe  alsbald  als  Durclischnittspuiikt  des  äusseren 
Aefanltchkeitskreises  a'a"  mit  der  inneren  Aehnlichkeitsase  aJ^ 
ergiebt,  so  erleidet  hierdurch  die  in  §•  61.  gegebene  AuflDsung 
eine  Abkürzung.  Es  genügt  nämlich  nur  Tür  einen  inneren  Aehn- 
lichkeitskreis  JQ)  den  Halbmesser  zu  bestimmen.  Derselbe  ist 
dann  in  dem  inneren  Aehnlichkeitspunkt  ./(3)  auf  die  Innere  Aehn- 
lichkeitsaxe  senkrecht  zu  errichten  und  der  Endpunkt  B"  (B™) 
desselben  mit  dem  Hauptpunkte  Q  der  inneren  Axe  durch  eine  | 
Gerade  zu  verbinden.  Letztere  ist  dann  der  Halbmesser  dei 
Hauptkreises  der  inneren  Aie. 


§.  (J4. 

Für  die  gegebenen  Stücke  der  § 
fiilll  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  i 
und  M'ia"  mit  den  Hauptpunkten  < 
inneren  Axe  zusammen  (g.  34.)  und 
keitsaxen  am.A,  aJ3,  '•&Ji,  A'a  in 
Offenbar  sind  daher  die  Aufgaben  de 


¥ 


.60.  und  61.  (Fig.lO.  u.  IL) 
der   beiden   Geraden   W^ 
und    Q   der   äusserei 
s    fallen   die   vier   AebnIiciH  \ 
iine  und  dieselbe  Richtung. 
§g.  CO.  und  61.  mit  der  Auf*  I 
gäbe:     einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  Kreise  berühr^  J 
deren  Mittelpunkte  in   einer  geraden  Linie  liegen  (§.  19.  und  20.)i 
von   derselben  Gattung. 

Da  nun  nach  §.  48.  der  innere  Aebnlicbkeitekreis  i  unendlictj  I 
gros^  ist,  so  fallen  auch  liir  die  inneren  Aehnlichkeitsaxen  91.n  1 
und  A'a  die  zugehSrigen  inneren  Axen  unendlich  iveit  weg  und  [ 
mit  ihnen  zwei  Paar  cnnjugirte  Berührungskreise,  so  dass  fSi  \ 
zwei  Parallelen  und  einen  Kreis  nur  zivei  Paar  conjuglrte  Beriib- 
rungskreise   existiren. 

Es  geht  hieraus   hervor,   dass   die  Existenz  der    Berübrungs-  | 
kreise  nicht  von  der  der  Aehnlichkeitsaxen  allein  abhängig  ist. 


$.63. 

Aufgabe.     Es  sind  gegeben:    zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien    WW   und   M'M"  und   ein   Kreis  m  (Rg.  12.);    ma 
einen   Kreis   beschreiben,    der  die    gegebenen  8lüeke    gleicharÜK  1 
berührt,   d.  h.  sie  sämnillich  ausschliesst.  '     ' 


i^eleher  drei  gepebm«  Kreltt  berühri.    S.  AblhHI. 
uflOsung.     Man  bestimme 


i 


die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A.  Die  Punkte  %  und 
A  ergeben  sich  nach  §.  31.  Es  genügt  jedoch  die  ße- 
Btimniung  nur  eines  dieser  Punkte,  etna  des  Punktest. 
Ist  derGeihe  gefunden,  so  ziehe  man  duiuh  ihn  eine  Ge- 
rade, «eiche  mit  derjenigen  Linie  parallel  läuft,  welche 
den  Nebenivinkel  des  von  den  gegebenen  geraden  Linien 
gebildeten  Winkels  halbirt,  so  ist  die  so  gezogene  Ge-. 
rade  die  äussere  Aehnliehkeitsaxe,  in  welcher  der  Süs- 
sere Aehnlicfikeitspunkt  a  beiderseits  unendlich  weit  ent- 
fernt liegt.     {§.  30.) 

Zu  den  äusseren  Ae  hol  ich  keitspunkten  □  und  ^  bestimme 
man  die  Aehnliehkeitskreise.  Ersterer  flndet  sich  (nach 
§.  50.)  als  die  den  Winkel,  welchen  die  gegebenen  Ge- 
raden bilden,  halbirende  Linie  a'a",  letzterer  ergiebt  sieb 
nach  §.  39. 

Beide  Aehnliehkeitskreise  schneiden  sich  [bei  vorliegen- 
der Figur]  in  den  Punkten  O,  und  0„  und  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  ergiebt  sich  zugleich  als  äussere  Axe 
O'O". 


4)     Man  Terfuhre  im  Uebrigen  ganz  wie  ■: 


Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien  9B'aB"  und  M' M"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  13.) ;  man  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  gegebenen  Geraden  gleichartig 
und  den  Kreis  ungleichartig  berührt,  d.  h.  die  ersleren  ausschüesst 
und  den   letzteren   einschliesst. 

»Auflösung.  Man  bestimme 
'  1)  die  dem  gegebenen  Kreise  m  zugehürige  innere  Aehn- 
licbkcitsaxe  a^J.  Die  inneren  Aehnlichkeitspunhte  3  und 
J  ergeben  sich  nach  §.  3L  Zur  Bestimmung  der  Linie 
a'iJ  würde  indessen  nur  ein  innerer  Aehnliihkeifspunkt 
3  oder  J  genügen,  denn,  hat  man  einen  solchen  gefun- 
den und  man  legt  durch  ihn  eine  Gerade,  die  mit  derje- 
nigen geraden  Linie  parallel  läuft,  welche  den  Neben- 
winkel des  von  den  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten 
Winkels  halbirt,  so  ist  die  so  gezogene  Linie  die  ver- 
langte innere  Aehnlichkeitsaxe,  In  welcher  der  äussere 
Aehnlicbkeilspnnkt  a  beiderseits  unendlich  weit  entfetnl 


I 


liegt.    (§.36.) 


Kerju    Ueber  di4  AuTeaie.  einen  Krtit  tu  äetehrtlben, 


Zu  den  Puuhlei 
J»"  und  3»"  d( 
dieselben  und  s 


rxi  3  bestinime  mait  die  Ualbin esse r   | 
2L'eu  Aehnlichkeilskreise,  beschrei 


iche 


ta   beiden  die  Linie    äquidifferenler   Patenien,   d.  i.    die  \ 

e  Q'^'.  Aus  dem  Hauptpunkte  Q  derselbe! 
beschreibe  man  den  Hauptkreis  der  inneren  Axe  und 
Verrahre   im   Uebrigen  ganz  v/\f>  in  §.61. 


to 


j.  67. 

'  Auch  für  die  innere  Ase  Q'Q"  (Fig.  13.)  Ist  das  von  der  in- 
neren Axe  Q'Q"  (Fi^-  11-)  in  §.  ti2.  (iesagte  Küllig,  uod  die  Auf- 
);aba  §.  G6.  erleidet  hieruach  elieTifaLä  f^ne  Abkürzung;,  indem  man 
nur  den  Halbmesser  eines  inneren  Aetinlichkeitskreises  zu  be- 
■limmea  und  überhaupt  ganz  nach  §.  63.   zu  verfahren  braucht. 


Für  die  gegebeoeu  Stiicke  der  $g.  65.  und  66.  {Fig.  12.  und 
Fig.  13.)  fällt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  i  in  der  Richtung  der 
Linie  a'a"  beiderseits  unendlich  weit  weg  (§.36.)  and  der  innere 
Aehnlichkeilskreis  i  mit  der  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels  des 
von  den  ge^^ebenen  geraden  Linien  gebildeten  Winkels  zusanmien 
(§.  51.}.  Da  nun  (i>a\'h  %.  S3.  1))  für  eine  Gerade  und  einen  Kreis 
die  Linie  äquidifferenter  PotenKcn  ufiqndlich  weit  weglallt,  so  ist 
micb  die  Itestimnitiiig  der  zu  den  inneren  AehnÜL-hkeUsasen  ^i 
und  AÜ  gehürrgen  innereo  Axen  in  vorliegendem  Falle  unmöglich, 
d.  h.  es  esistiten  hierfür  nur  zwei  l'aar  conjugirte  Be  ruh  ran  gsk  reise 


.  60. 


Für  dte>  tiachralgenden  Aufgaben,  jf.  70.  und  71.,  ist  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  dass  liir  zwei  gerade  Linien  die  eugehurige 
Susüere  und  innere  Ase  ohne  die  respektlvcn  Aebnlicbkeitsnxen 
bestimmt  werden  künnen,  da  sie,  nach  den  gg.  65.  3)  und  66.  3), 
mit  den  äusseren  und  inneren  Aebnltchkeitskreisen  xusammen- 
falleii  und  diese,  nach  $.5^.6),  mit  der,  zu  den  gegebenen  Ge> 
raden  gebSrigen  l^nie  gleicher  Potenzen  identisch  sind.  Ferner 
ist  noch  vuD  Wichtigkeit,  dass)  weil  für  zwei  gerade  Linien  äus- 
serer und  innerer  Aehiilicbkeitspunkt  sieb  durch  kein  Merkmal 
unterscheiden,  auch  eine  eigentliche  Verschiedenheit  ewischi 
itue«eren  und  den  innciea  Aehnlichkeitsazen  ffir  den  Fall, 
die  drei  gegebenen  Sfiieke  i^erude  Linien  fseieti,   uegfallen 


L 


i 


wiektr  drti  fftpeöau  hretw  btrß/irt.    i.  AitMl.  ÜSS 

und  datier  ein  lieaoiiderer  Conätcuktiousuoterschied  i&t  gteicbarliga 
und  iint;leicliarli!;e  Berührung  nicht  stattGnden  künne. 


,     S-  70. 

Aufgabe.   Es  sind  gegeben  drei  gerade  LiLieu,  WW ,  J^'Mt,   ] 
nt'/n"  (Fig.  14,) ;   man  sull    die   Kwei    conjugirten  Kreise  beschrei- 
ben,  »eiche  Mch  auf  die  äussere  Aebolicbkeitsaxe  a%A  beziehen.  I 

Auflösung.     Da  die  äusseren  ÄehnUchlieitspunkte  s9inmtlicb  j 
unendlich  weit  wegfallen ,  so  ist  dies  auch  mit  der  Jiusseren  AefaHl  ' 
lichkeitsese  der  Fall.     Die  drei  Aehnlichkeitskreise   ergeben  sicfi 
als  die  Halblrungslinien  der  von  den    gegebenen  Geraden  gebilde- 
ten  Winket.     Es    genügt  indessen   die  Bestimmnng  von  nur  zwei 
Aehnlichkeitskreisen,    etwa  a'a"  und  A'A". 

Da  nucli  §.  65.  3)  der  zu  zwei  gegebenen  Geraden  gehörige 
äussere  Aehnlichkeifskreis  a'a"  zugleich  die  Süssere  Axe  für  die 
drei  gegebenen  Stücke  ist,  so  inuss  dies  auch  mit  dem  Aehnüch- 
keitskreise  A'A"  der  Fall  sein,  etc.;  und  es  ist  daher  klar,  dass 
sich  fGr  drei  gegebene  Geraden  auch  drei  Süssere  Ajxen  ergehen, 
die  sich  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  O,  schneiden; 

Nach  §.  1)7.  ist,  wenn  sich  eine  Gerade  unter  den  drei  gege- 
benen Stücken  befindet,  ihr  Darchschnittspunkt  mit  der  betreffen; 
den  Aehniichkeilsaxe  ihr  Berührungspol,  die  Berühr ungt^pulare 
f^llt  mit  der  Geraden  zusammen  und  der  aus  dem  Berührungspol 
.  beschriebene  Kreis,  welcher  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
Aehnlicbkeitskreise  geht,  schneidet  die  gegebene  Gerade  recht- 
winkelig. Da  aber  in  vorliegendem  Falle  die  Aehnlichkeitsaxe 
unendlich  weit  entfernt  liegt,  so  Hingen  auch  die  bezüglichen  Be- 
Tührungspole  ^4^,  P,  p  in  unendliclier  Entrcrnung,  d.  h.  die  Halb- 
messer 3J0,,  PO,,  pO,  sind  unendlich  gross  und  daher  sin^ 
die  mit  ihnen  beschriebene  Bogen  gerade,  durch  den  gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspuiikf  O,  gebende  und  auf  den  beEüglichen 
Geraden  senkrecht  stehende  Linien. 

Fällt  man  daher  von  O,  auf  jede  gegebene  Gerade  eine  Senk- 
rechte, so  ergeben  sich  als  Durchschnitlspunkte  die  Berührungs- 
punkte ^',  ß',  6'  uud  O,  selbst  als  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  gegebeneu  Geraden  sümnitlich  berührt. 

Gleichzeitig  ergiebt  sich,  dass  die  bezüglichen  Berührungs- 
punkte ffi^,  £^,  6^  unendlich  >Yeit  wegfallen.  Ea  esiatirt  daher 
für  di«  äussere  AehnUchkaitsase  drei<-r  gegebener  gerader  Linien 
kein  Paar  conjugirtet  Kreiset  sondern  nur  ein  Jü«iti„  der  äie  van 
innen  berührt.  ,,.  i.,,t/     ...  >..,i.>i,..i',  »,    iiJ,!')  irm 
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S-71. 

Aufgabe.      Es    sind    gegeben    drei    gerade    LipieD,    SB'J 
M'JH",    m'm"  (Fig.  15,);    niaa    soll    die   zwei    conjugirteu   Kreisa 
beschreiben,    welche  sich  auf  die  (etwa  der  Linie  m'm"  zugehfl-  \ 
rige)  innere  AehnÜcbkeitsaxe  aJ'i   bezieben. 

Auflüsung.  Man  bestimme  die  zwei  inneren  Aefanlichkeits- 
axen  J'J" ,  3'3",  bo  ist  ihr  Durcbschnitlspunkt  Q  der  Mittel- 
pnnkt  eines  Kreises,  welcher  die  drei  Geraden  berührt.  Die  Be- 
rührungspunkte iS^,  £^,  b^  ergeben  sich  ganz  nie  im  vorigen 
Paragraphen  die  l'unkte  !B',  B' ,  b' ,  und  ebenso  ergiebt  sich, 
dass  für  die  Aebnlicbkeitsaxc  n./3  kein  Paar  conjugirter  Kreise, 
sondern  uur  ein  Kreis  existirt,  der  die  gegebenen  Geradeu  von 
aussen  berührt. 

§.  72. 

Letzteres  ergiebt  sich  auch  für  die  den  Linien  9Ä'9)1"  und 
M'M"  zugehörigen  inneren  Axen  ^Ji  und  Äii,  und  es  folgt  (aus 
den  §§.  70.  und?].),  dass  der  Unterschied  zwischen  gleichartiger 
und  ungleichartiger  Berührung  dreier  Geraden  sich  auf  eine  Be- 
rührung von  innen  und  von  aussen  erstrecke,  sowie  dass  im  Gan- 
zen vier  Berührungskreise  möglich  seien,  nämlich  für  jede  Aehn- 
lichkeitsaxe  ein  Berührungskreis. 


5-  73. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  9Ä  und  iW  und  aus- 
serhalb derselben  ein  Punkt  vi  (Fig.  16.);  man  soll  einen  Kreis 
beschreiben,  der  die  gegebenen  Kreise  gleichartig  berührt  und 
durch  den    gegebenen   Punkt  geht. 

Auflüsung.     Man  bestimme 

die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A.  Da  nach  $.  32.  die 
Susseren  Aehnliclikeitspunkte  %  und  A  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  zusammenfallen,  so  verbinde  man,  wenn 
der  Süssere  Aehnlichkeitspunkt  a  bestimmt  ist,  densel- 
ben mit  dem  gegebenen  Punkte  wi.  Die  gerade  Verbin- 
dungslinie beider  ist  die  verlangte  äussere  Aehnlichkeitsaxe. 
Der  äussere  Aehnlichkeitskreis  u  ergiebt  sich  auf  bereits 
erörterte  Weise  (§.  2d.  2)).  Jeder  der  Süsseren  Aehnlich- 
keitskreise  V  und  A  i^llt,  nach  §.42.,  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  zusammen.     Man  suche  daher 


i 


teelcher  drei  grgebene  Kreis«  berührt,    t.  AitMt. 
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zn  dem  Susseren  Ae h n lieh ke iiskreise  a  und  dem  gege- 
benen Punkte  m  die  Linie  gleicher  Potenzen  O'O",  d.i. 
die  äuBsere  Axe,  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  an  einen 
der  Aehnlichkeitskreise  eine  Tangente  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,  also  in  vorliegender  Auf- 
gabe am  einfachsten  mit  der  Entfernting  Om,  den  Uaupt- 
kreis  O  der  äusseren  Axe. 

Zu  diesem  Uauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  3ß,  suche  man  die  Linie  gleicher  Po- 
tenzen, beziehungsweise  deren  Durchschnitt  %  mit  der 
Susseren  Aebniichkeitsaxe;  so  erfaSIt  man  den  Berüh- 
rungspol !P  für  diesen  Kreis  W,  und  die  von  diesem  Pol 
an  den  Kreis  SS  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann 
zwei  conjugirte  Beriihrungspnnkte  S8'  und  99*. 
Im  Debrigen  verfahre  man  weiter  wie  in  §.25. 5)  etc. 
Die  Berührungspunkte  h'  und  6>  daselbst  fallen  hier  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen. 


§.  74. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  3R  und  M  und 
ansserhalb  derselben  ein  Punkt  m  (Fig.  )7.);  man  soll  einen  Kreis 
beschreiben,  der  die  gegebenen  Kreise  ungleichartig  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.    Man  bestimme 

1)  die  zu  einem  der  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  9)!,  gehörige  innere  Aebniichkeitsaxe  3Jt. 
Nach  §.32.  fallen  hier  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  « 
und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  ^  mit  dem  gegebenen 
Punkte  m  zuEammen.  Man  verbinde  daher,  wenn  der 
innere  Aebnlichkeitspunkt  i  bestimmt  ist,  denselben  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m,  so  ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie heider  die  verlangte  innere  Axe.  ' 

2)  Der  Halbmesser  i»'  des  inneren  Aehnlichkeitskreises  i 
ergiebt  sich  auf  bereits  erörterte  Welse,  S-26.2),  und 
der  Aehnlichkeitskreia  J  fallt,  nach  §.  42.,  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  m  zusammen.     Man  suche  daber 

3)  zu  dem  inneren  Aehnlichkeitskreise  i  und  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  die  Linie  äquidifferenler  Potenzen  Q'Q", 
i,  i.  die  innere  Axe,  und  beschreibe  aus  ihrem  Haupt- 
punkte  Q   mit  QB'  (=  Qm)  [siehe  §.  20.  3)]    den  Haupt- 

(I»  kreis  Q  der  inneren  Axe.  r.    i  •!  .  ...      i. 


h'fr%:    Vehtr  dt«  Avfgnbr .  tinen  h'rtis  *h  beschreilti 

Zu  diesem  Hanptkraias  hdcI  einen  d«r  g«t^enen  Kreise,  ' 
etwa  dem  Kreise  St,  bnstiranie  mkil  die  länie  gleicher 
PotenEen,  beeiehtnigswei^e  deren  DuTcbscIinitbpunlit  $' 
mit  der  inneren  Aefanliclikeitsaxe  Ji,  so  ist  derselbe  der 
Beruh rungspol  ^'  für  dieaeti  Kreis  3ß.  Die  von  diesem 
Pol  an  den  Kreis  91  gelegteo  Tansrenten  beslin 
Enei  conjiigirte  ßpriihfungspuiikte  53^  und  iö*. 

Man  verfahre  vieiter  nach  g.  26. 5)  etc.  und  es  ist  noch  1 
zu  bemerken,  dass  die  Beröhrungspunkte  fi*  und  b*  mit  | 
deni  gegebenen  Punkte  m  zusammen  fallen. 


mi..'  §.  79. 

Bei  den  gegebenen  Stiicken  der  §§.  73.  und  74,  ßllt  ausser 
den  Punkten  ä,  A  und  J  auch  noch  der  innere  Aehnlichkritspunkt 
3  mit  dem  gegebenen  Punkte  in  zusammen,  d.  h.  es  Ist  die  äus- 
sere Aehnlichkeitsaie  a'i\A  mit  der  inneren  nJ3,  und  ebenso  die 
innere  'ilJi  mit  der  inneren  A'ii  identisch  ;  es  existiren  also 
die  gegebenen  Stücke  nur  zwei  Aehnlichkeitsaxen,  der  Gleichheit  I 
der  Aebnlicbkeitskreise  QI,  A,  J  und  3  wegen  nur  zwei  Axen  und  \ 
irwei  Paar  conjugirte  Bcrüfarun^s kreise. 


Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  xwei  Punkte  3R  und  m  und  ein  l 
Kreis  M  {Fig.  18);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch  [ 
die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  den  gegebenen  Kreis  berührt.  ] 

AuflÜBung.     Man  bestimme 

1)    die  zu  den  gegebenen  drei  Stiicken  gehürige  äQssere  Aehn- 
licbkeitsaxe  a%A.     Nach  j.  32.    Tallt  der   äussere    Aehn-' 
lichkeitspunkt  a   mit    dem  Punkte    3R   und    der   fiussere 
Aehnlithkeitspunkt  ^  mit  dem  Punkte  m  zusammen,  i 
gegen  (allt,  nach  §.  35.,   der  zu  den  gegebenen  Punkten   i 
'  *"  gehörige  äussere  Aebnlichkeitspunkt  A    in    der  Richtung  1 

I"»'  9Im  der  beiden  Punkte  beiderseits  unendlich   weit  w 

-9V  '  Die  gerade  Verbindungslinie  3Rjn  der   beiden  gegebenen  J 

Punkte  ist  daher  die  Süssere  Aehnlicdkeitsaxe. 

„3)    Die  äusseren   Aebnlichkeitskreise  o  und  %   fallen,    nach  1 
'  §.^3.,  mit  den  gegebenen  Punkten  SR  und  m  zusammen.   | 

.'"         Daher  ersieht  sich 

3)     nach  g.  52.  5)   die  Linie  gleicher  Potenzen    der  äusseren 


^^^C        Aehn 
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Aehnlicbkeitskmse  a  und  3t  (oiler  der  Punkte  aß  and  m) 
ala  die,  die  Entfernung  Slm  balbiiende  und  auf  ibr  senk- 
recht stehende  Linie  O'O",  d.i.  die  äussere  Axe.  Am 
'detti  Bauplponkte  Oderseiben  beschreibe  man  mit  einem 
Halbmesser  OW  (=  Om)  den  Hauptkreis  der  äusseren 
Axe  und  bestiiiime 

zu  ihm  und  dem  gegebenen  Kreise  M  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  welche  die  Aehnlichkeitsaie  SKm  in  dem  Be- 
rQhrungspole  P  schneidet  Die  aus  demselben  an  den 
Kreis  M  gelej^ten  Tangenten  bestimmen  die  lonjugirten  . 
Berührungspunkte  B'  und  B^  und  die  geraden  Verbin- 
dungslinien jedes  derselben  mit  dem  Mittelpunkte  M  des 
gegebenen  Kreises  ergeben  als  Uurchscbniltspunkte  mit 
der  äusseren  Aie  die  Mittelpunkte  2tl'  und  DI*  zweier 
Kreise,    «eiche  beide  der  Aufgabe  genügen.  -^^ 

Beraerkensvi ertb  ist  noch,  dass  die  Berührung&pöW 
!E  und  p,  sowie  die  Berührungspolaren  «B'sS»  und  b'b* 
mit  den  bezüglichen  Punkten  3R  und  m  zusamnjenrallen. 

§    77. 

Für  die  in  g.  76.  gegebenen  Stficke  fallt  nach  g.  32.  auch  der  . 
innere  Aehnlichkeitspunkt  i  mit  dem  gegebenen  Pnnbt  W  und  der 
innere  Aehnlichkeitspunkt  3  mit  dem  gegebenen  Punkte  m  tu- 
ftainmen,  daher  ist  auch  die  äussere  Aehnlicbkeitsaxe  a%A  mit 
der  inneren  A^i  identisch.  Aber  auch  die  inneren  Aehnlicbkeits- 
kißise  1  und  3  fallen  (wie  die  äusseren  n  und  Ol),  nach  §.  4.%' 
Tj^jt  den  gegebenen  Punkten  Sn  und  m  zusammen;  da  nun,  nach  ' 
§,  63-2),  auch  die  Linie  ätjuidifferenter  Potenzen  stveler  Punkts 
mit  ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  zusammenfallt,  so  ist  auch  die 
zur  inneren  Aebniichkeitsaxe  A^i  gehürige  innere  Axe  mit  der 
Süsseren   identisch. 

für  die  inneren  Aehnlichkeifsaien  aJ5  und  ^Ji,  bezlehunga- 
tveise  ihre  zugehörigen  inneren  Äsen,  ergiebt  sich  folgende  Be- 
trachtung : 

Nach  §.  35.  fällt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  J  mit  dem,  | 
die  gerade  Verbindungslinie  der  gegebenen  Punkte  halbirenden 
Punkte  O  zusamaien;  dagegen  ist  der  innere  Aehnlicbkeitskre 
/,  nach  §.49.,  der  durch  Sffi  und  m  (resp.  i  und  3)  gehende  Kreis, 
für  welchen  diese  beiden  Punkte  Endpunkte  des  Uurchmesser« 
sind.  Es  ergiebt  sich  daher,  weil  der  Achnlichkeitskreis  i  (und  3) 
eis  Endpunkt  dea    Durchmessers  des   Aehnlichkelts  kreis  es  J  ist. 


Ker%T    Veber  die  Imfgabf.  einen  kreis  »«  bmchreiben. 


für  beide  Aefanlichkeitskreise  f  und  J  (i  und  3)  die  Linie  Sqni- 
differenler  Potenzen  als  die  durch  den  Mittelpunkt  de«  Kreises 
J  gehende  und  auT  dem  Durchmeeser  i3  senkrecht  stehende, 
slao  ebenfalls  als  eine  mit  der  äusseren  Axe  identische  LiDie. 

Stücke  die  Süssere 
lle  und  nur  ein  Paar 


gegeben« 


Hieraus  ff^'l^t'  dass  fi'ir  d 
Aze  mit  den  drei  inneren  Axei 
conjugirte  Berührungskreise  bestehen. 

§.  78. 

Aus  den  §§.  76.  und 77.  folgt  noch,  dass,  wenn  sich  unter  den 
drei  gegebenen  Stücken  zwei  Punkte  befintlen,  eich  die  äussere 
(und  innere  Axe)  alsbald  als  Süsserer  Aehnlichkeltskrels  der  bei- 
den Punkte,  nämlich  als  die  in  dem  Halbirungspuokt  ihrer  ger&- 
ilen  Verbindungslinie  auf  sie  senkrecht  errichtete  gerade  Linl« 
ergiebt. 

§-  79. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben :  drei  Punkte  9»,  M,  ni(Fig.ig.); 
man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch  die  drei  Punkte  gebt. 

AufiDsnng.     Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaie  a^A.  Dieselbe  fallt,  weil 
nach  §.  35.  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zweier  gege- 
benen  Punkte  unendlich  ^eit  wegfallt,    selbst  unendlich 

2)  Die  äusseren  Aebnlichkeltskrcise  a'a",  %'W' ,  Ä'A"  er- 
geben sich,  nach  §.  46.,  als  auf  den  bezuglichen  Verbin- 
dungslinien   jHSW,   iWjn,   Wm    der    gegebenen    Punkte   Iit 

"' '  '         ihren  Halbirungspunktensenkrechterrichfete  geradeLinlen 
^'' '  und  schneiden  sich,  nach  g.  II.  2),  in  einem  gemeinschaFI- 

lichen  Punkte  O,. 

3)  Zu  diesem  Schneidungspunkte  O,  und  einem  der  gege- 
benen Punkte,  etwa  M,  suche  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  so  ist  deren  Durchschnitt  mit  der  äusseren 
Aehnlichkeitsaxe  der  Berührungspol  P  f^r  den  gegebe- 
nen Punkt  M.  Da  aber  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe 
unendlich  weit  weglällt,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Berüh- 
rangspole  P  der  Fall,  und  die  von  ihm  an  den  Punkt  M 
gelegte  Tangente  PM  ergiebt  sich  als  mit  der  für  M  und 
O,  gezogenen  Linie  gleicher  Potenzen    parallele  Linie. 

.i'i.  Errichtet  mannun  auf  diesen  unendlich  grossen  Halbmesser 


I 


k 


terleher  drei  gfgebene  Kreise  berührt.    S.  AifMl. 

PM  in  M  eine  Senkrechte,  ^a  findet  sich  der  Darch- 
Kchnilt  Ol  selbst  als  Mittelpunkt  des  zu  suchenden  Krei- 
ses und,  tveil  die  Beriihrungspolare  B'E^  hier  mit  dem 
gegebenen  Punkte  M  zusanimeu fallt,  so  vereinii^en  sich 
die  conjugirten  Kreise  DI'    und  HP  in    einen  Kreis  Oi. 


5.  80. 

Aehnlich  h^tle  die  Aufitnbe  g.  79.  durch  Bestimmung  einer  I 
inneren  Aehnlichkeitsaxe  und  unter  Aniveudung  des  für  ungleich- 
artige Berührung  beobachteten  Verfahrens  aufgelüst  werden  kön- 
nen, und  man  hätte  ganz  dasselbe  Resultat  gefunden,  so  dass 
für  drei  gegebene  Punkte  die  vier  Paar  conjugirten  Berührungs- 
kreise in  einen  einzigeu  Berührungskreis  zusammen  fallen. 


5.81. 

Es  ergiebt  sich  daher  för  die  Aufgabe  §.  79.  die  kurze  Auf- ' 
lüsung:    man  halbire  znei   gerade  Verbindungslinien  der  drei  go^ 
gebenen  Punkte,   errichte  in   den   Malbirungspunkten  auf  die  bfrt 
EÜglicben  Linien  Senkrechte,  so  ist  der  Darchscbnilttipunkt  diesqr^ 
der  Mittelpunkt  und  die  gerade  Verbindung  desselben  mit  jedei 
der  gegebenen  Punkte  ein  Halbmesser  des  verlangten  Kreises. 


I 


§.  8-2. 

ufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  jtf,  ein  Punkt  St  und 
ine  gerade  Linie  m'm"  (Flg.  20.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
en,  der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  gleichartig 
rührt,  d.  h.  beide  ausschliessl,  und  durch  den  gegebenen  Punkt  gebt. 

VtiflSsung.     Man  bestimme 

1)  die  liussere  Aehnliclikeitsaxe  a%A.  Die  Punkte  a  und  AA 
fallen,  nach  den  §§.  32..  und  33.,  mit  dem  gegebenen  ^ 
Punkte  an  zusammen,  der  Punkt  Ol  ergiebt  sich  nach  §.31. 

2)  Der  AehnMchkeitskreis  %  ergiebt  sich  nach  §.  2S.  2)  und  i 
die  Aehnlichkeitskreise  a  und  A  Taileu ,  nach  den  §§.  42.  und  '] 
43.,  mit  dem  gegebenen  Punkte  ^\  zusammen. 

3)  Zu  dem  Aehnlichkeitskreise  ?I  und  dem  Punkte  SU  be- 
stimme man  die  Linie  gleicher  Potenzen,  d.  i.  die  äus- 
sere Aie  O'O",  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  eine 
Tangente  an  einen  Her  Aehnlichkeitskreise  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,   also  in  vorliegender  Anf- 

,eU  TCXVI.  20 


en  Haupt-  ^ 


T»:    Veöer  die  Aufgabe,  rlnen  Kreix  vi  iesc/irefärn 


gäbe  am  einfachEten  mil  der  Enifernung  0371  di 
kreis  O  der  iiusseren  Axe, 

i)  Nach  §.  57.  ist  der  Durchsclinittspunkt  p  der  SuGseren 
Aehnlichkeilsaxe  nlU  miC  der  gegebenen  i^eradpn  Linie 
m'in"  der  Beriilirungspol  für  diese  Linie;  daher  lege  man 
von  diesem  Pol  p  an  den  gezogenen  Hanptkreia  O  eine 
Tangente  und  beschreibe  mit  derselben  einen  Halbkreis, 
welcher  die  Gerade  m'm"  in  den  Punkten  A' und  Anschneidet. 

Diese  Punkte  sind  die  conjugirien  Uerührangspunkfal 
der  gegebenen  geraden  Linie  und  die  DurchschDittäpunk^^J 
nt'  und  ni^  der  in  ihnen  auf  die  Gerade  errichteteal 
Senkrechten  mit  der  ansecren  Axe  O'O"  bestimmen  d'i^l 
Mittelpunkte  zweier  Kreise,  welche  beide  der  AnlgalH 
genügen;  u.  s.w. 

5.  83. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben;  ein  Kreis  10,  ein  Punkt  9R  und' 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  21.);  mnn  soll  einen  KreU  bescbrett 
ben,  der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  ungleichar- 
tig berührt,  d.  h.  den  gegebenen  Kreis  einschlivssl  und  die  gerade 
Linie  ausschliesst,   und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht 

Auflösung.     lUan  bestimme 

1)  die  der  gegebenen  Linie  m'm"  zugehörige  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe  nJX  Die  Punkte  a  und  J  fallen,  nach  5-32. 
und  g.  33.,  mit  dem  gegebenen  Punkte  !K  Kusainmen  und 
der  Punkt  3  ergiebt  sich  nach  §.  31. 

2)  Der  Aehnlichkeitskrels  3  ergiebt  sich  nach  §.  40.  un4 
der  Aehnlicbkeifskieis  J  ßllt  nach  §.  43.  mit  dem  gege- 
benen Punkte  "" 


Zu  beiden  bestimme  man  die  Linie  äquidifferenter  Po- 
tenzen, d.i.  die  innere  Axe  Q'Q" ,  und  beschreibe  aas 
ihrem  Hauptpunkte  Q  mit  Qm  (=Q»")  [g.  26.  2)]  den 
Hauptkreiis  Q  der  inneren  Axe. 

Nach  §.  57.  ist  der  Durchschnitlspunkt  p'  der  inneren 
Aebnlichkeitsaxe  ./3  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
m'm"  der  Derührungspol  für  diese  Linie;  daher  lege  man 
von  diesem  Pol  p'  au  den  gezogenen  Hauptkreis  Q  eine 
Tangente,  beschreibe  mit  derselben  zur  Bestimmung  der 
conjugirten  Berührungspunkte  b^  und  b*  einen  Halbkreis 
und  verfahre  zur  Bestimmung  der  Mittelpunkte  01^  und 


i 


welcher  drei  gegebene  KreHe  berUhrl.    2.  kbtheU. 


nt*  der  beiden  conju^irteii  Berührungspunkte  d.  s.  f.  gsu 
auf  bereits  erürterte  Weise.  " 


§.84.  I 

Bei   den  gegelieuen    Stücken   der  §§.  82.  und  8.1.   Tdllt  ausser 
den  Punkten  A,  a  und  J  auch  noch  der  zu  dem  gegebenen  Kreise 
M  und  dem  gegebenen  Punkte  211  gehurige  innere  Aehnlichlieit«|>. 
punkt  )  mit  dem  gegebenen  Punkte  3R  zusammen,  d.h.  es  ist  die  \ 
äussere  AehnlichkcUsaxe  iiA%  mit  der  inneren  ^Jl,   und  ebens^  j 
die  innere  aJ'i   mit  der  inneren  A'ii  identisch;    es  existiren  al^   I 
für    die  gegebenen    Stucke   nur   zwei  AehnÜchkeifsaxen,    und  dat") 
Cteiohheit  der  Aebnlichkeitskreise  o,  A,  J  und  i  wegen  nur  zw« 
Azen  und  zfvei  Paar  conjugirte  Berübrungskreise. 


W 


Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Punkte  M  und  9n  add  : 
'^line  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  22.);  man  soll  einen  Kreis  beschreU  j 
ben,  der  durch  die  beiden  Punkte  geht  und  die  gerade  Linie  beräbrc 

Auflösung.     Man  bestimme 

die  Süssere  Aebniicbkcitsaxo  a^A.  Dieselbe  geht,  weil 
^  in  !Si  und  Ql  in  M  Tällt,  §.  33.,  durch  die  beiden  ge- 
gebenen  Punkte. 

Ihre  Linie  gleicher  Potenzen  O'O"  [siehe  g.  78.]  ergiebt 
sich  als  äussere  Axe,  weil  die  Aebnlichkeitskreise  91  and 
A  ebcnralls  mit  Jli  und  W  zusammenfallen. 
Der  aus  dem  Hauptpunkte  O  mit  OM  (=  OW)  beschrie- 
bene Kreis  ist  der  Hauptkreis  der  äusseren  Axe  und 
nach  $.  57.,  der  Durchschnittspunkt  p  der  Linie  MfSl  mit 
m'm"  der  Berübrungf'jiol  für  letztere.  Man  lege  daher 
von  p  an  den  Hauptkreis  eine  Tangente,  beschreibe  da- 
mit den  Halbkreis,  welcher  die  gegebene  Linie  m'm"  in 
den  Punkten  b' ,  b^  schneidet,  so  sind  solche  die  Be- 
rührungspunkte der  gegebenen  Linie  mit  zwei  Rreiseo, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen ;  n.  s.  w. 


Lust  man  die  Aufgabe  §.  S5.  nach  der  für  ungleichartige  Be- 
rührnng  stattfindenden  Weise  und  bestimmt  eine  innere  Aehnlich- 
kcitsaxe,  etwa  a./3,  so  erhält  man  —  da  ebenfalls  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  3  mit  M,  J  mit  Sit,  daher  auch  aA%  mit  aJ^ 
Misemmen fällt  und  ebenso  dt*  inneren  Aebnlichkeitskreise  Sund  J 


r 


»ff/         ^1 

n  und   aus-    ^M 


Veber  die  Aufgabe,  einen  Krti»  ««  besehreiöeii 


inil  den  gegebenen  Punkten  M  und  3R  zusammenfallen  i 
serdem  die  Linie  äquidiffereuter  Potenzen  zweier  Punkte  gleich 
ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  ist,  —  ganz  dasselbe  Resultat. 
Bestimmt  man  eine  andere  innere  Aehnlichkeitsaxe,  also  OliV  oder 
^i3,  so  erhalt  man,  nach  §.49.,  den  inneren  Aehnlicbkeitskreia 
i  als  den  Kreis,  für  »eichen  WM  Durchmesser  ist,  und  da 
Aehnlichkeitskreis  J  (und  3)  ein  Endpunkt  dieses  Durchm 
ist,  so  findet  sich  die  Linie  Squidifferentcr  Potenzen  der  inneren  | 
Aehnlichkeitskreise  i  und  J  (3)  als  die  durch  den  Mittelpunkt  i 
gebende  und  auf  SRiV  senkrecht  stehende  Gerade  etc.  —  also 
ebenfalls  wieder  ganz  dasselbe  Resultat.  Es  existirt  daher  für  1 
twei  Punkte  und  eine  Gerade  nur  ein  Paar  conjugirter  Berfih- 
rungskreise. 

§■  87. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zivei  gerade  Linien  Ü^'SS"  und 
ffl'm"  und  ausserhalb  derselben  ein  Punkt  yU  (Fig.  23.);  man  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  zwei  geraden  Linien  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  gebt. 

Auftrisung.  Man  bestimme  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe 
und  die  äussere  Axe,  indem  man  den,  von  den  gegebenen  Gera- 
den gebildeten  Winkel  halbirt  und  auf  die  Halbirungslinie  die  ver- 
langte äussere  Axe  CyO"  [siehe  g.  69.],  durch  den  gegebenen 
Punkt  M  eine  Senkrechte,  die  verlangte  änssere  Aehnlichkeits- 
axe a%.A,  fällt.  Die  Punkte  n  und  %  fallen  aus  erörterten  Grün- 
den mit  M  zusammen  und  der  Punkt  A  unendlich  weit  weg. 
Aus  dem  Hauptpunkte  O  der  äusseren  Axe  beschreibe  man,  mit 
einem  Halbmesser  ;=  Oil,  den  Hauptkreis  O  und  lege  an  ihn 
von  dem  Durchschnittspunkte  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  mit 
einer  der  gegebenen  Linien,  etwa  der  Linie  m'm",  also  von  dem 
Berührungspole  p  dieser  Linie,  eine  Tan!;entc.  Der  mit  dieser 
BUS  p  beschriebene  Halbkreis  schneidet  die  Linie  m'm"  in  den 
conjugirten  Berührungspunkten  b'  und  li^\   u.  s.  w. 

S.  88. 

Es  lässt  sich  auf  bereits  erürterte  Weise  von  den  in  der  Auf- 
gabe 5.  S7.  gegebenen  Stücken  nachweisen,  das»  für  sie  nur  ein 
Paar  conjugirter  Kreise  besteht. 


I 
I 


Es  möchte  aus  dem  Bisherigen  hinlängUch  erhellen,  wie  man 
Bu  verfahren  habe,  wenn,  im  Falle  unter  den  drei  gegebenen 
Stücken  ein  Punkt  ist,    derselbe  sich   in  einer  gegebenen  Linie 


J 


welcher  drei  pegebtne  Krefse  berührt.    2.  Ailheil.  SSK  \ 

oder  in  der  Peripherie  eines  gegebenen  Kreises  befindet,  d.  b, 
wenn  eine  gerade  Linie  oder  ein  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte 
berührt  werden  soll. 

5.  90. 

Sind  znei  auseinanderliegende  Kreise,  3R  und  m,  ganz  Inner- 
halb der  Peripherie  eines  dritten  Kreises  jV  gegeben,  und  ist  das 
Verlangen  gestellt,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  die  drei  ga- 
gebenen Kreise  berührt,  so  weicht  offenbar  dasselbe  von  den  In 
den  gS-  19., '20.,  25.,  26.  gestellten  Aufgaben  darin  ab,  dass  in 
vorliegendem  Falle  einer  der  gegebenen  Kreise  von  innen  tind 
die  beiden  andern  von  aussen,  dort  aber  sämmlltche  drei  KreifM 
von  aussen  berührt  »erden.  Es  ersieht  sich  nun  leicht,  dass  fOr 
beide  Beriibrunt;stveisen  in  Bezug  auf  gleichartige  und  ungleich-*' 
artige  Benihriing  ein  gewisses  Slellewechseln  in  Bestiramuog  dei 
betreffenden  Aehnlichkeitsaxen  statltindet.  Wir  haben  gesehen, 
dass,  wenn  die  drei  Kreise  M ,  9ß,  m  ganz  auseinander  liegen. 
Folgendes  slattrmdet: 

I)  Für  gleichartige  Berührung  der  drei  Kreise,  Bestimmung  der* 
üusseren    Aehnliehkeitsaxe    a%A. 

%  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  m,  Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichl<citsaxe  AJ% 

3)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  Sß,  Bestimmung 
der  inneren  Aehntichkeitsaxe  'äJ£. 

4)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  !\J ,  Bestimmung 
der  inneren  Aebnlicbkeitsaxe  .ii3^ 

Sind  aber  ganz  innerhalb  eines  Kreises  M  zwei  ausein  an  der  lie- 
gende Kreise  W  und  1»  gegeben,  so  hndet  Folgendes  statt: 


n 


1)  Für  gleichartige  Berührung   < 

der 

2)  Für  ungleichartige  Berührung  des 


i   Kreise,   Bestimmung 

1  Aehntichkeitsaxe  A^i. 

s  Kreises  m,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnllcfakeitsaxe  %Ji. 

3)  Ftir  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  9)1,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  a'iJ. 

4)  FilrungleicfaaTtigeBeriihrungdesKreisesiViBeslimmuDgder 

äusseren    Aelinlichkeilsaze  a%A. 


Die  dritte  Abtheiliing  dielet  Abhandlung'  falg-t  in  einem  der  nächsten 
Hefte.  Man  wird  aber  leicht  sehen,  dasi  unwahl  die  Abhandlung: 
Tbl.  XXIV.  No.  XV.,  aU  auch  deren  vorliegende  Fnrtietiunfr .  jede  füe 
■Ich,    ein  ^ewiiiea  Ganiei  bildet.  G. 


\ 
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Bi#tiee  snr  le  paro  astronomique  de  la  So^t^  Tech* 
äj^matique  ou  se  trouve  en  ce  tnoment  la  plvs  grande 

lunette  du  monde'^). 


IV      ■ 

"      .  r  •  •  •  I 


Die  folgende  „Notice''  ist  mir  von  Paris  aus  unter  Kreosband 
SOT  Bekamtiuachang  im  ,,  Archiv''  sugesandt  worden.  ^  Ich  thoe  dies 
g^m,  aber  im  Archiv  selbst,  nnd  nicht  im  Literarischen  Berichte, 
1^^,  ,fr|9lll(l)  soLphe,  Mittheilungen  eigOBjtlich  immer  ihfe  geeignetste 
Stelle  fipden,  weii  durch  die  Mit4l|eilung  der  ,,Notice"  in  demselben 
der  Ranin  für  literarische  Anzeigen,  von  denen  noch  eine  nur  «p  grosse 
Ansahl  zurück  ist,  zu  sehr  beschränkt  worden  wfire.  Das,  wie  es  actieint, 
sehr  grossartige 

Institut  technomatlque 

befindet  sich 

Paris   Bonlevart   d'Enfer  IG» 

nnd  scheint  vorzügliob  mit  durch  Herrn  Porro  begründet  worden  zu 
•ein ,  was  nur  ciu  sehr  günstiges  Vorurtheil  Ton-  diesem  Institute  zu 
erregen  geeignet  ist,  da  Herr  Porro  sich  schon  durch  viele  sinnreiche 
Erfindungen  bekannt  gemacht  hat.  Mehrere  derselben  kennt  mfin  schon 
aps  defii  trpiflichen  „Cours  de  Topographie  et  de  G^od^sie 
fait  k  P^cole  d'application  du  corps  d'^tat-roajor  par  J.  F. 
Salneuve,  Chef  d'escadron  d'^tat-major.  Seconde  Edition. 
Paris.  1830.**),  wo  Herr  Salneuve  in  der  Vorrede  p.  1.  es  als  einen 
besonderen  Vorzag  der  neuen  Ausgabe  seines  ausgezeichneten  Werkes 
ansieht /  indem  er  sagt:  ,,J'jr  ai  fait  de  nombreuses  additions.  Ainsi, 
je  döcris    plusieurs    Instruments  inventös  par   IS«   PorrO» 


*)  IL  est  curieux  que  cet  immense  instrument  est  l'oeuvre  de  Pinrenreur 
de  la  Longa  e-Yne  Napoleon  III,  qni  est  bien  le  plns  pctit  et  le  plus 
commode ,  le  plus  portatif  de  tous  les  instrumenta  d'optiqae  pour  voir  de  loin« 

**)  Angezeigt  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXIII.  S.  825. 


OM  äe  traute  tn  ce  momettl  la  plus  granäe  iunelU  du  mOHdt.  2ftfe-1 
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aber. 

A  l'instar   d'an   parc  d'artillerie  prete   fb  entrer  en   campagne,    j 
le  parc    aatrotiomit/ue    de   la   societö   tecbnomatique  se    camposQ   ,' 
d'instrumenfs  acheves  ou  en  construclion    tres-avanc^ei    install^l 
souB  des  abria  plus  ou  moins  provisoires,    mais  sur  des  Supports 
solides,    de  maniere  que  les  astrorjomes  puissent  les  essayer  pun    1 
des  observalioDs   reelles   et  suivies   sur  le   c'iel.     Sa  composition,. 
continuellement  variable,  präsente  toujnurs  beaucoup  d'interet  au,  l 
point  de  vue  du  proi;res:     rarenient  il  arrive   qu'un  second  exem-; 
plaire   d'un  Instrument  rcssenible  exactement  ä  celui  qui  I'a  prd-   | 
cddri;   toujours  on  y  remarque  quelque  perfeclionnement  nouvean. 
Teile  est  la  mission  que  s'est  donnee  la  Societe  Techooinatiquei 
le  progröa  de  la  scieiice  par  celui  des  moyens  d'obser- 
vation:    rastronomie,    la  gendesie,    la  marine,    l'art  mililaire,  lul 
doivent  uiie  foule  de  perfectionnements  et  d'instrutneiits  nouveaux, 

L'Expnsition  universelle,  qui  a  donnä  iine  si  vive  tmpnlsion' 
ä  l'industrie  et  aux  sciences,  avait  determinä  la  Societö  Tecbno- 
matique k  faire  construire  plusieurs  grands  Instruments  d'astrono- 
mie,  qnc  d'aulres  affaires  urgentes  ont  emp4chä  d'achever  entemp^  ' 
utile:  trois  de  ces  Instruments,  qui  figurent  aujourd'bui  dans  sott'' 
parc  astrononiiqne,  attirent  puissament  l'atlention  des  astronomes. 
On  remarque,  tont  d'abord  en  entrant,  un  immense  r^fracteui", 
qui  ne  toucbe  ä  son  support,  pour  ainsi  dire,  que  par  son  ocu- 
laire,  et  qui  e'^Jance  d'un  seul  jet  vers  les  espaces  Celestes. 

Au  sud  de  ce  r^fracteur,  ä  quelques  m^tres  de  distance,  est   j 
un  pavillon  de  cinq  melres  de  dtam^lre  et  autant  de  bauteur,  cou- 
vert  d'un    dorne  tournant  soua  leqnel  est  monte  un    equatorial  de' 
quarante-quatre  d<^cimetres  de  tongueur  et  de  vingt-qnatre  centi- 
metres  d'ouverture  nette  et  utile.  "* 

Cet  instrument,  'qui   ^gale  k  pen  pr^s    en   dimensiODu  et  en 
puissance  celui   qu'un   appeJait,  il  y  a  vingt  ans,    le  colosse  dt'  t 
Darpat,  parait  aujourd'bui  blen  petit.  ä  eötö  de  la  grande  lunette 
qui  se  leve  au-dessus  lui;  et,  pourtant.  dans  le  cours  d'un  de mi- 
gJBcle,   Ib  coIomc  lie  Oorpat  n'avaJl  iti  dripaw<  en  dimwuioni 
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sinon  en  puissance,  que  par  la  lunette  de  Poulkova,  qnl  n'a  qu«' 
trente - huit  ceotimelres  d'ouverture  et  sept  metres  da  Foyer,  el  qui* 
a  tenu  depuls,  et  tiendrait  encore  la  premiere  place  dans  le  monde 
Bstronomique,  eaiis  le  grand  iiistrument  qui  fait  l'objet  principal 
de  cette  noiice  et  qui  a  cinquante-deux  centimetrea  d'ou- 
verture  et   quinze    metres    de    longueur. 

A  quelques  pas  de  lä,  ä  I'ouest,  dans  uii  modeate  cahinet  en 
planches,  existe  une  lunette  leniihate:  c'est  le  Direct-zenith-tuba 
de  M,  Porro,  insttunient  remarquable  que  l'auteiir  a  nomnii  ainsl 
par  opposJlion  au  Teflexe-ienUh-tube  de  M.  Airy,  qu'il  reinplace 
avec  avantage. 

EDtrons  daos  quelques  d^taib  sur  ces  trois  remarquables  id» 
stiumeata. 

Tout  le  iDoode  sait  que  la  difGcuIte  de  conFectioiiner  les  gratids 
instruments  d'astronomie  augmente  ea  raison  bi-carree  du  dia- 
mätre  de  Tobjectii',  tant  en  co  qui  legarde  la  fiision  du  verre  qu'eir 
ce  qui  se  rapporte  au  taillage  et  au  monlage.  L'Aiigleterre,  qui 
avait  eu  loiiguement  la  sup^riorite  sur  toutes  ies  nations  pour  Ik 
production  du  verre  d'oplique,  n'avait  janiais  d^passe  un  d^ci- 
nietre  de  diametrei  eile  n'avait  e(e  egalee  que  par  la  verreris' 
ilalienne  de  Murano  jusqu'a  t'epoque  oü  Fraunbofet,  tiiforniä 
des  Premiers  succ^s  de  Guinaiid  de  Soleure,  eut  attirö  cet  ar- 
tiale  äMunich,  oüiironda  l'usine  hyalurgique  de  Uenedictbearn. 

En  1827,  sous  le  niinistere  Villele,  la  France  ^tait  eur  le 
poiot  d'avoir,  eile  aussi,  son  usine  hyalurgique,  eu  attiraut  ä  soa 
tour  Guinand  a  Paris,  ma!s  la  niort  de  celui-ui  empecha  la  rea-i 
tisatioD  de  ce  projet,  et  sa  tonibe  enferma,  pour  toujouts,  des 
secrets  que  Guinand  fils,  abandoiuie  ä  ses  propres  nioyens.  nei 
put  inventer  ä  Douveau. 

Toutefols,  11  est  juste  de  dire  que  ses  efforts  furent  couron^ 
nes  de  quelques  succes,  et  que  la  masse  du  fliiit-glass,  d'oü  B 
et^  tir^  Tun  des  disques  de  robjectif  de  la  lunette- monstre  qui 
nous  occupe,  avait  ete  fouruie,  il  y  a  bleu  longtemps,  par  ce 
üuinand,  inais  on  ignore  si  eile  sortit  de  ses  fontes  ou  si  eile 
provenait  encore   de   Celles   de  son  pere. 

Lc  disque  de  Crown  Glass  a.i\€  fournipar  31.  Ma£a  de  C  lieb  y, 
qui,  de  nas  jours,  a  pris  ä  täche  d' elever  en  France  l'hyalurgie 
optique  ä  un  haut  degre  de  perfection. 

Le  tailiage  des  verres  d'optlque  n'avait  pu,  jusqu'ä  ce  jour, 
Atre  fait  par  machlne :   le  degrtf  de  prricisioD  auquel  on  arriv^ 


ou  u  tnynf  tn  et  moment  la  plua  grande  taneat  du  moHde.  ^ffj 

le  travail  &  Ja  main  est  d'allleurs  insultisant:  ce  serait  en  vaiD 
qu'oR  aurait  construit  un  grand  inHtruinenl,  s'ü  ne  p^netrait  paa 
plus  efficacement  que  les  plus  petits  dans  les  profondeurs  Celes- 
tes; c'est  pourtant  lä  ce  qui  arrivait  avant  M,  Porro,  qui  a  in- 
venle  et  fait  conslruire  une  machine  bien  simpl«  au  inoyen  de 
laquelle  an  peut  tailler  sans  bassins  une  surface  spherique  d'un 
rayon  doiinä,  puls  faire  varier  cb  rayon  par  degr^s  insensibles 
avec  la  plus  rare  perfeclion  ;  ce  nioyen,  Joint  ä  l'eniploi  du  polyop- 
toniÄtre"),  pour  les  exploralions  qui  doivent  prec^der  le  taillage. 
et  k  une  applicatioti  nouvella  de  la  nietbode  de  Frisian!  en  ce 
qui  concerne  la  verification  du  travail,  ä  tous  les  degres  d'avaii- 
cement,  a  perniis  d'arriver  de  premier  jcl,  eans  consulter  le  ciel, 
si  pres  de  la  perfection  que  bien  peu  de  chose  est  resle  ä  faire 
pour  atteJndre  tuutc  la  netlet^  desirabltf:  de  premJer  jet  cette 
lunelte  a  monire  les  plus  petites  etoiles  parfaitement  rondes  et  a 
d^double  nettenient  et  largement  dans  l'experience,  par  la  methode 
de  Frisiani,  deux  etoiles  artißcielles  de  deux  dixlemes  de  seconde 
en  dianietres,  s^parees  par  un  Intervalle  de  moins  d'une  secoode. 
Le  temps  conelamment  cnntraire  ii'a  point  encore  permis  de  faire 
sur  Ic  ciel  des  comparaisnns  efUcaces,  mara  il  ne  parait  pas  dou- 
teux  que,  dans  uii  meilleur  climat,  en  Algerie,  par  exeniple,  cet 
Instrument  eupporterait  utilemetU  des  gross issemeiits  de  I5Ü0  a 
2006  fois,  et  on  ne  peut  pas  prevoir  quelles  merveilles  on  doit 
esperer  de  d^couvrir  dans  le  ciel  avec  de  tels  grossissenients  que 
les  immenses  felcstopes  ä  miroir  de  Herschel  et  de  lord  Rosse 
n'ont  Jamals   ulilemetit  Supportes. 

Le  monlage  dune  si  grande  iunette  eüt  pr^seiitd  des  difScul- 
tes  tres-graves,  si  on  avalt  sulvi  les  systemes  en  usage,  et  il 
eüt  ete  impossible,  d'apres  les  idees  tecues,  d'en  faire  un  instru- 
ment  mesurant.  M.  Porro  a  raincu  toutes  ces  difäciiltes  en  fai- 
saiit  piTotcT  autour  de  l'oculaire  immobile  toute  la  luuette  ^quili- 
hree  par  deux  coiitre-poids:  cefte  eonatraction,  ä  la  fois  simple 
et  hardie,  pcrmet  de  placer  cnnfortablement  l'astronome  sur  un 
fuuteuit  pareillement  immobile,  d'oii  il  peut  observei  commodement 
vers  tous  les  points  du   ciel. 

Les  mouvements  naturels  de  l'instrument,  ainsi  que  les  raoyens 
de  inesurer  sont  all  -  uitmutavs ;  mais,  par  un  artiGce  bien  simple, 
l'axe  optique  de  la  Iunette  peut,  ä  volonte,  suivre  aussi  le  mou- 
vement  diurne  comme  un  equatorial  et  donner,  avec  uoe  pr^cision 
Bufßsante,    sui    deux    cercles    supplömentaires,    lee    coordonuöes 


uil  pour    ^1 

nt     nniit        ^ 


k 
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stellaires;  l'astronnine  n'a  pas  besoiii  de  quitter  eon  fauteuil 
lire  Inus  668  cerclen,  ses  niveaux,  etc.  Cet  Instrument  peut 
ausei,  a  tout  instant,  litre  amen«  rigoureusement  dans  Ie  plan  du 
märidien  et  fonctionner  ä  la  maniere  d'uii  instritment  nieridlen  ini- 
tuense  et  coniplel  de  la  plus   haute  precision. 

Malgre  ses  Innrdea  niasses  et  la  grande  longueur  du  (übe  de 
cet  Instrument,  les  mesures  azimutales,  naturelle ment  independan- 
tes  de  la  r^fraction,  sont  ici  aOsoluei,  c'est-ä-dire  qu'elles  sont 
independantes  de  l'escentricite,  de  la  flection,  etc.,  grAce  aux  moyen« 
aussi  nouveaux  que  pr^cis  par  lesquels  la  ligne  de  visee  de  la 
lunette  est  mise  optiqiiemenl  en  rapport  immediat  avec  les  ligties 
Gxea,  la  m^ridienne  et  la  verticale.  II  en  en  est  de  m^me  des 
apozdnitbs,  h  la  refraction  pres;  les  astroDonies  savent,  d'ailleursi 
et  Sawitch  a  d^nionträ  que  les  mesures  azimutales,  seuies  inde-  , 
pendantes  de  la  refraction,  peuvent  eittrer  avantageusemeut  et 
pour  une  tres-grande  part  daiis  l'etude  du  ciel. 

En  un  mot,  co  n'eat  pas  seulement  par  les  diniensions  et  la 
puiseance  optique  que  cet  Instrument  laisse  de  lieaucoup  derri^re  - 
lui  tout  ce  qui  a  ei6  l'uit  jusqu'ä  ce  jour,  c'est  encore  par  les 
moyens  entierement  nouveaux  de  mesure,  dont  la  precision  est 
incomparablement  superieure  ä  celle  de  tous  les  Instruments  eon- 
iius.  It  est  Ü  d^sirer  que  cet  inslrument  soit  bien  vite  acherri 
et  passe  bien  vile  dans  iea  mains  de  quelque  habile  astronome 
qui  en  tire  pour  la  science,  et  pour  la  gloire  du  si^cle,  tout  Ie 
parli  dont  il  est  suscepllble ;  la  moderalluii  du  pris  (160,000  fr.), 
comparalivenieiit  ä  celui  de  la  desorniais  fort  petite  lunette  de 
Pouikova  (90.000  fr.},  Ie  niet  k  la  portec  non-seulement  des  gou- 
vernenients,  mais  d'un  bon  nomhre  aussi  de  riches  amaleurs. 

L'equatorial  etabli  dans  Ie  pavillon  au  sud  ^gale,  avons-nous 
dit,  en  diraensions  et  en  puissance,  Ie  ci  -  devaiit  co/oste  de 
Dorpal,  mais  il  präsente  quelques  particularites  remarqnables  et 
tont  d'abord   son  elegante  simplicif^. 

Les  rotations  de  cet  instrument  sont  sph^riqnes,  et  la  trans- 
niission  du  mouvement-diurno  se  fait  par  l'adb^rence  de  deux 
fiurfaces  spberiques.  —  II  ii'y  a  paa  de  contre-poids  duU^ge, 
mais  i'huile  lubriGcatrice  qui  est  introduite  avec  pression  en  tient 
c  avantage:  Ie  mouvement  d'horlogerie  y  est  feiuptacä 
par  un  petit  moteur  bydranliquc  d'une  construction  particulÜie ; 
iea  dispositiens  en  sont  commodes  et  convenables. 

Toutes  ces  combinaiäons  sont  (dies  qu'elles  eludent  les  döfauts 

de  l'qSDre,  que  m£me  ces  mecanismes  se  perfectiouneraient  d'eux- 

par  riisure   s'iU  n'^taient   dejä   parfaitB. 
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La  lanette  zenithale  vieitt  d'i^trc  acfaetee  par  unastranome  des 
plus  dtstingues,  mais  eile  sera  bi^nlAl  remplac^e  par  an«  autr* 
pareille:  eile  a  18  d^cira^tres  de  lon^aeur  et  un  d^cimätre  d'ou- 
verture:  eile  est  cnnstruile  d'apres  le  principe  cathyalique  de 
M.  Porro. 

Cet  instrunienl  donne  ä  (out  instaat,  sanB  Inversion  et  aaiut 
nlrean,  le  lieu  absolu  du  ztnith;  tl  perraet,  en  consequence,  de 
determiner  avec  la  pliie  grandfl  präcision  et  dans  ud  temps  tris- 
C9urt  la  lalitude   et  le  temps. 

Quoique  non  eiicore  enti^renient  atheves  tous  ces  Instruments 
temnignent  dejä  aasez  hautement  de  leur  eitreme  bonle  et  pr^- 
ciBion  pour  que  nul  doiite  ne  iiuiese  rester  sur  leiirs  effets. 

Le  pari?  astronoinique  de  la  Soci^lä  Technamatique  prendr« 
bientöt  la  proportion  et  les  qualit^s  dun  obsenatoire  tres-inipor-- 
tant  dans  lequel  les  instTuments  seront  rempluc^s  au  für  et  ä 
meaure  de  la  vente:  un  astronome  y  sera,  dil-on,  altach^  qui, 
^ludiant  avec  inteliigence  et  continuite  les  effets  et  les  d^fauts  des 
Instruments  de  to|ite  esp^ce,  permettra  ä  la  France,  sous  ce  rap- 
port,  d'atteindre,  par  les  ateliers  de  consiruction  de  celte  societe, 
une  superiorite  quI  lui  etait  depuis  tongtemps  conte.stee. 

On  nous  la'isse  esp^rer  aussi  que  ce  parc  astronomique  sera 
ouvert,  nioyennant  une  r^tribution  raodique,  aus  astronomes  ama* 
teurs  qui  voudraient  y  faire  des  etudes  speciales,  ainsi  qu'aux 
Golte<;eB  et  aux  institulions  qui  voudraient  donner  ä  leurs  el^ves 
quelques  legons  pratiques  sur  l'usage  des  instrumenta  d'astrono- 
■nie  de  gendesie  et  de  marine. 

Nous  terminons  en  faisant  des  voeux  pour  que  la  Trance, 
qui  s'est  laiss^  enlever  par  l'Angleterre  Ics  deux  sevls  grands 
objectifs  quelle  ait  produit  *)  durant  la  premi^re  moitiä  de  ce  aiede, 
ne  laisse  pas  aussi  passer  ä  l'elranger  cet  admirable  instrumont. 

E.  B. 


Dai  mir  zagci^aiidte  Pretaverseirhniii  (heile  ich  im  Folgenden  K'*>ich- 
ta\U  mit.  Dor   llerauigober. 

Grand  r^fracteur   astronomique   de  clnquante- 
deux  centrim^trea  d'ouveituie  nette  et  utile. 


■  fati  denx  ohieciiti,  an  de  *jngl-t>p(  et  un    da  Irenla-deax    cenlimitr«  dt 
diamilT«,  qni  toM  niBtDienant,  l'an  ä  Cambridec,    l'KUlrc  i  MarfcHe. 
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et  de  quinse  metres  de  foyer  tnonte  en  alt-asi- 

inu(,  donnant  par  mesure  exacte  et  absolue  l'azimut,  i' 

et  l'apozenith;    donnant  auesi  sur  deux  cercles  sup- 

pl^mentaires,  rasceiieion  droite  el  la  declinaison:    la 

Lunette  peut  suivre,  par  un  mouvemeiit  compose,  le 

monvemeiit  diurne:    l'astroiiome,  confortablement  eta- 

bli  dana    un  fauleuil,    peut  diriger   l'Instrument  vers 

tous  lue  points  du  ciel,  et  lire  sans  se  d^placer   lea 

cercles    el  les   oireaux;    assortiment  d'ocutaires,    de 

m  i  crom  et  res ,  etc I60,(X)0  fr. 

Instrument  ^qualorial  de  vingt-quatre  centimetres 
d'ouvertuTe  et  de  quaraole-qualre  diicim^lres  de  foyer, 
rotatinns  spheriques  perfectionnees,  allege  ä  pressioD 
d'buile:  niouTement  diurne  spoiilan^,  aseortimentd'ocu- 
laires,  micrometres  ä  double  effet,  cercles  horaires 
et  de  diiclinaison  de  cinquante  centimetres,    appareil  i 

pour  diminuer  la  flectioo,    et  accessoires 30,()ü0  fr. 

Cet  Instrument  est  ä  peu  pres  pnreil  a  celui  com- 
mandd  par  le  Gouvernement  frangah  pour  r£cole 
normale  svperieure  de  Paris,  mats  non  encore  achevi 
pour  des  motifs  de  ßnance  independanti  de  flmti- 
iul  Technomatigue. 


t'nU 


Sont  i 


I  conktructlon  i 


Dn  Räfracteur  de  quaraiite  centimetres  d'ouverture, 
suivant  le  montage  qui  sera  demande    .     .     40,000  k 

Ca  R^flecteur  de  vingt-sept  centimetres  d'ou- 
vertuT« 

ün  Cercle  meridien  cathyalique  complet  avec  lu- 
nette de  ]G  centimetres  d'ouverture  ä  mesures  absoluet 

Plusieurs  autres  Instrumenta  de  plus  petites  di- 
mensions  construits  d'apr^s  les  perfectionnements  les 
plus  r^cents. 


Sehrefben  de»  Herrn  Oberlehrer»  ffr.  ff.  Birnba 


Bebreiben  des  Herrn  Oberlehrers  Dr.  H.  Birnbaum 
in  Braunschweig  an  den  Herausgeber  über  eine 
^V  Eigenschaft  des  Kreises. 


Sie  haben  auf  S.  231.  im  ziveitea  Hefte  des  SSsten 
Theils  Ibres  Archivs  eine  neue  Eigenschaft  des  Kreises  ent- 
wickelt, welche  genias  vielfache  Beachtunii;  gefunden  haben  ivird, 
aber  ganz  besomlerg  mich  lebhaft  interessirte,  da  ich  kurz  var 
dem  Lesen  Ihrer  vortrefflichen  Arbeit  auf  einem  ganz  andern  Wege 
zu  demselben  Resultate  gekommen  «ar.  Vielleicht  macht  es  Ihnen 
Vergnügen,  mein  Verfahren  auch  kennen  zu  lernen,  und  ich  er- 
laube es  mir  daher,  dasselbe  Ihnen  hier  zur  Alittheilungzn  bringen. 

I,     Ich  ging  von  folgendem  Salze  der  Elementargeometrie  aus: 
„Wenn    bei    einem    Dreiecke    die    eine    Seite 
nach  eben  dem  Verhältnisse  getheilt  worden 
ist,  in   fvelchem   die  andern  beiden  Seilen   zn 
JSe^  einander  stehen,  so  halbirt  die  gerade  Ver- 

^^V'  hindungslinie  zwischen  dem  Theilungspnnkte 

und  der  gegenüberliegenden  Winkelspitza 
den  hier  vorkommenden  Winkel  des  Drei- 
ecks;" —  (oder  auch  umgekehrt) 

und  ich  legte  mir  nun  die  Frage  vor,  n-as  ivird  das  für  eine  krumme 
Linie  sein,  welche  die  gegenüberliegenden  Winkelspitzen  von 
allen  Dreiecken  in  sich  schliesst,  wobei  jedes  Mal  die  beiden  an- 
dern Seiten  in  demselben  Vcrhültnisse  stehen,  als  die  erste  nn- 
veränderlich  fest  gewählte  getheilte  Seite.  Die  Beantwortung  er- 
gabeinen Kreis.  Es  sei  ÄDC  (Taf.lX.  Fig.  1.)  ein  solches  Dreieck, 
wobei  ^Cin  B  so  getheilt  ist,  dass  AB:BC=  ADiDC.  Denkt 
man  sich  nun  AD,  DC  veränderlich,  während  die  in  B  getheilte 


f^^H 


Stkreiban  elei  Berrn  Oöerlfhreri  Dr.  H.  Birnbav 


Seite  AC  unreränderlich  dieselbe  bleibt,  so  läest  sich  : 
dasB  der  Punkt  D  lieslJindig  in  der  Peripherie  eines  unwandelbar 
festen  Kreises  gelegen  ist.  Denn  nennen  nir  fiC=a,  AB=b 
und  beziehet!  D  auf  reehtwinkelige  Coordinaten  x,  y,  die  in  B 
Abscissenanfang  und  länge  ABC  die  Abscissenrictitung  haben, 
so  ist 


troraita  leicht  zu  folgern,    dass 


ich    zeigen,    ^| 


0)- 


=0,  wenn  \ 

b  —  o"~''  ""  ""  ""fr+r' 
und  fiubslituirt  man  diesen  Werlh  für  a  in  (1),    so  kommt 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  nun  sogleich,  dass  y= 
l)x=0  oder  2)^  =  ^^.     Setzt  man    ^^=r.  so  ist  ö= 


dessen  Kadiu 


Hoffnung,    auch   auf  d« 
:h  elementaie  Constructioi 


ab   . 
"  =  g=^" 

sultate  gekommen  wxt, 
n  Wege  der  Analy^ 
zum  Ziele  zu  gelangen. 

T  AD:DC=ABxBC 

verbunden,     wodurch 

^BDE—  DBE,    so 

o    auch    \EDC  dein 

zt genannten  Drei« 


* 


Im  ^ADC  (Taf.  IX.  Fig. '2.)    sei  wie<!< 
und    D    mit    B    durch    eine    gerade    Linie 
^CDB=  BDA  wird.     Macht  man  dann 
ist  DE=BE  und   Z.EDC=EAD,    alsc 
^EAD  ähnlich.     Aus  der  Aehnlichkeit  der 
ecke  folgt  AD.DC=AE.DE. 

Jetzt  denken  wir  uns  ausser    D  (Taf.  IX.  Fig.  3.)   noch   einen 
beliebigen  zwellen    Punkt  F  über  ABC  so   getvShlt,    dass   eben- 
falls  FA:FC=AB:BC,    und  also    die   Linie    FB   den   ^AFC 
auch  halbirt.     Auch  denken  wir  wie  vorhin  ^BFG  —  FBG   g»- 
)nn  ebenso   das    ^^  GFC  dem  A  GAF  äholicb 
hätten   daher 


I 


macht,  wodt 
sein  müsste. 


AD:DC=  AE-.DE 


AF:FC=AG.FG, 


Htrnvsg.  Üb  eine FJgemc/i. des Kreisia.'3/SZ 

woraus  AE:DE  =  AG:FG  folgt,  vreil  die  ereten  beiden  Ver- 
hfiltnUse  der  vorstehenden  beiden  Proportionen  =:Aß:BC  n&ch 
der  Voraussetzung^  sind. 

In  AE:DE  =  AG.FG  für  />£  das  gleiche  £B  und  lurf'Gdaa 
gleiche  £G  gesetzt,  giebtW£;££=^C:  £6';  hieraus  leitet  man  ab: 

iAE—EB):EB~{AG—BG):BG 

oder 

AB:EB=AB:BG 
und 

AB :  AB  =  EB :  BG. 

Da  aber  diese  Proportion  nur  nähr  sein  kann,  wenn  BG:=BE 
ist,  so  föllt  G  in  £,  also  müssen  alle  Punkte  D,  F....  mit  B 
in  der  Peripherie  des  Kreises  liegen,  der  nm  E  als  Mittelpunkt 
und  mit  EB  als  Radius  beschrieben  wird.  Man  findet  EB  nach 
der  Proportion  (AB  - BC):  BC=  AB-.EB,  die  sich  von  JO:ß6' 
=AE:ED    leicht   ableiten    tässt. 

3.  Jetil  auch  die  Synthesis.  Wählt  man  eine  beliebige  ge- 
rade Linie  AC  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  und  theilt  dieselbe  in  B  nach  irgend 
einem  Verhältnisse,  verlängert  dann  BC  über  C  hinaus  nach  D, 
80  dasH  (AB—BC):BC=AB:BD  ist,  und  beschreibt  um  B 
als  Mittelpunkt  mit  J}B  als  Radius  einen  Kreis,  so  lässt  sich 
zeigen,  dass,  «enn  man  irgend  einen  Punkt  E  der  Peripherie 
dieses  Kreises  mit  A  und  C  durch  gerade  Linien  verbindet,  diese 
Verbindungslinien  EA,  EC  immer  In  demselben  Verhältnisse  wie 
AB,  BC  zu  einander  stehen. 

Aus  (AB—BC):BC=AB:BD  folgt  AB:BC=AD:BD 
oder  auch  AB:AI>=BC:BD.  so  wie  aus  dieser  {AÜ~AB):AO 
=  {BD  —  BC):BD  oder  BD-.AB^CD.BD  oder  AD-.BD 
=  BD:Cli  Tolgt.  Setzt  man  für  BD  das  gleiche  ED  an  den  Platz, 
so  wird  aus  dieser  letzten  Proportion  AD-.DE  =  DE-.CD.  Rich- 
tet man  daher  die  ÄufmerkBamkeit  auf  die  beiden  Dreiecke  ADE, 
EDC,  so  haben  sie  den  Winkel  an  D  gleich  und  die  umschlies 
senden  Seiten  proportionirt  und  sind  daher  einander  ähnlich.  Aus 
der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt  die  Gleichheit  der  gleich- 
liegenden  Winkel  EAD  und  CED.  Es  ist  aber  ^EBD  =  BEA 
+  EAB,  unAi}aEBD=DEB,  so  ist  auch  DEB-BEA+EAß, 
oder  DEC+C£B~BEA^EAB;  nimmt  man  biernon  die  vorhin 
gleich  gefundenen  Winkel  DEC,  EAB  hinweg,  so  bleibt  noch 
CEB^^BEA.  Mithin  ist  im  Dreieck  CEA  die  Linie  EB  die  Hal- 
birungsliiiie  des  Winkels  OEA,  "rondieser  weiss  man  aber,  dass  sl^ 
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jedesmal    ^| 
eo  andern    ^| 


die  gegenüberliegen  de  Seite  des    zugehörigen    Dreiecks 
nach  demselben  Verhältaisse  theill,  in  welchem  die  beiden 
Seiten  zu  einander  stehen,  dass  sich  al8i>  AE:£1C=AB'.BC 


Die  hier  besprochene  Eiigenüchaft  gilt  übrigens  nicht  blos  (Sr 
den  Kreis,    sondern  auch    für  die  ganze  Kugel,    welche  mit  dem 

betreffenden  Radius  r=r—    beschrieben    wird.      A.uch    will    e^ 

b  —  « 
mir  scheinen,  als  wenn  sich  dieser  Satz  zu  katoptrlschen  Zweckeu 
praktisch  fruchtbar  machen  lasse.     Doch    davon  vielleicht  später. 


üeber  den  Potenzialaasdruck  ((!))'• 


Herrn   B.  Etnkelia, 

Beilrkilehrer    lu    Aarborj;    Im    Canliin    Anrgn'i. 


§.  I, 

Bei  Gelegenheit  der  Ausarbeitung  eines  Anfsatzes  über  Puuk- 
tionsbeslimmungen  gerieth  ich  auf  den  Ausdruck  ((1))'.  Da  mir 
keine  direkte  Ableitung  desselben  aus  der  Natur  der  Einheit  be- 
bannt war,  so  hielt  ich  es  für  nicht  gans  nutzlos,  die  nähere  Be- 
stimmung desselben  und  ZurückTuhrung  auf  den  bekannten  Aus- 
druck Cos2knx  ^  iS'iailntx  auf  direktem  Wege  zu  versuchen. 
Wm  ich  gefunden,  mag  hier  folgen. 

Unter  ((■))*  verstehe  ich  mit  Cauchy  irgend  einen  imaglnS* 

oder  reellen   Wertb  der    ~ten  Wurzel  ans  der  Einheit.    Wi» 


Kiniieiin:    üeber  den  Poten%ialau9druck  ((1))'.  3(16 

bekannt,  lässt  sich  jede  Vieldeutigkeit  einer  Funktion  durch  ein- 
deutige Ausdrucke  wiedergeben,  welche  veränderliche  ganze  Zah- 
len enthalten,  welche  wir  Indices  heissen  wollen. 


$.2. 

Dem  Ebengesagten  zufolge  ist  also  die  Form  von  ((!))':  . 

((l))*=z=g)t(a;)+»>A(ar),     wo   »=  V=I,  (I) 

und  wo  k  den  Index  bedeutet.  ^iJix)  und  '^k{x)  sind  dabei  reelle 
Funktionen  9  um  deren  nähere  Bestimmung  es  sich  nunmehr  han- 
delt; so  zwar^   dass 

'      -  <Po{^)  +  «-^0  W  =  1  (2) 

ist.    Diesem  zufolge  ist  also 

9o(^)==l»    tf;o(a?)  =  0, 
welche  Ausdrucke  von   x  unabhängig  sind. 

Stellt  X  eine  ganze  Zahl  ft  vor,  die  auch  Null  sein  kann,  so 
wird  ferner 

((l))/i  =  l  =  g)t(^)+i>ifc(f*), 

woraus 

<pt(^)=:l,     tf;t(ft)=0  (3) 

folgt. 

Es  sind  also  q>k(pn)  und  tf;jb(^)  periodische  Funktionen,  d.h.  jedes- 
mal, wenn  x  einen  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlwerth  er- 
hält, geht  9>fc(.T)  durch  1  und  i^kipc)  durch  0.  Es  hat  also,  wenn 
wir  zuerst  die  Funktion  '^k{pc)  in*s  Auge  fassen,  die  Gleichung 
t(;jt(a;)=0  die  Wurzeln 

...,^3,  -2,  -1,  0,  +1,  +2,   +3,....,  (4) 

und  es  ist  daher 

^t(a;)  =  /•(a;).a;^o(a:||H)^i.(a:— 2)^.(ar— 3)^. .... 

.(ar  +  l)V(a?  +  2)V.(a?  +  3)V  ....,         (6) 

wo  f{ai)  eine  Funktion  von  o:  ist,  die  für  keinen  der  in  (4)  ange- 
gebenen  Werthe  von  x  verschwindet  Was  die  Exponenten 
ilo*  ^'  A2,....,^i'5  l%i  V>*«**  betrifft,  so  wird  die  spätere 
Untersuchung  Näheres  ergeben. 
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§.3. 
Maltiplizirt  man  die  Gleichung  (1)  mit 

wobei  der  nemliclie  Index  angenommen  w  ird.  so  erliält  man : 

(6) 
((I))'+>  =  I  !M(i)  +  itlM  i  I  w(s)  +  !♦»(»)  I  =  »»(»  +  S)  +  ■*»(»  +  y). 


L 


und  bierans  ergibt  sich,  »enn  das  ImaRinäre  vom  Reelleo  p» 
trennt   wird: 

Wird  hier  ^  als  ganze  Zahl  ^  angesehen,  so  erhält  man  mit 
Zuziehung  von  (3): 

und  umgekehrt:  >  (8) 

cpt(,x  —  ii)^<pk(:r),     7!!t(.r  —  (i)  =  'rpk(a:);     I 

wodurch  sich  fki-v)  und  T/'t(^)  aU  vollkommen  perindische  Funk- 
tionen in  w  herausstellen,  die  bei  einer  Vermehrung  oder  Ver- 
minderung von  X  um  eine  ganze  Zahl  denselhen  Werth  anneh- 
men, wie  vorher.  lUan  hat  somit  bloss  niilhig,  die  Wertbe  von 
ipkix)  und  liikix)  von  a:^0  bis  :r^l  zu  kennen,  um  sofort  auch  J 
die  für  alle   anderen    Argumente   zu   erhalten. 

Aus  der  Theorie  der  Gleichungen  weiss  man,  das, 

Bedenkt  man  nun,   dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  y' 

auch  zugleich  Wurzeln  der  Gleichung  (-)  :=l  oder  ^-;=1  sind, 

80  folgt,  dass  auch  <pk(— x)  +  iift{ — x)  Wurzel  eben  der  erstem 
Gleichung  ist.  Es  kann  aber  letztere  WuTEel  mit  911(0!)  +  i^k{x) 
nicht  identisch  sein,  weil 


1 
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welches  nie  gleich  9>Jb(^)  +  ^ib(^)  sein  katiri^    es  mtisls  also 

9>it  (^  ^)  +  «>*  (—  ^)  =  ^*  (ar)  —  tV*  («) 
sein,  d.  h.  es  ist 

Setfet  man  aber  in  der  ersten  Gleichung  in  (7)  y=:— ar,  so  kommt 
wegen  der  .Gleichung  (3) : 

oder  also  wegen  (9): 

t9't(«)l'  +  li^t(a;)l«=  I.  (10) 

Und  substituirt  man  endlich  in  (7)  — y  für  y^  so  kommt  mit  HdKo 

von  (9): 

t(;*(ar — y)  =  tf;*(j?)  g?jt(y)  —  94(0;)  t(;jt(y ) .    3 


1      V 


§.5. 


■l*>!"» 


Ehe  nun  zur  Entwickelung  von  ^v^x)^  '^k{po)  in  ihrer  Abhih- 
gigkeit  von  x  geschritten  wird,  tnass  zuerst  ihte  AblJiSDgfi^eif 
von  A>erm!ttelt  werden.    Zu  dem  Ende  ist  '  '  ^^ ' 

((1))/^*  =  ((l'))M, 
also 

wo  fi  eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt.     Setzt  man  hierin  --x 
anstatt  x  und  bedenkt  die  Gleichung  (9),  so  wird 

oder  da»   wenn  (10)  in  zwei  Faktoren  aufgelöst  wird&      .  . 

•P*<^>-*'^*<^>  =  9*(*)  +  ft»W-        ,  (*3> 

SO  ist 


^i(-^  yat)  +  iV*{—  jM?)  Ä  \  ^^x)  +  ^^jt(äO  i-'K 


«!• 


308  Kinkelim    Vtber  den  Poimzialavtdruek  ((!))'■ 

Diese  Gleichung,  mit  (12)  verglichen,  be^Tüodet  die  Behauptung, 
dass  dieselbe  auch  noch  fdr  negative  ganze  p.  gilt. 

Macht  man  nun  in  (12)  /i:  =  l,   so  erhalt  man: 

9,(/*a:)  +  tV'i(fwr)  =t9i,(a:)  +  i>i(a:)i''. 
üeberlegt  man  nun,    dass  ((1))^  =  ((!''))'  =  ((1))'  ist.   so  ist  also 

((l))'=:g.,{^a:)  +  i%(fiar) 


oder  kurz 


((!))*  =  9)(^)+i>(f.a:). 


(14) 


wo  fi  alle  positiven  und  negativen  Zahlentverthe  annebmen  kann. 
Vertauscht  man  endlich  in  letzter  Gleichung  fi,  mit  k,  so  stellen 
■ich  die  beiden  Bestimmungen  heraus: 

9)t(x)  =  ^{kx) ,     t^W  =  ■^Pii'x).  (1 

Die  Gleichung  (12)  gilt  mit  gewissen  IVIotliftcationen  auch    fSr 
gebrochene  Werthe  von  (t,    denn   aus   der  identischen  Gleichung 


((i))'  =  ((((i»'))» 


folgt: 


^^_  welches 


oder 

oder  wegen  Gleichung  (6) : 

'■(t^+t)+->(t'+t)="'<'-'+">""'"- 

allgemein,  wenn  if  für   -    geschrieben  wird: 

9  (y  (Ä;r  +  A'))  +  .Xy  (A;r  +  Ä'))  =  (9=  (A:r)  +  fv- (-kr))». 

Setzt  man  nnn  noch  x  anstatt  Itx  und  k  anstatt  k' ,    so  komiOi 
endlich : 

qn(y(3;  +  A))  +  i^()/{a:  +  Ä))=l9j(a:)  +  (>(a;)|s,        (16) 
welches  die  angekflndigte  Gleichung  ist.    x  wird  immer  als  reelle 
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Zahl   betrachtet; 
Thut  man   dies. 


man  kaaa   daher  nach    derselben   differenziren. 
60  kommt  nach   der  Uezeichnung  Cauchy'a: 


Dy^  tpiyx  +  yk)  +  i.  Dyx  ^{yx^yk) 


id    trennt   das  Imaginäre  vom 


Midliplizirt  man   rechterhand  aus 
Reellen,   so  erhält  man   hieraus 


(17) 


5.6. 

Die  beide»  letzten  Gleichungen  (17)  künnen  nun  gebraaeht 
werden,  um  sowohl  (pix)  als  ^{x)  tn  Reihen  nach  x  zu  entwickeln. 
Vorerst  rauss  von  denselben  bemerkt  werden,  dass  sowohl  Ic  als 
k'  ganz  beliebige  ganze  Zahltverthe>  die  Null  mitbegriffen,  an- 
nehmen kiinnen.  Legt  man  ihnen  den  AVerth  Null  bei,  so  erhSlt 
man  als  Spezlalisiruiig: 

Dyx(p(,ys)  =  Dx<p{x).^(yx-x)-Dx^(s)My^—i^)' 

Dyx^(yx)  =  I)s<p(x).',i>(yx~x)  +  DM^)M3X-'e)- 

Setst  man   hierin  x:^l   und   abkflrzend 

(0^9.(3-)).=i  =  a,     (D^i>{x))^=zbi 

so  wird   erhalten: 

Djivis)  =  «vCy— I)— 0^(5— 1). 

Dy^(y)  =  a^(y-i)+Öv(y—l); 
oder  mit  Zuziehung  von  (8) : 

ßsV(y)  =  "^(S)  — *T('(ff). 

Dy^(y)=ai;i(j/)+b>ply). 

Hierin  sind  nun  a  und  b  näher  zu  bestimmen.  Differenzirt  man 
EU  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (10)  nach  x  und  ersetzt  x  durch 
y,  so  wird: 
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.'  *l*l"  ••''1-1*1*  ''  J"'  '  *  •»•  '•••^  ' 

Werden  In  diese  Gleichungen  die  eben  gefundenen  Wertne  voo 
^y9>(y)  und  D^f^)  dogeaetat«  ee  ergibt  aicb'-: 

«f{9(y))*+(if(y))*)=o. 

woraus  a=0  folgt,    da   tg>(y)l*  +  {i(^(y))*=^  1-    Somit  ist  endlicli 
oder,  wenn  |y  in  j?  umgetauscht  wird» 

•  •  - 

(18) 


Man    erhält   demnach    liach   dem    Macläuri naschen    Lehrsätze 
mit  Hfilfe  der  Gleichungen  (8)  und  (4) :       . 

6«a:«     6*ar*     6«ar« 
9>(^)  =  l--2P  +  -4{- —gf +...-. 

.Mi'-  .  .1  ?n.:    .,.  II  -  =i   .ftrjjS    ftöa:*    b^a^  .   ' 


•  t : 


(19) 


in  welchen  Formeln  pvr  noch  6  anbestimnit  i^t. 


§.7. 

Wir  gehen  nun  ober  zur  Be^immung  von  b.  ■  Zu  dem  Ende 
bemerkt  man  aus  der  zweiten  Gleichung  in  (19),  dass  in  tlf(a:)x 
b  als  Faktor  von.^  auftritt.  Gelingt  es.  daher,  ^;r).in  Faktoren 
zu  zerlegen  und  b  auszuscheiden,  so  hat  man  dann  nur  nothig, 
dem  X  einen  bestimmten  Werth  beizulegen,  um  sofort  b  zu  er- 
halten. Wir  wollen  daher  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  a; 
ilf(x)  =  0  werden   kann. 

Es  sei  also  a  ein  solcher  Werth,  dass 

i/;(«)=:0,    so  muss  wegen  (10)   g?(a)=dbl 
sein.    Die  Gleichungen  (7)  ergeben  nun  fiir  y=x: 


■:   t^2t2P) 

und  also 


i)p(2a:)=J9)(ar)j2-{a/;(a;)|^j  ' 
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* 

Letzteres  trifft  aber  nur  dann  ein,  wenn  2«  eine  ganze  Zahl  ist« 
d.  b.   wenn   2a  =  k  oder 

«=5.  (21) 

60  lange  wir  ac  als  reelle  Grosse  betrachten.  Unter  der  Voraus- 
setznng  also,  dass  a:  reell  sei,  hat  die  Gleichung  '4;(:r)=0  bloss 
die  Wurzeln 

_?       ?    _l    n    4-1    4.2    4.? 

und  folglich  hat  tf;(a7)  bloss  die  Faktoren: 

.3  2  1  12  3 

•  •••y  ^  +  2»  ^  ■  2*   ^  ■  2*  ^*   ^""2*   "^      2'   ^"^2****** 

und  somit  ist 

1  ^ 

•  (^  +  2)'''  (^  +  ^y*  (^  +  2^(^+2)**- 

Aus  der  Bestimmung,  dass  if;(j7)=— tf;(— o:)  ist,  entnimmt  man, 
dass  die  resp.  kk=^vk  sein  müssen;  ferner  folgt  aus  der  zweiten 
Gleichung  (19),    dass  Ao=:l,   und  somit  ist  nun 

(22) 
'^f(a:)=:f(a:).a:.(^^—a:y  '  (j^—^y    \^^^jl    \^'^^/      *  • 

fXüd^  ist  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  .t,  welche  nur  fiir  ima- 
ginäre Werthe  von  a:  Null  werden  kann.  Dm  sie  näher  zu  be- 
stimmen, stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an.  Es  9ei  U'i-^ 
ein  imaginärer  Werth  von  x,  so  ist    . 

((l))y+«  =  ((l))^.  ((!))«< 
oder 

Aus  den  Gleichungen  (Id)  ersiebt  man  aber,  dass  g>(kxi)  und 
itpikzi)   reell  sind.     Man  setze  daher 


iFinlttltn:    üeber  den  Patmsiatausdmch  ((l))'. 


h 


und  folglich  för  x^=y  +  ii: 

il>(kx)=:'1'(ky)M/'^)- 
im  Fall  also  x  imaginär  wird,  lassen  nicb  ipikx)  und  ^kas)  ia 
zwei  Faktoren  trennen,  von  denen  der  eine  nur  den  reellen  Theil 
von  X,  der  andere  nur  den  imaginären  enthält,  il/fix)  kann  da- 
her Null  werden,  entweder  wenn  i^(iy)  =  0  oder  wenn  d(Ai)=0. 
Findet  Letzteres  statt,  so  wird  auch  <p{kx)=0,  welches  aber  mit 
tli(kx)^0  wegen  Gleichung  (10)  nicht  zugleich  statthahen  kann. 
Es  kann  also  if(.^:x)  nur  Null  werden  in  Folge  von  ^(kT/)  =  0,  d.h. 
nur  für  reelle  Werthe  von  x.  Folglich  ist  fix)  keine  Funktion 
vou  X,  sondern  hloss  eine  Konstante,  und  somit  gebt  (22)  über  in 

Um   Xi,  ita,  i^,,.,.   zu    bestimmen,   setzen   wir    in   der   zweites | 
Gleichung  in  (7)  3;  =  ^,   so  kommt  wegen  (21): 

Tauscht  m^n   daher  in    obiger   Formel    für  i^(x)    x   in  x-^-ä    luOt 
ao  kommt: 

■(^-yti-^y 

Daher  ist    durch   Vergleichung  dieser   Umgeformten    mit  der  Ur- 
BprQnglichen : 


♦w  =  fi^(!-.)^-«)(|-^).. 
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Dividirt  man  hier  beiderseits  durch  x,   setzt  alsdann  a?  =  0  und 
bedenkt,  dass  aus  (19) 

i^f^l        =6  (24) 

folgt,   SO  erhält  man 

so  dass  nun   durch  Substitution: 

§.  8. 

Dem  Eingangs  des  vorhergehenden  Paragraphen  Gesagten  ge- 
mäss hat  man  nun  nuthig,  einen  Werth  von  '^{x)  för  ein  bestimm- 
tes X  zu  kennen,  der  von  Null  verschieden  ist.  Suchen  wir  da- 
her den  Werth  c^  von  x^  für  welchen  i/;(:r)^^l  wird,  (SO  ist  also 
wegen  (10):  . 

i/;(a)  =  l,    g?(<jf)  =  0;    ^ 
somit  nach   (20): 

^(2a)=0,    9(2«)  =  — 1. 

k 
Letzteres  findet  aber  nach  (21)  statt,  wenn  2a =g,  also  muss 

tt=j  "   (26) 

l  '     "        '' 

sein.     Setzt  man  also  in  (25)   a?  =  2'   ^^  erhält  man: 

■  \       .  (  ^  ''     '       .  ■ 

6= 1- i Y^~ — i ^=6-283185307.  (27) 

Eleganter  wird  der  Ausdruck  für  6  erhalten,  wenn  man  ^{x) 
umwandelt  in  -  .«'*•• 

•  2j!*    -     •2iP  '       ^x-  .    ^  '2x  \ 

^      ■'  (28) 


:  I.- 


?        ••   •/ 


•<i+T)(»+:T)<»  +  TKJ  +  T)" 
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1  =  iC -2)  ^  (' - 1)  •  (1 -g)  •  (1  -  S)-- 
.(l  +  §).(l  +  J).(I+J).(H-§).". 


oder 


od^  endlich 


,      61357      3579 


- .  2.2*4.4.6«6.8.8«««.    '. 

^"-^•1.3.3,6.5.7.7.9...-*  ^^^ 


doMen  Gesetz  leicht  zu  überseheD  ist. 


.  I . 


ff.  9. 


''  *"  Mft  Hütfb'der  im  rorhergehendea  Paragraphen  erhaltenen  Re- 
sultate lässt  sich  nun  leicht  auch  (p(x)  In  eine  Faktorlelle  ent- 
wickeln.   Die  Gleichungen  (7)  ergehen  nemlich,  wenn  man  darin 

y=:^  setzt,   der  Bestimmung  (26)  zufolge: 

j  }  (30) 

t/;(a:+|)  =  +  g)(ar). 

Setzt  man  also  in  (28)  a?-Fi   für  j?,  so  erhält  man: 

oder,  wenn  man  den  Werth  von  b  aus  (29)  substituirt,  ■ 

^*)  =  '*6+*)lG-^)'3(4— 2)'5(g-T)?G-T)   •• 


oder 


MimheHu:    ütbtr  dm  Potenxlaiamdrmck  ((i))». 


9(a:)  =  (H- 4rKl --tr)  .(1-^).  (l-^).(l-y).... 


SU 


(l  +  ^)-(l+^).(I  +  y).-. 


oder  endlich 


.(.)  =  (l-^Kl-^-^)(l-.^)(l-^^^^^^  (31) 


§.  10. 

Der  in  $:  J:  angegebene  Zvreck  gegenwärtiger  Abhandlung 
ist  nun  erlullt.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  darauf  hinzu  weisen* 
dasst^(j;)  und  fpijx)  die  bekannten  Funktionen  Sin^TTj?  und  Cos29Ka; 
sind ,    dass   also  6  =  27C  ist ,    und  dass  somit 


((l))*  Ä  9>(2*jra:)  +  iX2*7m;), 


(32) 


Aus  Vorstehendem  kann  nun  auch  leicht  (f— 1))'  entwickelt 
werden,  was  aber  hier,  um  nicht  xweitläufig  zu  werden,  übergan- 
gen werden  soll.  Es  genügt,  darauf  hingewiesen  zii  bäbeji. 
Debrigens  möge  noch  die  Bemerkung  hier  Platz  finden»  däss'm^n 
Obiges  auch,  benutzen  kann,  um  die  Funktionen  Sino;  und  Cos^ 
-in  die  Analysis  einzuführen,  wenn  man  von  ihrer  trigonometriscIieD 
Bedeutung  Umgang  nehmen  will.  Jedenfalls  aber  ist  die  hier  gege- 
bene Definition  bestimmter,  als  die  gewöhnliche  e^=Cosa?-f  iSio^, 
indem  e*'  vieldeutig  ist,    und  darum   derselben  vorzuziehend 


•;'      .  •  i  ■••^; 
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Zur  Geschichte   und  Literatur  der  Logarithmen. 

Von 
O'i'  Herrn  Oberlehrer  Doctor  Giestvatd 

'"--  an  der  St.  J oh nnnia- Schale  lu  Dsatig. 


I 


'  Vurwürt    des    Herausgebers. 

Allen  Logarithmentafeln  Jobet  Bargi's  oder  Justus  Byrg's 
fehlt  bekanntlich  die  zum  VerstSndniss  der  Tafeln  nothwendige 
Einleitung,  der  „Gründliche  Unterricht",  wie  Byrg  selbst 
diese  Einleitung  genannt  hat.  Es  ist  daher  sehr  merkwürdig  nnd 
als  ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  sehr  nichtiger  Fund 
zu  betrachten,  dass  Herr  Doctor  Gie&nald  diese  Einleitung  im 
Manuscript  auf  der  an  literarischeu  Schälzeu  so  reichen  Stadt- 
bibliothek zu  Danzig  aufgefunden  hat.  In  dem  Programm  der 
St.  Jobannis- Schule  zu  Danzig  von  Ostern  d.  J.  hat  er  dieses 
Mannscript  bekannt  gemacht,  und  Byrg  als  Geometer  und  Alge- 
braiker  in  interessanter  Weise  geschildert,  wodurch  er  sich  jeden- 
falls ein  sehr  anerkennungswerthes  Verdienst  um  die  Geschichte 
der  Mathematik  erworben  hat.  Gewiss  werden  die  Leser  des 
Archivs  es  mir  Dank  wissen,  wenn  ich  im  Folgenden  Byrg's 
gründlichen  Unterricht  nach  der  von  Herrn  Doctor  Gies- 
wald  gemachten  Mittheilung  abdrucken  lasse,  und  auf  diese  Weise 
dieses  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wiclitige  Aktenstück 
im  Archive  aufbewahre.  Was  Herr  Dr.  Gieswald  über  seinen 
Fund  bemerkt,  nehme  ich  auch  vollständig  auf,  verweise  aber 
wegen  der  Schilderung  Byrg's  als  Geometer  und  Algebraiker  auf 
das  lesenswertbe  Programm  (Danzig.  Wedel'scbe  Uofbuchdrucke- 
rei.  1896.  4.)  selbst,  da  der  Raum  mir  nicht  erlaubt,  auch  diese 
Schilderung  mitzutheilen  und  dieselbe  natürlich  manches  den 
Lesern  schon  Bekannte  enthält.     Unbemerkt  darf  ich  aber  nicht 


:ht     ■ 
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lassen,  dass  rücksicbttich  des  von  Herrn  Doctnr  Grebe  im  Ar- 
chiv Tbl.  XVI.  S.  364.  Damhart  gemachten  UruckTehlers  Herr^ 
Üoctor  Gicswald  S.  22.  seines  Programms  Folgendes  anführt: 

„Dr.  Grebe  (Grunert's  Archiv  ThI.  XVI.  pag.  304.), 
bemerkt,  dass  er  an  citirter  Stelle  einen  Druckfehler  im  drittletz- 
ten Gliede  der  von  Bramer  angeführten  Progress- Reiben  ver- 
bessert habe,  der  sieb  im  gedruckten  Werke  vorfindet.  Merk- 
würdiger Weise  ist  auch  in  dem  mir  vorliegenden  Manuscripte 
ein  Scbreibcfebler  in  diesem  Glrede,  der  später  verbessert  ist,  sa 
dass  statt  2018,  so  viel  ich  erkennen  kann,  I40S  gestanden  hat; 
—  die  Ziffer  1  ist  deutlich  zu  erkennen.  Hat  Bramer  dieses 
Manuscript  benutzt  und  ohne  nachzurechnen  die  ZalJ  abgeschrie- 
ben?  Es  müsste  ein  cigenfbümlicber  Zufall  sein,  wenn  ein  Ab- 
schreiber sich  auch  hier  gerade  verschrieben  hätte." 

Ich  lasse  nun  Herrn  Dr.  Gieswald  selbst  sprechen.        G. 


Obwohl  die  Geschichte  der  Mathematik  vielfach  von  Gelehr- 
ten bearbeitet  worden  ist,  einige  die  ältesten,  andere  die  spätem 
und  die  neuesten  Perioden  der  Wissenschaft  mit  besonderer  Vor- 
liebe studirt  und  uns  ihre  sch^itzenewerthen  Arbeiten  fiberliefert 
haben,  so  sind  doch  zu  verschiedenen  Zeiten  durch  Entdeckun- 
gen neuer  Quellen  Ergänzungen  hinzugekommen,  die  für  die  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  einen  grossen  Werth  hatten.  —  Wenn 
non  auch  das  Geschichtliche  und  Literarische  der  Logarithmen 
mannigfach  bearbeitet  worden  ist,  so  dürften  einige  Zusätze,  die 
im  Folgenden  enthalten  sind,  vielleicht  nicht  ganz  uninteressant 
erscheinen. 

In  der  neuesten  Zeit  hat  Prof  Dr.  Matzka  in  Prag  einen 
interessanten  und  gelehrten  Aufsalz  über;  die  hübere  Lehre 
der  Logarithmen  in  Grunert's  „Archiv  liir  Mathematik  und 
Physik"  verüflfentlicht  (Bd.  XV.  pag.  121.  u.  f.).  Er  stellt  dort 
neben  der  Betrachtung  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der  Loga- 
rithmen einen  neuen  auf,  so  dass  ein  Theil  seiner  Arbeit  in  fiinf 
Abschnitte  zerlnllt: 

1)  der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen  John 
Nepper  ursprünglich  gegebene  Begriff, 

2)  der  von  Jobst  Byrg,   dem  gleichzeitigen  Entdecker   der 
Logarithmen,  gebrauchte, 

3)  der  von    Johann  Keppler  verwendete,    <    .  ,  .,  i      i  ,  ,i  ,. 


1 


Zur  GfiChUhte  und  Liurqtur  der  Litgarilhmfn. 


mfii.  ^M 

iden    den  H 

marltli-     ■ 


4)    der   gegenwärtig   seit   Euler   in   d«n  Lehrgebäad< 

Algebra  übliche, 
6)    der  neue  von  Matzba  aufgestellte  Begriff; 

hier  soll  nnr  die  zweite  Deutung:  der  BegriTf  der  Logarith 
men,  nie  er  durch  Jobst  Byrg  festgestellt  wurde,  näher 
untersucht  werden.  —  Aus  den  bekannten  LSchriften  Byrg's  würde 
sich  Neues  sehr  schwer  geben  lassen,  da  i,'e]streiche  Männer, 
tvie  Montucia  in  seiner  „Niatnire  des  niathematitjues",  Matzka 
in  seiner  vorhin  erwähnten  Arbeit  und  mehrere  andere  Mathema- 
tiker richtig  und  tief  in  die  Idee  Byrg's  eingedrungen  und  seinä^ 
Theorie  verdeutlicht  haben.  Indess  soll  hier  —  und  das  ist  der 
Zweck  dieser  Abhandlung  —  der  bisher  nicht  gedruckte 
„Unterricht",  jene  Erklärung,  die  Byrg  selbst  übet^ 
seine   Logarithmentafeln    gab,    veröffentlicht   werden.' 


I  eine  Logatithnientafel  heraus  unter 


Byrg  gab  im  Jahre  1 
dem  Titel: 

Aritbmetif*(  DHC  Geomettifd)t  Progress-IaSultn, 
fambt  giünblii^en   ontcrrti^t,    uut   foldjt   nü{;lict    in 
allerlei  d)t(^nuti(|cn  jii  gcbian(^en  bnb  tier|tani(n  uer- 
btn  fDl.    @ebru(ft,  3n  bei  alten  Stabt  ^rag,  Bti  ißaul 
©tiffen,    brt  SSbli^tn   Unibtrfittt   8u(!bbiu(fer,    3m 
3fl^t(  1620. 
Wie  Mataka  angiebt,  sind  diese  auf  T'/g  Bogen  iu  Klein-Quart 
gedruckten  Tafeln    schon    äusserst    selten,    allen   aber    fehlt  der. 
gründliche   Unterricht;    so  nennt   Byrg   selbst  die  von  ihm 
gegebene,   zum  leichtern  Verständniss  seiner  Tafeln  nothwendige 
Erläuterung.      IJiese  Ansicht   Matzka's   spricht   schon   Montu- 
cia Tfmi.  11.  p.  10.  aus,  er  sagt:     Ces  tables  sont  sur  sept  feuii- 
les  .et  detni  in  f.  d'impression;    mais  l'instriiction  annonc^e  par  le 
titre  y  manque,    co    qui  donne  Neu  de  conjecturer  que  quelques 
circonstances    particuli^res    empecherent    la    continuation    de    cet 
ouvrage  etc. 

Cs  dürfte  wohl  feststehen,  dase  Byrg  selbst  nie  diesen 
gründlichen  Unterricht  drucken  liess,  und  auch  seiiiQ. 
Freunde  —  die  sich  so  oft  Arbeilen  Byrg's,  ivie  es  scheint  mit 
seinem  Vorwissen,  zueigneten  —  ihn  nicht  verüffeutlichten. 

Sein  Schwager  Bramer,  der,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll,  genau  diesen  Unterricht  gekannt,  hat  ihn  nicht  dem 
Drucke  übergeben,  und  somit  steht  die  Annahme  Montucla's 
wohl  gerechtfertigt  da:  Byrg,  der  so  viele  seiner  Entdeckungen 
seinen    Freunden    zur    Verüffenilichung    übergehen,    irollte    auch 
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einmal  selbetständig  aoftreten  und  ein  vollständiges  Werk,  das 
alle  seine  Arbeiten  und  somit  auch  die  von  ihm  erfundenen  Lo- 
garithmen enthalten  sollte,  heraus>;ebeTi.  Diese  Vennuthung  Mon* 
tucla's  stützt  Flieh  n-ohl  ohne  Ziveifel  auf  eine  Stelle  der  Vor^ 
rede  Bramer's  zn  einer  Abhandlung:  Problema  ^3e  auf 
ffltfanntgfgebenem  Sinu  eintä  ®tab(ä  Minuten  ober  ©efunoen 
alle  folgtnttn  Sinus  ouff  S  Itii^tefl»  ä"  fiui'n  bnb  her  Ca- 
non  Shiuum  jii  ofefoluircn  fttjf.  <8ef(^rie6en  oon  Benjamin 
Bramero,  ber  aHat^tmatif(5en  onb  aRfc^anifc^ien  Äiinjle  He6- 
ta6(t  Bnb  te^iflfin  SSfliuuitifler  jn  aWarputg.  ©ebriiäl  ju 
Sßarpurg  tuti^  >Uaul  Sßenolff  im  'iaij'c  1024.  Bramer  sagt 
in  der  Vorrede  pag.  8.  und  1". ,  dass  zu  seiner  Zeit:  b(§  Sflurgl 
Cossa  an  btn  ifag  gegefini  irtcben  luitbt. 

Ob  indess  kürperliche  Leiden  oder  der  Alles  verheerende 
Krieg  ihn  an  der  Verüffentlicbung  seiner  Arbeiten  verhinderten, 
muBS  dahin  gestellt  bleiben.  Die  Erklärung  der  Byrg'schen  Ta- 
feln, die  der  Verfasser  selbst  gab,  blieb  somit  ungenannt,  und 
es  >Tar  mir  daher  interessant,  als  ich  vor  längerer  Zeit  von  mei- 
nem geehrten  Freunde  und  Collegcn  Oberlehrer  Gronau  auf  ein 
Manuscript  aufmerksam  gem.icht  ivurde,  das  den  Logarith- 
mentafeln Byrg's  angeheftet  ivar ,  in  jenen  geschriebenen 
Blättern,  tvie  Herr  Grünau  es  j^anz  richtig  bemerkt,  den  gründe 
liehen  Unterricht  Byrg's  vnrKuflnden. 

Jobst  Burgi  oder  Juetus  Byrg  war  im  Jahre  lEi52  k« 
Lichtensteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schtveiz,  Kanton  St.  Gal'  ' 
len,  an  der  Thur  geboren.  Ob  er  die  mathematischen  Kennte 
nisse,  die  ihn  in  spätem  Jahren  so  ruhmlich  auszeichnen,  in  sei^  _ 
ner  Vaterstadt  erworben,  nissen  ivir  nicht;  wir  sehen  ihn  in  spätem 
Jahren  in  Cassel  am  Hofe  des  den  Wissenschaften  sehr  ergebeneii 
und  namentlich  um  die  Astronomie  hochverdienten  Landgrafeu 
von  Hessen -Cassel  Wilhelm  IV.  als  Hol'uhrmacher,  Alechanikua 
und  Gehilfen;  1604  vorlässt  er  diese  Stellung,  geachtet  und  ge- 
ehrt von  dem  Fürsten,  der  ihn  in  einem  Briefe  an  Tycho  d« 
Brahe  (Epist.  astron.  Vraniburgi  L.Lp. 31.)  homo,  qui  quasi  in- 
dagine  alter  Archimedes  nennt,  und  lebt  als  Kammer-Uiirniacber 
unter  den  Kaisern  Matthias  und  Ferdinand  II.  längere  Zeil,  kehrt 
dann  ivieder  nach  Cassel  zurück  und  stirbt  daselbst  im  Jahre  lf>33, 
Ausführlicheres  über  das  Leben  Byrg's  ist  in  Doppelmayr'f 
„Von  den  INürnbergcrn  Mathematikern"  zu  linden. 

Die  in  der  hiesigen  Stadtbibliothek  vorhandenen  Logarithmen* 
tafeln  Byrg's,  die  auf  dem  Titelblatte  nur  die  Buchstaben  J.  B. 
zeigen,  und  auch  das  angeheftete  Manuskript  gehörten  früher  der 
Bibliothek  des  Danziger  Rathsherrn  Adrian  Engelke  an.     Wie 
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es  scheint,  hat  dieser  die  I^oirarithmen tafeln  mit  der  Erklärung 
nebst  einigen  ächril'ten  Gramer'e  in  Nürnberg,  daa  er  auch  auf 
seinen  Reisen  berührte,  an  sich  gebracht.  Seine  Bibliothek  eben- 
so wie  die  eines  Eichstadt,  Kulmus,  Bartholomäus  Kecker- 
mann,  Fabricius,  Neander  und  Lossius  wurden  später  d^r 
Sladtbibliothek  einverleibt  und  somit  wuchs  die  Zahl  der  math&rj 
malischen  Werke  theib  durch  Ankauf  der  Oücher  Crügers,  H» 
velius  u.  ni.  a.,  tbells  durch  Schenkungen,  wie  es  u.  a.  diti 
„Theoria  Mathematica  etc."    des   Michael   Angelo   Fardellsf 

Byrg  giebt  folgende  Erklärung  seiner  Tafeln  r 

SSorrcfee  ntt  ten  ^veu^ersigen  ^eefc». 

SttuniliÄ«  li(6(t  Seffr,  0&  luot  Bon  Sßcttwff !id;en  Matheraaticigj  J 
unb  Arithmeticis,    maiti^erle^  t^obutcn  ftinbt  erbl.^tet  unb  caltulictt  icocl 
bin,   unib  bie  Si^iclctigfcitcn  bcS  !9iuIti)}IiciT(nä  biDibirenS  unb  Radicea   ' 
eitrahirens  auf  ju  ^e6en,  fo  (inbt  bo^  biefelbiflc  nUtidt   nur  jiartlcular 
gflDtftn,  alfo  ba§  boä  Mullipliciren  unb  Diuidiren  i^re  eigdic  Tabnien, 
alB  abacum  pythagoricum   «fotSeirt   ^at  bnä  Estrahiren  ber   radicum 
quadratarum   feine   quadrattabulen  bie  cubifi^e   Extraction   f^i(  Cuhic  . 
Tahulen  unb  alfo  fott  in  lebcrc  iiuantitet  i^ic  bifcnbtrt  tabuleo  oonni^tti^  I 
^at,  Did^cit  t»  Tahulen  nic^t  aUdn  bcrtdeglicb.    fonbern  aud;  mQ^treligl 
unb  hf^trerlic^  ffin....    S!eromegen  ii^  ju   aUrr  3"'  flifu*'  "nb  gfarbtül 
tet  ^atie,  general  Tahulen  ju  (rflnben,   mit  muMitn  mann  bit  Dorgcnanilfc  J 
ttn  ©ai^rn  alte  Ufrtltfttm  mfidjtt.  —  SBetratitent  itrolufatn  bic  (fgcnf[^a||t>'l 
unb  Correspondenz  btt  2    progressen   alg  btr  Arithnietifd^m  mit  b(r-| 
Geometrifi^tn,  ba8  iraä  in  btr  i|i  Multipliciren,  iji  In  itnir  nur  Addieni'J 
«nb  ttaS  in  bfl  ijl  Diuidiren  in  icn«  subirahiern    unb  njaö  in   btr  i^l 
radicem  quadratam  extrahirn  tu  ienir  nur  ijt  ^albirrn,   radicem   cnbi- I 
cam  estrahirn   nui  in  3  dtuidiern,    radicem  Zensi   in  4.  Diuidiem,  I 
Sursolidam  in  6  unb  alfo  fürt  in  anbem  quantitelen,  fo  ^abt  ic^  nit^H  I 
nujfliijrtfl  (ragtet,  alg  biffe  Tahulen  alfo  ju  contlnuiern  bd^  allt  3<>^Itlt  I 
fo  borfodm  in  bcrfdbtn  mdgtn  gefunben  werben,  au$  Weimer  continuatioft  1 
biife  Tahulen  erandjtEn.   bur^  welifee  man  ni*t  allein  bie  ((^ractlit^tflttn  1 
btS  Multiplicierns  Diuidierns  unb  allerlei  Radices  extrahierens,  xaüß 
ä^ti  in  ber  Algebra  ottr  Cos  ein  trefflichen  Kßort^eil  unb  itu)sen  tjat,  oer« 
^tttet  lEtrben,  fonber  au*  taS  me^r  ifl  Swifc^en  2  ßegebene  Qa'^Un  fo  ultl 
media  proportionalis  al^  mann  begert  mfgen  gefunben  werben,   wcIt^eS 
tti«  fttmec  (ä  oljne  biegt  Tabulen  juge^el,   iji  benen   6rtoufi,    fo  ^id)  ein 
Bcnig  in  biegtm  puluero  exerciert  ^aben.     Unb  o6  luol  ic^i  mit  bitten 
Tahulen  bor  dtlitiien  3at)ren  tin  umtgang  fo  f)flt  io*  mein  SSeruff  oon 
ber  Edition  berfdben  entfallen,  icoUe  bercmegen  ber  (Suttljerjige  fiefet  bie^   i 
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i^m  alfo  dtfallen  Ingen  unb  bit  Tabulen  mit  colgtnbm  aSntcmtifuns,  btS 
iBcrfianbee  niii  ttUäftti  Qnm))<I  ntliitt  irie  folgt; 


felbigctt  nu^tii^  in  aUttUp  Ste^nungc«  311  sc6rau^eit. 

3u  bieftn  Tabuleri  finbet  ninit  Stotifil'^  Sa^''",  ®ii"  mitt  tollen 
Caractren,  wttdjc  Icir  einem  icben  leii^tlic^  ju  feben  itii^tl  anbred  bann 
dn  Arithmetift^er  prngress,  bic  anbtrt  aber  mit  ri^maTjeii  niölS  anberd 
bann  ein  Geometrifi^cr  pro^ress  i{l,  unb  auf  bag  wir  in  biegtm  befto 
turj«:  butt^ge^tn,  ailoU  irir  bort^ln  ben  Arilhmetifd;«!  progtess  ble 
iot1)t  unb  ben  Geometrifc^en  progrcss  bie  ftfelcarje  3"^!  nennen,  bamil 
ou^  ein  iftet  bi(  rundamenta  Dieg«  Tabulen  gtunbtlitfcer  fofe  unb  bit» 
felbigen  befio  6e6cc  fle&cau&fn  mag,  fo  motlen  roir  in  fctgenbtn  ^Begriff  bw 
(Eigen  fdiafft  bieg»  2  progressen  füi  ^ugtn  fielleit  unb  biffelbm  mit  ttlU 
4«!  (Siemiidn  ettlären. 


0.  y.  2.  3.    ^.     5.     6.       7.      8. 


iO.      11.      12. 


^   1.  2.  i.  8.  16.  32.  6J.  J28.  256.  512.  1024.  2048.  4096. 

i^ir  ^aben  in  ber  iBorebt  nngctegl,  Icie  auS;  bon  etli^en  Arithineti- 
eis  Simon  Jacob  Moritius  Zons  unb  anbtre  i|I  indvt  njorben,  baS  Wal 
in  bei:  Geometrlfc^en  Proi-resa  ober  in  ber  ©dwarjen  3«^!  Miiltipliciert 
bafeeltige  i|l  in  ber  'Arilhmetif^en  Progress  ober  in  ber  retten  3a^I 
addiern,  Qllg  junt  ^nmvel  mann  foD  multipiiciren  8  mit  64.  !£)i(  tot^t 
3atl  Don  64  ift  0  unb  bon  8  iß  3.  !Der  ©umma  i|l  9,  benn  0  imb  3 
i(i  8.  Slfegf  fi^marie  Sn^I  t(l  512  unb  fobid  fotntt  au*,  fo  man  8  mit 
64  multipliciert 

3tem  man  foU  multipliciin  32  mit  256  iljTt  m^e  Sa^I  finb  5  unb  Ä 
t^uet  jufammen  biege  f*reatie  3a^I  ifl  81^3  unb  fo  cid  fonifct  fo  man 
32  mit  256  multipliciert. 

3lem  man  fcl  Dividirn  16384  biirtij  S15  i^te  rotten  Suhlen  finb  14 
une  9  ©ubiratire  betpujegen  9  Bon  14  bleibt  5  fein  fcljwnrit  Ba^I  ifl  32 
unb  fobid  Tombt  16384  bur^  512  Dividiert.  SCdl  bann  bie  Kegula 
Detri  nicfelS  nnberB  ata  Multipiiciren  unb  Dividirens  beborff,  fo  folget 
ba§  bie  Rej^ul  Detri  nuij)  färberlii$  burd)  biege  Tabula  erteilt  mag 
»erben,  alg  jum  ßxempd  8  geben  128  \mi  geben  32.  gib  bet  3afjl  i^re 
gtbäienbc 


•)  Alle  hier  iinil  im  Folf^enden  curuii 
gedruckten  ZifTerD  und  Worte  lind  im  Mnnc 


mit  Schvnliiirlicr  Si^lirifc 
e  Toth  ge«chTieb«n.     G, 


U. 
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s  Addier  iinb  juranitnflä 


ifi     12    taoon  Suttta^i«  bi(  toiljc  ß"' 


'^^^ 


9    ili«  WIBatjf  3ai)l  tjl  512.  irel*» 
ifi  ber  teof^rloii  3fll)I  facit  gmonnt 

Stcni  man  mil  RaOioeni  quailratam  au^  256  Extrahirn  fein  'col^ 
Saffl  ip  S  bis  IjalSitt  tombt  ^  feiere  ©d&irarie  3i¥  ifi  16  wcl^rf  ^ 
Radix  qiiadrata  au§  250. 

31(111  man  »il  Radicem  Cubicam  aug  512  Extrahiern  ffiti  rot|» 
3a^I  iii  P  ba$  in  3  dividiert  fonibt  3  fdn  S^watjt  3a^I  iß  8  unk  ift 
Radix  Ciiliica  aiig  512. 

ji 

3l(m  man  Idü  Radicem  Zensi  Zensicum  extrahiern  aug  4096  ffiii 
rotfje  3af)I  'ft  «  bf§  Dividiert  In  4  fcmbt  3  bfffm  ©cbwarje  3n^l  ift 
8  BClfteS  Radix  Zensi  Zensico  ip  miS  40!tfi.  i? 

3ttui  man  li'il  jlui|'(ben  4  imb  64  bie  nitltlei:.  Proportional  finbtR, 
i^M  tollen  3flb'*"  f*i«bi  2  unb  6  brtgt  abbirt  gtttn  5  btffm  grifft  ifi  4, 
f(in  fdimaTje  Ba^l  <fi  16  unb  bttgtS  iß  bit  Media  proportiuDalis  jmifi^ 
4  unb  1)4. 

3tem  man  ivll  2  media  proportionalia  jluifu^en  64  unb  512  flnb^ 

i^re  rot^n  3af!lm  fdiibt  6  unb  9  fo  man  bit  eint  bun  ber  antcin  subj 
trahiert  bleibt  3  blc^t  in  '^  dividirt  tombt  i  bitg  t  addiere  iä)  jU  btf 
6  fombt  7  fein  f(^n'atit  3aljl  ifi  128,  luelftfS  i(t  bit  crjle  bex3ii'(i(n  initu 
lern  proportionalen  nnb  fo  man  bif  f  rcifberum  ju  7  addiert,  fom6t  9 
Mfen  fdjwatic  3a^l  ^  256  bie  anber  niitller  proportional  unb  nlfo  fort 
■nie  nai^Iin:  fol  an^ejtiget  tueiben,  unb  biege  (Sigenf^af^  ^abcn  nij^t  alMll 
i\t  2  abgefegten  Progresoen  mit  einanb»,  fonbrt  aüe,  fJe  fein,  ffiif  (I£ 
UJoKen,  icenn  ber  Arifhnietifcfee  con  0  unb  ber  Goonietrifd&e  »on  1  ait" 
fanget,  tuie  benn  nui^  bit  folgfnlen  Tabulen  nit^tä  anbtrg  alä  2  foItS« 
Progressen  finbt.  ~  Unb  bie&efl  f(?  fl(tebl.  allein  Boii  ber  obgtfetten  Pro'- 
greaeen,  3*60  wollen  mir  ju  b(m  gebrauch  unfr«  Progress  Tabuletf 
r*re(len  unb  ®rpU^  Cejtttt.  '' 

■) 

I.  SBie  einer  iebin  f(^n3atiett3atl,  fo  in  ben  Tabulen  unter  ®(^n)arjtiC 
gefunbmmirbt,  itjre  correspondirende  rot^e  ju  finben  fe?;  alä  jum  (Snntpri.' 

9)ian  fot  bief(r-3a61  133373S10  rot^e  3a^l  ^uc^en,  bie§(  ßfl^I  finbt 
man  in  b»  Tabulen  am  8  blat  in  btr  colunma  28500  unb  an  ber  Iln- 


b -  ^ 

8  a  g  !s  S?  tt 

o  «  ©  c  «  a 

Oeseli/r6/e  Unit  Uieia 

'S   tt   o  «   S  a 

w  der 

tMutiTiiiniun  aas  ^^^H 

132668811 

82101 

95369 

132708639 

21909 

.....33812 

illiil 

» 

133333806 

47139 

.00474 

87147 

133400486 

liilii 

1 

■;  1] 

134002 

15B 

......281 

423 

557 

......691 

|N  M  j 

1 

agS5  =  = 

1  3  §■  s  a  = 

1346776S 

87233 

134700702 

14)72 

27643 

41116 

M      \l 

gliiii 

yiiii 

lliiii 

1 

Fi" 

st» 

i 

136027191 

40794 

„54938 

68004 

81610 

95214 

illiil 

1 

136708991 

22fiff 

36341 

SOOl 

63681 

773« 

iiUy 

1 

^1!'" 

1 

1 
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hmert.         ^H 
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ffiit  tiiKt  ielwrn  rot^tn  Sa^I,  fo  in  itn  Tabulen  ju  ftnbtii 
gct^üinibt  [(^TOatit  3n^l  fotl  gefunbfn  ircrtxn. 

ea  meUe  fetgt^rct  totibcn  jum  ewnil'd  ju  irifftn,  weldifr  f^ttarim 
3a^I  Bi(ß«  rcl^im  oon  3S500  atbürm,  bi(§ee  j«  «fotf^tn,  fo  futt)  untor 
bm  totfetn  Sa^'t".  bie  o&tn  cotjfittnd  fti  tint  btrgldd}  ob«  fo  na^t  IltU 
n»,  alt  bie  fargegtbetic  ift.  £lrgt  finbt  ii$  am  8  bCal  in  ber  columna 
28500  an  mtli^ein  no^  300  inangtit-,  fud)  brroiocgen  bit  300  auf  btnftl- 
bigtn  blat  in  bti:  ctfltn  columna  nnb  gcgm  btr^dbigm  ü&tr  in  bct  cotumnB 
unter  ber  28500  metben  gefiinben  133373810  luelcbe  ij)  bie  bffle^tte  ft^oatie 
Don  28800  unb  fo  ^anbetet  man  au^  mit  bcn  anbnm,  btnn  man  ftnbl 
b»  rottien  3a^l  alle  Don  0  big  auf  230270  it;m  gcbafircnbt  fdjivaiit  3a^1 
auf  öbgenidien  roeg. 

IHJk  bann  eine  Sa^I  für  fiele,  fo  in  ber  Tabul  nitfet  (ufl  jU  finben 
Icecr  fann  mann  in  biden  SHeäiniingen  babot  nemen  bie  rol^e  3a^I  loeld^ 
ber  fürgegebenen  3a^l  am  nec^ficn  iji,  Bor  i^m,  a&tt  bamit  niiljt  borgnfi« 
gen  lieg  fann  auf  folgenie  roeife  feint  rea^tt  rol^e  Sa^I  erforft^m, 

II.  SRann  foU  ium  ©lempel  bie  ii-a^re  rol^e  Bai/l  «on  36  fu^tn, 
fo  ftget  man  no^  Sieben  0  für,  bamit  it^  9  Siffem  betomme,  benn  alle 
f^tearit  3a^Irn  tiaben  in  unfer  Taliula  nidit  irmiger  al^o  360000000  j 
iDamac^  futfet  man  in  ber  Tabul  unter  ben  fi^warjen  3al)I  !Bie  2  ne^ft'-j 
Hein«  unb  neitfi  grögEr  ifl  bann  360000000  bi§  flnbe  icfc  am  33  Hat  tn  J 
ber  columna  i2S00  unb  auf  ber  linfen  feite,  nun  feil  mir  bie  f^tvari*  | 
alg  360000000  juiif^en 

90  biege  ^at  f^marg    350064763    bieft  Iß  ju  fleln 
iO  Bie  Jpiffercnj  35996    bie  ÜJiffereni 

biege  t)at  ft^Wari    360000759    big  ift  ju  grog 
biege  Heinere  3a^l  bon    359964763    ©ubtraljire 
oon  meinet  gegebenen  3a^l    360000000 
0000352^ 

ÜOie  fi^  ^elt  bie  |  3>ifferen$    ju  ber    rotten    alfo  (tlt  |id}  bie  3  lut  4 


I 


s>ui 


iOOOO        35237  al3  97S9 
3)Ige  SQiert  ißitrtt  addier  gu  ber  (leinen  rotl^en  3a^l 
2)!e  Heine  lol^e  3a^l  i|l  90 
Cif  SoW  Ber  columna   128000 
ß  bec  S^varjen  3a^l  bon  360000000  i^t  rott  128099789 
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gas  04«<waM."  Xar  ae»cUeMe  itml  Uteratw  Utr  LOfMitkum. 

3Bi(  jiro  ^aWn  mit  cinanbcT  ju  multivlicinn  feinbt  <i1g  mann  foll 
mullipliciern  bit  341  134030185  uiil  205518112.    fiid^  Hju  correspoi 
.liereiKie  rot^i  3a^l  ift  ^5200  uiib  73040. 

S;i(  jtUD  rut^t  3n^It"  addir   jufamiiKn     j2040m 
Äonibt  bigt  rot^e  3a^l    1/5240m 

31655iJ92Ö  unt  blffe  fiiibt  btt  9  ftpen  3ff-" 
luir  uiifet  Talmleii  nur  0  3lff«n  ^a6rti 
Uli  But  (in  tötucti  gcbfn  moUt,    biennil  bld 


Bon  öcc  f^ffiotä«  in  ü  3iff«" 
fem  0(3  products  an  irdt^m 
uiib  bi(  lt|te  ober  Sinmbte  n 
i^C  rational  31^1   DorfoUe. 

3tem  man  fol   niultiplic 
Sa^l  ftin  i7070Ö  unb 


■  O5I19290-2   mit  709133668   Iftte  rot^j 


iEie  jiMi  rDtfjE  3a^l(n  addier  jufainmen    ^ggggg 

fo  tomfcl  bi§e  rot^t  Bai)i    366600 

bifgt  tot^e  3al!l  ift  in  b«  Tabula  nic^l  )'o  grog,  fo  fiituair    230270032 

tleibt  bit  rottje  tiete 


Dlljm  3abt    13682907» 
m  it"  fttroorst  3n51  'ft    3U0880468ft 
icdäjtS  feinbt  bie  9  «flen  3iff«n  btS  bege^rKn  iiroducts.  i 

3(Ibi(t  iß  (u  mcrltjeii,  ba§  iti  biegcm  Ötfuiiiel  üu  (nbl  ein  3iff«  "n^ 
beim  im  Borißm  manglet,  benn  bic  Tai)leii  l}aitn  tiit  me^r  beim  9  3!ff(^ 
unb  folte  mol  10  fein,  riai  iß  bie  Hrfa*,  baS  init  bie  ganje  toi^r  Ql^ 
^abtn  subtraiereii  niüfTen .  ircIdjeE  na^'n  obgenbt  iceiltr  eitläit  fol  mtTbfn. 

Süie  man  tili  3ai;l  burd;  bit  aiiber  dinldiüm  foU. 
:  aifan   fol   diuidierri    l540;J0ISr.   burdj  ^151811 

i^re  rot^e  3abl  fein  43200  unb  72040.  sulitraliiert  man  ttS  itiid* 
soris  totbe  3at)l  Don  bei:  reiben,  beä  dinidendi  a!g  72040  i?on  43200. 
2)itii.>(il  abtr  rceni^er  ifl,   fu  uddiert  man  bie  ganje  tot^e  30^1 

S30270022 
273470032 

^  toi^e  3a^l  ^f^^gl^   m  biefiet  rolben  3a6I  Ibt  ^tHxtik 

f^öjarje  3ibl  Ifi  74«472554  unb  fobitl  tombt  fo-  man  154030185  ■i,\yx% 
'20551811-2  dluUlirt.  toiM^ti  bDi$  Etint  ganjt,  fonbeni  lautet  Srui^  bo« 

galtjen  alfi  0749472854  obtt  Oj^J^^g 

3Bie  man  au§  3  betanbten  3ab''"  bie  'Sierblt  |)ro|)ortional  finbm 
fol,  lUfldjtä  man  gemeinliji  bie  Kesjul  defrl  jii  nennen 


;  banon  t 


e  bfd  diuisnris 


\  atetwndd:    Zur  6 


bie  ^rfj 


bk  atibtr  bf{  btltlc  ble  ^Sintt 


aBtcfl*lS4030l85^fllju'2055l81läalfi)399854565jui:43aI)ni;«rDt^(3ntfr 
^^_>         43200  7204Ö  t3S6od 

^^^^P'  ^Jlbei»  bit  nnbtr  iinb  critie  rot^c  3ii^'  {iifummtn  alß 

tH3ft  (1*  9459|y«4«  ttit  ju   IOOI60r_>0  alfo  880122800  i»  b«  Sßifrien 


210640 
Bubtrivr  batDon  bie  (tfl  rot^e  Bof)^    43200^  | 
3)ig   ift  bic  Toli)(  3a(ii  b»  ÜJlnten  (S^wacjen    /fi74^0 
fll§ 03351401*1. 


Bitf  fehibl  2347/0     i^te  rol^f      100      3a^l 
'Sbbti:  tie  iDt^e  jmitt  utib  britte  3'>^1 


unb  fplft  bi(  tr|te  baruon  rn&lrlrtn  bitiueiU  tAtt 
wtniQtt  ifl,   fu   addier  batju  bl{   gaiijc   iDtt)c 


batnadj  subtrier  bit  trjlc  xoitft  3i^l  botUDi 


217660 

330370022  3(1^1 

447930023 

3247i0 


fo  bleibt  big  rottie  Safcl  unb  ifJ  berfelfeen    ^23220032  , , 

ftdiratjt  3a^I  ifi  ft3l931024  n3{l(^eS  ift  fo  man  bie  l(&t  3iff«  ah^pjnv^ 
fo  barumb  gef^iefit,  ba§  bU  ganje  rotlje  3«^'  einmal  jum  aggreg^^^^-^ 
(liert  ifl,    blf  ^\txU  gefud)le  propnrtinnal. 


^ufl    einer    gegebenen   Sagten  Radicem    quadratani    extrahiern. 

^ott  fd  iUni  @reuil<el   Radicem   quadratam   <]U§   4015374  extra- 

.  hiern,  luilbt  alfo  n|llid()  «»"ctlct-t  wie  Sei  bet  extraclion  brcuc^Ii^  iß 
unb  Peljt  alfo  40i5374  unb  iceil  alliier  fünf  Dunllen  feinbl,  fo.  lolrbl  fei» 
Radis  au*  3  3ifT«"  taten,  bie  rol^e  3abl  ttiff"  obflefütjrleii  ifl  139030 
biege  fealbiil  tonibt  Öfl5/Ö  befTcn  ®(^watjt  Sn^'  ift  200383082  ober  fotl 
fo  serflanbfn  luerben  '-^OtßS  jgQjwj 

5I?an  fol  juni  anbern  (Swmpel  Radicem  (iiiadratam  aug  22033094 
cxtrahiern,  Bjirt  alfo  erfWifft  punctitl,  luie  fce^  ber  Extraclion  firäui^li* 
ifi  unb  ftet)l  alfo  22033Ö94  unb  tvtil  ntl^itr  5  vundtn  rpmmm,   fo  «x^ 
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fctn  im  ßaiJix  aut^  5  3ifr«n  bininen,  H(  miti  bm  5  jintt  aSrü^t, 
rol^f  Sa^l  ijl  79000.    '^'vmW  abti  In  lt?M  puncttn  nit  auf  tif  rt|lf 
3lff"  f("  in  b"  f^maritn  Bafel  alg  im  Deraenonnttn  eremwl,  fonb«"  « 
ftit  auf  bft  jirtytt  3iff«,  tatiimb  inu§  bit  ßanit  rotfet  3a^I  batju  addiert 
iTfrkcn  unb  fealHrtt  olg  fol^t  rSOOÖ 

barjii  arfdier  bie  flonit  tot^e  30^1  230270032 

bif§(  totljc  3ofeI  balbi«  309270022 


\men.    ^^^H 
r&^t,    ftln   fl 

1 


fut^  berfdbfn  f^ronrit  Sa^l  üdh  bitgft  tott)t    1546350  Ji. 

9til§  tlntt  g(b(n  3a^I("  Uadicem  Cubicam   extrahieren, 
ffllan  Oc^efen    ju  tineili  Smipd   Hadicem  Cubicam   Q»g  363^037. 
Ditft  3a^l  fl''''  "Ifo  in  ifjxtn  btrjdtfentlm  puitttfn  563-2037  baraiif  folgrtt, 
ba|  bit  Radix   Qanjtr  3a^I  bffDtiibt  3  Siff""/  bie  antern  fintit  Siut^ 
tin«  flonjen  B«^U    alfo  fui^e  i(6  bie  rol&e  3atl  berfdbiflen ,   iDtl^e  ift 
172500  fo  bet  iJimcttn  auf  Die  «(ie  SiJTtt  feit,   fo  SIetbi  mein  Radix  j 
au4  in  bet  (rfleii  gonjen  ^a^,  unc  t^ttl  mein  rot^eS»^'  ■"  ^  '^'i'/  «To  J 
fülgliilj  mein 

rotbe  3a^l  iji        172500 
ein  Iitilt^eit  ijl  57500 

bie  ge&ütenbt  ftbrearje  3a&l  'ff    17770:944 
bitireil  mir  oben  beFannt.    ba§  3  3iffern  ganj  gegeben   feint,    fo  ^abe  ii])  I 
in  bifftm  Radix  cubicam   177707944,   toel^eB  mein  Sablfn  in  9  3iffre  1 
neigen  mag,   bott)  eorbefealten  ju  ffinbt  ier  9  3iff""  ""t  »in  flmf  tinefl  ] 
Srui^eS  angenommtn  ujcibcn,   biemeil  fociel   ilirrational  Ballen  mit  ein« 
lüujfen,   ber  in  9  3iifeni  ftin  genüge  fann  a'at^en  roerben. 

3uß  (inn  geben  Bafel  Radicem  culiicnni  extraliiern  %l%  man  iif 
ge^  JU  einem  Krempel  Radicem  cubicam  aug  5()1-20370.  barauf  fot' 
flrt,  bag  bie  Radis  goni«  Bafeln  befomme  3  3'!?«"/  bie  anbtrn  ftlnbt 
f&xaS)  ein«  ganjen  ^oi)\.   alfo  fucfee  i(^  bie  rotfee  3tifel  berfelbigen,  irelt^r 

ffl  172500  bimeil  aber  ber  puntle  nit  auf  bie  erRe  B'ff"  ff",  fonbet  auf 
bit  anbec,  fo  toirbt  ju  ber  rotfetn  Qa^l,  tDtlä)e  ifl  Dorgegcbcn,  no(^  tinc 
ganjt  3^^!  addiert, 

tfeul  alfo  {ufammen    172500 

unb  bie  aanj»  So^l 172500 

23027002t 
bit  ttitil  in  3  t^til,  bieutil  ber  Cubus  bie  3  quanlitet  t|l    402770022 
ein  £rittfeeil  ifl  im  rolfetn    134256674 
fui^  b»ftl&(n  ft^watit  Bo^l  iff  3S2860159  bad  Radix  cubicam. 


I 


d 
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3uß  tln»  fltgebentn  Ba^l  Radicem  Cubicam  extrahiem. 
SBait  bfgt^rt  jti  Eintni  ertmiitl  Ratiicem  Cubicam  aug  361203700. 
blißf  3o^[  flfV  alfi)  in  i^r  Bfrsd^iirttn  functm  56i-20370Ö,   aDljier  fal- 
len aüü}  3  ijunctf,    aber  b«  Ifßlt  putttt  frlt  auf  bit  biritlt  3'if«.    obmol 
biifdbe  3abl  bcö  tortafti  GwmiJcla  rot^c  3a^I  gebütt,  alp     173S0Ö 

230270022 
fö  tDfrbm  bo*  tiDd)  jtuo  ßanje  Sa^Icn  barju  nddiert  .    .    230270022 

"633040044 

llnb  ifl  bad  btr  Urfad),  bit  trflen  6  fambt  bcn  anbnn 
3f(f">i  g«bürt  Vu  lotfjt  3a^i,  bimtil  ab»  bet  ))unct  nit  auf 
bcn  eijlen  alg  5,  au$  nit  auf  bit  ante«  a\$  6,  fonbein  ftit 
auf  bi(  brille,  fo  bat  bie  Eiflt  5  mit  bcn  anlern  3iff«n    .  173500 
unb  bie  6  batna*  diie  ganje  rbib«  Sa^l      ......   230270022 

230270022 
mü)^}a  bie  blitte  fle^t  I  baraiif  btr  fünften  feit  au$    .     .    €33040044. 
ailfü  ^ab  li^  b(t  brei  erfien  Siffetn  ibrt  rot^e  3iib'  iufam- 
men  ffiitretil  bet  tSubuS  bie  bfltte  quanlilel  ift,    fo  nimb 

bon  berfclbtn  rotten  Sa^l  bie  btitl^eil  ijl 2iW13  346 

bf§  briitljtil  ifl  He  rotfit  3<ti)l  bei  fdjnjarjtn  Saft'  'S  R»d«  824847192. 

lu§  einer  gfjjfbriien  3a()l  btr  Sßierttn  quantitet  alg  33  R*)  Extra- 
hlern.  —  SRan  btgtbrl  ju  tinom  ereniuel  Kadicem  33  au^  56120370. 
a)iet  3i&l  P'tJt  olfo  mit  ibr  Betjeiftneten  puntttn  56120370,  albier  fallen 
2  puncttn,  fo  icirt  barau§  btfatint,  bog  ba3  Radix  nur  2  3iff«  btr  gan- 
Jen  S^^i  betomme,  bie  anber  fulgtnBt  3iif(r  f'inbt  ber  SBrud),  alfo  fut^ 
obgemelltr  f^n-arje  3abt  It«  flti'urtnbt  rot^e  3abl,  wtlä)t  iB  172500 
bita-til  aber  ber  leB»  üunct  auf  bit  4le  3iffer  ftft,  fo  »tr-  230270022 
ben  3  ganjer  rut^t  3ablcn  barju  addiert,   al§    .     .     .     .     230370022 

230270022 

bieft  rot^c  3abl  \%t\l  in  4  gltiibe  tbeil 763310Ö66 

big  ifl  bir  Radix  rot^t  3abl 190827Siß 

3bt  gt bfi^renbt  f^iratit  Qa^  ijl  674080769   ob.  67  jöööÖOÖD  ^"^   ^^ 
dix  bad  U)ir  btgcbrt  ^abtn. 

Sug  tintt  gtgtbtnen  Qaf)l  Radicem  Ss  exlrahiern  *"). 
(SS   jtlgt   mtlnt  gcgtbtnt  ^it)l    ju   einem  @itni)>cl  Radix  Ss   aug 


')  33  (3<n«bejen«)  ifi  bit  Saffl  4  in  ttr  Cusb.  IBetal.  Chri<ioph  Ruilolph 
Cnw.  fol.  63.  unb  Wilhelm  vun  Cnlrlium  :  Jturtjer  ifitrli^t  non  jti^tnbju^len 
Bremen  1G2!).  pag.  133  n.  f. 

••)  SU  i9  Me  r,aMi«<:he  So^l  6  (sanol id. im)  je  !^  6  (Zcnsktibui)  SQß 
ift  7  (Biunuliduin)  jj)  iß  B  (Zengzeasdezcns)  tc  iflS  (Cabut  de  cubo)  n.  f  U>. 
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071876768  biegt  ^a%\  fh^t  alfo  mit  ifit  Mt(eic^tieten  Simctm  67187676M    f 
barauf  folgen  bnä  Sie  Rudix  '2  3iff«  irerbc  bctomuifn  cljii  bie  ffltu^  efnei 

flaiijtJi  3a^I,  fu$  ber  gegetenen  getürcnbt  rot^e  Snfcl  ifl  ■    ■    IV0500 
bictueil  ber  legte  »unctcn  nai$  bet  linf^eii  >&aiib  nic^t  auf  bie    2302700 

leflte  3iif(r  feit,   fonbet  auf  bie  «Biftbte 2302700 

2302T00 
fo  Bt^il^"  fcer  4  Siffern  aU  6718  i^r  rot^e  ^a^i  .  .  .  ._  88J3iO0 
bltfHh-  t^ei!  in  5  gleidje  t^eil  (iriit  |  i70262O 

knB  i|l  ber  rollen  ^aijX  berfelbeii  gebtoiibe  ft^iuatje  ßatjl  ba3  Radix  Ss 

271 71  "'S 
Don  671876768  a\%  582717328  ob.  BSjQgjj— 

,,3*'''f^"'   jlot^en    befannteii  Sa^fi   ein    Media   Prot»ortional   Sn^I 
m,  i"  finbm. 

m  jeiaen  bie  '2  ^a^Xtn  1I9004S21  unb  8934>3483  itjt  gefeß^mbe 
tol&e  Sa^I  ifl  /r^oÖ      unb    219000. 

Sie  33ijf(reiij  b«  rotten  Ift  201600  bie  t^eü  in  baS  ^alb 
2  gleii^e  t^eüobet  ^albiit  ip  100800 
addier  juber  Heinen  rDl6eii3n^[  i(l     ff^oÖ 
bi§  ift  bie  COt^e  Bafel  ber  medio  proportional   118200  3^^' 

unt   i^re  ft^iDatje  ift  bie 326009676 

medio  proportioDal  Qa^X,    bie  tvir  tegetireii, 

Stirn  %beni  2  medio  Pru|)ortinnal  3a^l  iu  flnbcn. 
3:^cil  bit  obgemelte  tolfee  SMffereiij  in  3  gleiche  S'^et)!  unb  addier  bit 
3f)eil  tincS  ju  bcr  fUinen  rotten  3afel/  fo  ^>)bcn  ti'ii  bie  ctf)e  rotfee  Sd^' 
btcfelbigen  medio  proporlional  S^^fel'  ober  addier  berfelbigen  tf)eil  2  ju 
ber  deinen  roifeen  3'>fel/  f"  ^<ibtn  tavc  bie  anbere  rolfee  3afel  betfelbigen 
fdjiuarjen  medio  Proportional!  3a^'-  — 

3um  brüten  3  Medio  Proportjonui  3afel  {U  flnben,  t^eit  bie  obgemelte 
^ifftrenj  in  4  gleiche  tfeei!  unb  addier  ber  S'fefil  ein3  jn  ber  fleinern  rotten 
3afel  fo  ^nben  wir  bie  trjie  rol^e  3afel  berfetbtn  ffttcarjen  medio  Pro- 
portionaljnfel  unb  addier  berfelben  tfeeil  2  }u  berfetben  fleinern  rotten 
3a^l  fo  ])a6en  toir  bie  anbere  rotbe  3nbl  btrfelbigen  f^icarjen  medio  Pro- 
portional 3"^!  ober  addier  betfelben  tfefil  3  ju  bet  fleintn  rollen  äa\)\, 
fo  ^aben  mir  bie  brüte  rot^e  3o^l  btrfelben  ©tfjiuarjcn  medio  proporlio- 
naljafel. 

9tnf  bitße  tneg  Hnnen  aUe  medio  proportional  Qa^lm  gefunbtn  »tt* 
bell,  fo  bie  2  gegebene  Suljltn  Slei^^  Suuinia  3iffeni  jjabcn,  alg  tctltei 
in  f»I()eflbem  Cwmpel  ju  erfefeen,  '    ■      '  •>  \'' ,.f  \  ■•••<■' 


I 
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Bwif^en  2  Sohlen  tin  Medio  Proportional  ßai;\  ju  finbcn. 
@fl  jtigen  aha  bie  2  gt^tbcncn  Bo^'c"  "''  mit  gUul^cn  @uiiini(ii  B'f' 
f«n,  l)(nn  bit  «ftc  ^at  7  Siffciii  Bie  onttn  8  uiib  fdnbl  al$  2J47471  unt 
tu  aiiber  It3033ü04.    ©ud)  i^tt  gefcüteiiBe  xott)t  Ba^l 

ifi 895i0    unb    H9S0Ö 

bie  addier  jurnmnttn äP5y  0 

gibt  biegt  rot^t  3n^I 2Ö9ÖfÖ"      bimdl  ain  (ineBaljI 

(in  Bifftt  niet)'^  ^ai  bcnn  bie  anbtce    .   230270022  fD  luirbl  gonj  ret^e 
Bafel  barju  addiert  ifl 439288022  tieft   rot^»  Iji    fefllb 

bit  fÄmarjt  ift  biegt  metlio  {iroportionat  Bf^I  899169^41. 

BlciK'tn  'i  3«^len  ""  iVledio  Proportional  Ba^'  Ju  fli'btn, 
Sä  jcigen  abtr  bit  2  B<'fe'(n  »it  '"'t  gleii^en  (sumnitn  B'fT""'  ^i"» 
bit  (rjle  feat  7  Biff""  bie  anb«f  fent  8  unb  ftefeenl  alfo  2447471   mib  bie 
anbec  33033604Ü.    i^rt  rottit  Ba^'  ifl 

89510    bit  anbei    iiÖSOO 

bie  flbbi«  jufanmttn     ..,■...      89S10 

tfeut  ];uf<iiiimtii 209010      baiju  addier  2daiiie 

rotfet  Bofel  bieiofil  bie  grSgtt  bie    -     -    230370022  fltint  mit  2  Bifftt 
flbtrtrifft,  fo  23027  0022  '     ■'"■i  •*' 

fumtit 669350044 

6i§e  tDtbt  Bafel  fealbit  iR  bit  rdtfet  Bafel    334775022  '-^'i- 

bet  getüteiibeii  febniarifti  Bafel,  biewrilS 

aber  gtöfeet  ijiiann  bie  ganje  toi^t  Bafel, 

fo  lüiil)  bit  gnnje  rotfet  ßa^l  subtrairt  .     230370022 

fo  M(i6l  bl(  twfe(  Bifel  B«  media  pro- 

port  Bafel 104505000  r 

lüelfte  i(i 284:)3«213. 

Birlfi^en    jirefeeti  Sifelen  ein  Medio  Proportional  B^fe'  li"  flnben. 
®fi  jeiflen  a6tr  bit  2  Bofe'fn  bie  mir  botfalten  al§  folgit: 
bie  erjlf  mit  6  Bijfetn,  bie  onbtrt  mit  y  Biffern 
bit  erfle    3D3419  bie  anbei:  30J»3(ISIS  ifer  gebureiibt  rotfee- 

111000      Bafel  unt      111500 

111000 

nibblet  jufammtn  tfeut     ...    .     .     . ;  222500 

barju  addier  3  gaiijt  tolfet  B'ifel  bie^  230270023 
mtl  rill  Bafel  Bit  anba  mit  3  Bifftt  23027  0032 
Ütttlrifft,   fo  23027  0032      . 

fombt  bit  tetfee  Bafel 913210066  fealfeiW. 

BOtibiStrfeal6en3(ifeIsubbie(ia!ij«tolfee    45660S038''    '    '       ' 

23037  002»  "M"i  '■'  ■ 

fo  bleibt  biegt  rolfef  Bafel     ....     236335011 


i. 


333  eiesvatd:    Zur  Gachithle  und  UleraHtr  der  logartthme*.  ^B 

ttx  gcbÜKitbe    merlJo    (irDfiortioiial  3a^l    Iceli^t  Ifl  %14159'12   unb   ifl      ■ 
umb  (In  3iff(t  mttit  benn  bie  »ft  iinb  baS  i^  bcr  bmci^  ba§  [<%  blf  gonjc 
rüt^t  3a^[  ni^t  inr^T  btnn  cinma^l  bon  b<T  ^albtn  ^albirten  rottien  ^tÄ)\ 
^ab  titmm  mSgtn. 

Sreifä)'"  2  äaijltxi  (in  medio  proporlional  3a^l  i"  finlKn^ 

<Sä  icigm  nB»  bit  2  Si^Itn,   b»  niii  »orfaütn,  al^  foldd. 

Sie  tcjlt  mit  5  3ifF«tn  bie  anbtr»  mit  9  Qx^txn  iinb  iji  bit  trflt 

32891    Ei(  flnbtrt  Ift    454907654 

II?H  9t6üttnbtYyi»Ofi?35/  rotdt  3nl)I  15S500000 

abbi«  jufanmtm H90673  51 

t^Uft  bit^f  tot^c  30^1       ....    Sr056735i 

botju  abbir  4  flaiijt  toltie  3a^I  bit-  230270022 

»(il  (int  bit  anbt«    mit  4  äiff«".  230370022 

Ü6ettriffl,  230270022 

/-    r     i.vc      ...    T  <.,  .,    t  ,=■       230270022 
®D  tombt  biegt  totltt  3abl  bit  ^aiPitr  JJg]ß4f4sg 

unb  bon  btt  falben  rot^tn  subtrahir  5958237 i9-= 
bit  Qaitjt  lot^t  3<i^l  unb  fu(^  btrcn  fcEiiciiriie. 

Sipifi^m  2  Ba^ltn  (in  Medio  Proportional  3a^l  ju  finbin. 

©a  jtigtn  ab«  bl(  '2  ßat}Un  bic  mit  botfornnKO ,  al&  bit  ®rft  mit  4  3lff*r" 
bie  anbtte  mit  <J  Sifftrn  unb  fitbenbt  alf  57ti4      bit  anbtr  3876498^3 

i^rt  fl(bür(nbt  i7Si7 0640  tottjt  ßa^^  135500000  bit 
fflbbltr  jufammtn I75i7  0640 

mo*t  bit§t  TOt^t  3aW 310670640 

Darju  fünff  ganjtr  rot^it  3a^I  bieiwil  bie  dne  bie  an-  230270022 

btt  mii  fünff  3i^(tn  übertrifft.  230270022 

230270022 

230270022 

23027  0022 

2)l(6e  nbbitttt  tol^e  3a^I  ^albitr  §46202  0750 

ift  bfe^t  rot^t  3a^I 73iOi037S         ' 

iDorbon  fubttire  bit  ganje  rot^t  3af)I  fo  offt  ol8  i^  mag,  * 

in  bifgdit  eiemttd  3  ma&l,  banimb  mirbt  bit  Medio 
proportional  3a^I  3  3iff(tn  me^t  ^6tn  bann  bie  Crfit 

unb  bleibt  itjrt  rot^e  3a^I 40200309 

2)i(6et  gebfi^rtnbei;  f^ioarj«  3"^!  iH  bit 
Medio  proportional  ^i%\ 149478591. 


eiesuald:    Zur  Cesrhichle  und  LUtratvr  der  ijtgariOimm.  333 

Sicifi^tn  2  Si^lm  2  Medio  Proportional  Sohlen  i»  {^nbm. 

®8  ijl  auf  imfrt  meinung  dne  geriitflt  Sßercntnuna  ein  234  ob«  mt^t 
Medio  Proportional  3a^Ifn  JffiiW'"  '-J  Wanklen  ^a^\m  ju  flnbm,  M- 
tiintfi  luoUcn  luu  bi(  ä'Ktnbttung  6efonH  niatfefn  bu(d)  ein  lätempd,  »eU 
djte  JU  botnen  kurd)  Mannet  ^ix^im.  gegeben  Ifl  unb  jttfim  bie  2  Bi^l?!«! 

119004521  unb  8y34L'3483 
iiire  gebörenbe  lot^e  3a^l  iji     i74o6     unb    219000 
tie  251ffererti  ber  rotten  Sfltfl  ift  201600    bie 
t^eil  in  3  Ifieil  ifl  ,    .    .    .     67200 
(Sin  33ritt^eil  abbiet  ju  ber  Rei- 
nen wt^t  B# i7400  I, 

So  ip  bie  rote  ^a^t  b«  «jlm 

Proportio S^tfOÖ  3alll  ' 

i^K  geeö^renbe  r*"-'«iie  3af;I  ift  bie  23(^)839. 

3lüei  Sritltjeil  ber  3)iffennj  b«  tot^  3a^I  ift    134400 
unb  bie  fleinf«  rot^e  ^a'iji  abbier  botju  17400 

bi§    ifi    bie    roHte  3a^l    bet    anbet    Proportional     ISiSOO  3a^I. 
l^re  gebÜKnbt  ©c^iratje  .3«^!  iji  bit  459326198. 


I 


A.  B.  C.  D. 

119004521  23(ß0839        45932698  893423483 

17400  84600  151800  219000 

Sic  fi<^  f;elt  A  JU  B  airo  ^elt  ft(6  B  ju  C  unb  C  ju  D. 


3niif4(ii  2  3o^I(n  3  Medio  Proportional  B^^lc"  Ju  finben. 

es  iciatn  bi(  jn^o  befannten  ^a%\m  l]d00452I      unb      893423483 
i^K  flrtatenbe  lol^e  3a^t  ift  17400    bct  anbet     219000     ,, 

ifite  SJiffetenj  ijl 301600  if 

bie  t^cil  in  4  gleite  l^eil  In  ein  t^eil      -  50400  ''* 

17400 
ber  t^eil  (ine  abbim  ju  b«  «einen  rotten  3af}l    67800    bie  ift  bie 
gttürenbe  tDlfje  3al!l  S«  ®*tcarj  196986715    biefe  ift 

blt  crftt  unglei^  Medio  proportional  St^L 

■      Bum  anbtm  abbier  t  b»  rotten  3)[ffereni  ju  ber  fleinen  rotten  3a(I  al§ 

50400 

50400 

unb  bie  Reinere  rot^t  3ay 17400 

gibt  bie  rol^e  3«^!  ber  anber  Proportional  118200  3a^l 
S8(l(^re  ift  i^rt  gebfircnbe  Si^uarjf  3»^^!  32606967fli 
bit  anbtr  ttge^rte. 


38t  euiwaM;    7.vr  ehe¥e»tf  und  tHeratur  äer  t^ivrmmen. 

3um  btittoi  ail<ner  -.  t«  rot^fn  SUfftrenj  50400 
S0400 
50400 

unti  bif  rifinnt  rot^f  S"*! _/7400 

fcie  ifi  fcle  rot^f  3at)I  ber  krftten    l»nipnrtinnal  /flSflOO  3"^'- 
iBeI*t  ift  i&re  gtijOHnbf  ©djrooi^e  3"^!  53973810« 
ble  brittt  titgtljcte.  — 

Bailfc^eii  2  aSiet  Medio  PropnrtiniiBl  3a(lm  ju  jlnbtn. 
es  ifigm  bU  Wannten  Sa^Im  nlß  119004521      unl 
i^»  gebölürenbe  rotte  Sa^I  ifl    .    .     .      i7(/0Ö     bie  anbet  ■  219000 

\^xt  Siffttenj  Ifl 201600 

bi(  t^fil  in  5  ßlfidje  t^eil,  b«  ip 4032Ö  ,      ,,,,,/ „^ 

btt  fUine  tot^  3aöl  addier  gu  b«  g  .    .    .    .     17400         4, 

big  ift  bie  rolfit  3a^I  bet     ...:....     57720   '     '  "^J  "^J 
ßt6ürenber  ©^raarjen  (St|len  Medio  Proportional  3a5[  17809931?.  ^,j 

2  " 

3uni  Qubmi  aebteir  ^  ju  btt  fItinen  totlj  31^1  40320 

^  40320 

btt  Eleiticrc  rot^e  3a^I 17400 

l^ul  (ufamitien  bif  flebüniibt  rbtje  3iit!l  b«  98040 

onbtr  Medio  Proportional  3a^l  W(I*e  ift  266565813. 

3iim  britten  nbbite  ^  jii  bet  flelnen  tolljen  3ti^r  40320 

tfÖ320 

bit  fleinere  rot^t'  3a^I 1740O 

t^iit  iufommen  bit  gtbfirtnbt  rot&t  3a^I  bei  138360  ' 

btilten  Medio  Proportional  3a&I  wel*«  iji  398896111. 

4 

3um  ufnien  flbbi«  p  juber  tl(inei:ni:Dt6(n3a:^Wei2S0 

bit  Otinrie  rotfjt  3a.til 47400 

Hiut  jufnmnien  bie  flebörenbe  rot^t  3n^I  bet  178680  -'''   " 

Dierten  Medio  Proportional  3e^l.  ml*(  ifi  596978352, 


M  i  g  c  e  I  I  e  n. 


i  In  der  AbbaDcilung:  De  eymptomatibus  (luatuor  {iiinc 
in  eodem  plann  sitornm.  Acta  Acudemiao  seien' 
tiar  Imp.  Pelrop.  1782,  P.  I.  p.  3.  hal  Bnler  eine  «ehr  be- 
merhenswerlhe  Relation  zivischen  den  sechs  geraden  Linien,  die 
vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  unter  einander  verbiniien,  be- 
wiesen, und  zur  Aufllieung  verschiedener  Aufgaben  angewandt, 
von  denen  er  sagt;  „Huiusniodi  quaestiones  a  Geometria  quidem 
plures  sunt  pertractatae ,  verum  earum  solutiones  plerumqu«  in- 
gentem  propotiitioiium  geomelricarum  farraginem  requirunt;  quin 
etiam  plures  novas  rectani  in  Sgura  duci  oportet,  ex  qaibns  certae 
reiationes  cum  reliquis  colligi  qiieant,  unde  tandtm  solutio  deside- 
rata  obtineri  possiL  Hie  igitur  in  gratiani  Geometrarum  non  pa- 
runi  ostendisse  juvabit,  quoniodo  opc  duornm  tantum  Lemmatuu^ 
omnes  huiusmodi  quaestione»  pertractare  et  ad  solutioneni  perdu-, 
cere  liceat,  ita  ut  nuilis  alüs  rectiä  in  subsidium  vocandis  sit  opus.'' 
Man  sieht  aus  diesen  Worten  u.  A.  aucb,  dass  schon  eüiein 
Euler  ein  solches  Geivirr  von  Uüirslinien,  mit  denen  namentlich 
jetzt  manche  Schrirtsteller  ihre  geometrischen  Figuren  zum  «'ah- 
ren  Schrecken  der  Schüler,  ftir  die  diese  sogenannten  Uebungen 
häufig  bestimmt  sein  sollen,  zu  übericieben  und  vüllig  zu  bedecken 
belieben,  nicht  zusagte,  wie  dies  auch  aus  allen  übrigen  geome- 
trischen Arbeiten  dieses  grossen  Mannes  sehr  deutlich  erhellet; 
ein  solches  Gewirr  von  Hüirslinien  lässt  sich  aber  in  der  That 
auch  fast  immer  vermeiden,  wenn  man  die  betreffende  Untersu- 
chung   auf  ihre   allgemeineren   Principteu    zurückführt  und  durch 
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vorausgeschickte  Lemmata,  wie  die  älteren  feineren  Geometer 
immer  thateii,  erleichtert  und  Tereinfacht,  ivas  namentlich  der 
Uehersichtlichkeit  stets  sehr  fiirderlich  und  besonders  immer  dann 
unbedingt  nothtrendig  ist,  wenn  es  sich  um  geometrische  Uebun- 
gen  für  Scbiiler  handelt.  Die  in  Rede  stehende  allgemeine  Re- 
lation zH'ischen  den  sechs  geraden  Linien,    «eiche  vier  in   einer 


Kbene  liegende  Punkte  unter 
Hülfe  mehrerer  trigonometrischer  Sätze 
Transformationen  betviesen,  die  zwar,  w 
nicht  anders  sein  kann,  lehrreich,  aber 
figkeiten  nicht  frei  sind;  auch  scheinen  ii 
benen  Ausdrucke  der  in  Rede  stehenden 
fachsten  tu  sein.  Ich  will  daher  diese  Relati 
Aufsatze  auf  eine  mir  sehr  einfach  scheine 


den,  hat  Euter  mit 
und  mittelst  mancherlei 
e  dies  bei  einem  Euler 
doch  auch  von  Weitlfiu- 
lir  die  von  Euter  gege- 
Relation  nicht  die  ein- 
n  dem  vorliegenden 
Weise   entwickeln 


¥ 


und  zugleich  auch  auf  ihren  einfachsten  Ausdruck  zu  bringen 
suchen.  Freilich  wird  man  sagen,  die  folgende  Enlwickelung  nehme 
die  analytische  Geometrie  in  Anspruch;  aber  dies  liegt  im  vor- 
liegenden Falle  mehr  in  der  Bezeichnung,  als  in  der  Sache,  und 
fiescbieht  hier  bloss  der  Einfachheit  und  Kürze  wegen;  denn  in 
der  That  setzt  die  ganze  folgende  Entwickelung  nichts  weiter  als 
den  pythagoräischen  Lehrsatz  voraus,  und  hält  sieb  insofern  selbst 
weit  mehr  im  Gebiete  der  reinen  Geometrie,  als  die  Entwicke- 
lung  Euler's,  welche  trigonometrische  Sätze  zu  Hülfe  nimmt. 
Wem  die  Bezeichnungen  und  Begriffe  der  analytischen  Geome' 
trie  nicht  zusagen,  wird  dieselben  aus  dem  Folgenden  leicht  aus- 
scheiden und  durch  andere  ihm  mehr  geläufige  ersetzen  küi 
Die  sechs  geraden  Linien,  welche  die  vier  Punkte  unter  ein£ 
verbinden,  werde  ich  im  Folgenden  absichtlich  ganz  eben  so  wie 
Euler  bezeichnen. 

Die  vier  Punkte  wollen  wir  durch  A,  B,  C,  D;  die  Linien 
BC,  CA,  AB  respectjve  durch  a,  6,  c,  und  die  Linien  AD,  BD, 
CD  respective  durch  p,  g,  r  bezeichnen.  Nehmen  wir  dann  den 
Punkt  D  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Courdinatensyslems  an 
und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B,  C  respective 
durch  X ,  y;    Xt 


I 


chungen: 


.  y»; 


I  folge  nden 


.r»  +  j"=:|)ä,     xi'^^yi^^tj*,     x^\y^=r* 


mseeüen.  3S7 

Zieht  man  die  drei  ereltQQ  Gleichungen  der  Reihe  nach  ron  den 
drei  letzten  ab,   so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichnngen: 

2{xxi  +yyi)  =p«  +  ^«— c«/    '.  ! 

Nimmt  n^n  nun  aber^  \^^a  offenbar^  phn^  der  Allgf^m^inheit  sa 
schaden «  verstattet  ist^  die  Linie  DA  als  den  positfyen  Theil  der 
Axe  def  ersten  Coerdtnaten  ^n,  s^  \^i  x:s^p,  ^=0«  nud  die  drei 
vorhergehenden  Gleiehpiigen  gehen  dann  in  die  folgenden  über: 

.-•■»..  ......  .  ■     ;  ■    -  •  ,    '  * .'      I  •      *       ,       , 

2;>Xi  =/i* + ^* — d^. 
Alsp  ist 


!.      .    /. 


und  folglich^   weil 


«  •».,•^1' 


'  ;t  ■ 


ist: 


«a.  />«  _  #.'i\2  (y2  ^  p2  ^'6«)2 


„.=^_(£!±^)!.  ,..=^-£^±1 


also 


Nach  dem  Obigen  ist  aber 

also  .. 

2y,ya=5fa  +  r«—  a« — ^^ä 2 , 

folglich  '•  • 

und  daher,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

Theil  XXVI.  28 


r.  .  • .( 

i    1 ; .-, 


l9>+r«- 


(r'  +  p'-f)  (?■  +  ?'-»'). 


4|,'- 


=5-,,, 


fr'+p'- 


i|. 


\> 


leichten   Reductionen 


welche    Gleichung  man   nach  i 
sogleich  auf  die  fulgende  Form  bringt; 

Dies  ist  die  allgemeine  Relation,  welche  zwischen  den  secha, 
die  vier  Pnohte  A,  B,  C,  D  unter  einander  verbindenden  Linien 
a,  b,  c,  p,  q,  T  jederzeit  Statt  IJiidet,  und  zugleich  die  vor- 
stehende Form  derselben  nach  meiner  Meinung  die  einTachste, 
wenn  euch  freilich  nicht  in  Abrede  zu  stellen  ist,  dass  bei  weite- 
rer Entwickelung  dieser  Gleichung  sich  eine  grössere  Anzahl  von 
Gliedern  derselben  gegenseitig  aufheben. 


Eule 
folgenden 


■  findet  nach   i 
Form; 

+cV(c*  +  r2- 


r  Methode  die^^e  Relation   unter   der 


r^-O+a^yV 


(=0 


+  c>V  -  e*r*  i  (n*  +  *''  -  c")  +  (/»*  +  V*— r«) ) 

welche  aus  der  von  uns  gefundenen  Form  leicht  abgeleitet  wicdji 
wenn  man  die  Quadrate  und  Prodiicte  gehörig  entwichelt.  Auch 
Icann  man  diese  Gleichifng  auf  folgende  Art  darsteUeav 


k 


iVCa'  +  p'j  +  o'jV 


MiiceHen. 


33b 


PI 


Dass  diese  Gleichungen  bei  der  Auflösung  vieler  Aufgaben 
treffliebe  Dienste  leisten  künDen,  leucbtet  von  selbst  ein.  Sind 
z,  B.  von  den  secbs  Linien  a,  b,  c,  p,  9,  r  riinf,  etwa  a,  b,  e, 
P'  9>  geg^l'^n*  uod  <lie  sechste  r  soll  gefundeD  iverden,  so  wird 
mau  die  oben  gefundene  tileichung  auf  dio  folgende  Form  «in«! 
Gleichung  des  vierten  tirades  bringen: 

Wir  wollen  jetzt  das  Viereck  AB  CD  betrachten,  indem  wir 
dessen  Selten  Äß,  BC,  CD,  DA  nach  der  Reihe  durch  a,  b, 
c,  d  und  die  beiden  Diagonalen  AC,  BD  durch  e,  f  bezeichnen. 
Dann  müssen  wir  im  Obigen 

a  =  6,    ö=e,    c=^a,    p=^d. 


v 


f,      T  =  C 

setzen,  wodurch  wir  die  folgende  Gleichung  erhalten: 
+  cY*(e»+/^— a«— 6»— r«— <i»5+e«fiV  / 

e*/«  +  eY*  -  (a^  |-  6«  +  c«  +  d^}  e^p 

(aH^-^f^d^-a^c^—b^d^)«*  i 
(<M^-\-b^c^-^aH'^—^<P)p-  i  ~   ' 


Sind  je  z 
einander  gl  ei 


i  gegenüberstehende  Seiten  des  Vierecks  ABCD 
so    ist   a:=c   und   b  =  d,    und   die  vorsiebende 


Gleichung  nimmt  also  in  diesem  Falle  die  folgende  Gestalt  an:  ' 

oder,   wie  man  sogleich  übersiebt,   die  Gestalt: 

80  dase  also  entweder 

ea_^/^_2{flH**)=0    oder    eV*-{«*— ft')»=:0;"'     "-' 


.  entweder 

2(a2  +  Ä«)=e'»+/'    oder    (n«- 


igt.  Die  erste  dieser  beiden  Uleichungen  gilt  bekanntlicb  dannj 
wenn  das  Viereck  ABCD  ein  Paralielogramm  ist'  Die  zweita 
Gleichnng,  welche  man,  vorausgesetzt,  dass  a  grösser  als  b  ist^* 
kürzer  unter  der  Form 

darstellen  kann,  gilt  dann,  wenn  das  Viereck  ABCD  die  in 
Taf,  IX.  Fig.  6.  dargestellte  Form  hat,  wo  die  Gegenseiten  AB=-a, 
CD=^e  und  BC=b,  DA=:d  wieder  einander  gleich  sind.  Denn 
in  diesem  Falle  sind  offenbar  die  Dreiecke  ABC,  ACD  und  ABDi 
BCD  einander  congruent,  also  ^ACB—^CAD  und  j^ADB 
^j^CBD,    folglich 

^ACB^^^ADB  =  ^rAD^^CBD  =  1R, 

so  dass  sich  also  um  das  Viereck  ACBD  ein  Kreis  beschreiben 
IJfsst,  und  daher  nach  dem  PtolemSiscIien  Lehrsatze 

AC.BD  +  AD.BC=AB.CD 
oder 

AC.BD  +  BC^  =  AB^, 


A^—BC-^^ 

*  bewiesen  werder 


ACBD, 


Wenn    im  Allgemeinen  das  Vii 
,  so  ist  nach  dem  PtolemSischei 


reck  ABCD  ein   Kreisviereck 
Lehrsatze 


AB.CD-\-BC.DA  =  ACBD. 


^ 


1  der  obigen  allgem 
elbe: 


I   Gleichung  ac  +  Ad   ffir 
— 6*-d«)  ( 


-(ac+Ad)!'(n»  +  Ä»)-c«  +  da) 


also,  wi^.man.jficht  GaslH:,, 


msteHen.  341: 

und  folglich,    »eiin  man  H-iedt-r  ^^^ 

setzt:  '' 


also: 
Co  I  gl  ich  : 
oder 
oder 


{ab  +  cd)e—{ad+bc)f~  0, 
(ab  ^'  cd)e  =  [ad  •\-  bc)f, 
ad  +  bc:ab-f-cd=e:f. 


in  welcher  Proportion  gleichfalls  eiue  merkwürdige,  leicht  in  Wor- 
ten auezusiirecheoHe  Eigeiischaß  des  Kreisvierecks  enthalten  ist. 
FOr  jedes  Kreisyiereck  hat  man  also  die  beiden  Gleichungen: 

1  denen   eigeotlich    die    vollständige    'Vheorie   des    Kreisvierecks 
enthalten  ist.     Leicht  erhült  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen: 

a  =  (t<-  +  6</)(t>rf  +  6c)  _iav  \-bd)(ab  +  cd) . 

^  ~  ab  +  cd  '   '"^  atf+6c 

also    zur    Berechnung    der    Diagonalen    eines    Kreisvierecks    aus 
Keinen  vier  Seiten  die  Formeln: 

* /"(nc  +  bd)  (ad  +  bc)  4/\^c  +  bd)  {ab  +  cd) 

*-\  ab  +  cd  •     '  —  y  ad  +  bc 

Weitere  Betrachtungc|i  über  diesen  Gegenstand  (iberlassen 
wir  dem  Leser.  Die  allgemeine  Gleichung  kann  noch  zu  verschioc 
denen  anderen  bemerkenswerlhen  Folgerungen  Veranlassung  geben.' 


Die  Grundfläche  AA'A'A'"    eines    vierseitigen  gerade  stehen- 
den schief  abgeschnittenen  Prismas  sei   ein    Trapeiium    mit  den 
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Ctr  stbÜTtnbt    ineilio    proportional  3a^l    Wtliit  i|l  061415942   unb   i|i 

umb  tfn  3i{T"  inc^ir  btnn  bie  (tfl  unb  baS  i|1  bec  bctodg  ta.%  läj  bit  songe 
rot^t  3i^I  nidfl  >n(^r  taciin  ilitma^I  Don  bti  falben  ^albittm  rottjcn  3«^I 
^at  ntmm  mfgtn. 

3iiiif(5fii  2  Bai;lni  ein  medio  proportional  3a()I  gu  flnbcti^ 

(SS  {(igm  aUx  bit  2  3<>^Itn,   blt  niii  borfaditi,  alg  fDl(|tl. 
Die  «Pc  mit  5  3i|ffni  bie  anbe«  mit  9  Siffern  unb  i|i  blt  «ffe 
328'Jl    Hit  anbt»  1(1    454907654 

lIjH  gtbürtnbt  «906735/  rot^t  3a&I  iSiSOOÖOO 

2lbbltr  iufamoltn ii9067S5i 

l^utt  biegt  rot^t  3a^I      ....    370567331 

barju  abblr  4  gaujit  xoüit  ^aijX  bit-   230270023 

iDtll  tlnt  ble  anbm    mit  4  Blffern.  230370022 

üfctrtrlfft.  530270022 

^    t     ..^c      .t    Ol,.,    .:  ,c.       230270022 
©0  fonibt  bi(§t  tot^t  3o()l  ble  ^alEitr  JJgJß^f^fsg 

unb  bon  bei  falben  rot^tn  gubtraliir  5958237 19-^ 
bie  ganje  rct^t  3i^^  »nb  fu(^  bertn  f^icatit. 

3irif4(n  2  3a^I(n  dn  Medio  Proportional  3a^l  ju  finitn. 

SB  jeigen  aber  ble  2  Sat;Un  bie  mir  bortomnien,  alf  bit  Htji  mit  4  3'ff«"i 
bit  anbere  mit  ä  Biffetn  unb  (It^enbe  alg  5764      bie  anbei  387649833 

i^it  dff>^"nbe  /7J/7Ö6^0rDt^t3a^l  135500000  bie 
«bbltr  sufammen 175170640 

mo^t  bieit  «t^t  ScW 31067  0640 

Datju  fünjf  ßonjti  rot^t  3o^I  biemell  blt  eine  bie  an>  230270022 

b«  mit  fönff  3iffecn  überttifft.  230270023 

230270032 

230270022 

230270022 

Elfte  abblerte  rot^e  3a^I  ^nlbi«  146203  0750 

ifi  bleft  rot^e  3a^l 731010375 

SJatöon  fubliiit  bie  gnnäe  rot^e  3a^l  f"  "fft  als  Idj  mag, 
in  bleftm  iSremi^el  3  matil,  baiumb  niltbt  bie  Medio 
proportional  Qdi}l  3  3iff«"  ""t^r  ((abtn  bann  ble  (fir(lt 

unb  bltibt  i^ie  iotf)t  Ba^l 40300309 

3)i(f(r  9eböl;i(nber  f$ü)n(iei  3a5'  'P  Mt 
Medio  proportional  3a^I 14947^1. 


$ 
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^icifi^m  2  ßa^Ien  2  Medio  Proportional  Qa^Un  ju  finbnt. 

Qi  ift  auf  tinfrt  mtiiiunf)  (tut  geringe  ^imn^ciung  tin  234  ubtt  mt^r 
Medio  Proportional  Bii^le"  jwtfl^en  2  bcfantittn  St^'en  ju  fiitEtn,  ba* 
tiim6  iroOtn  mit  bie  ^jcrenberung  btfanbt  mad;«!  burt!^  (in  ffitcmtiel,  totU 
iiti  JU  bocnm  burd;  bcfannte  Bnl^'t"  d'S't'oi  ift  unb  jtigen  bie  2  Sa^Itn 

1190045-21  unb  81^23483 
i^»  0(bii«iibt  rot^f  3aI)I  ifi    y?^oÖ     uitb    319000 
bi(  Siffmnj  ber  toi^m  Satjl  ifi  201600    bit 
tfiHI  In  3  tbtii  ift  .     .    .    .     67200 
«In  Srittfefil  obbi«  ju  btr  fttU 

itm  xai^t  3«^' 17400 

@o  ip  bi*  role  3a[)l  btt  tt|i« 

Proportio 84600  Sa^l 

i^n  g(bfi^t(nb{  ft^warjt  3a&t  'il  bt(  23020839. 

3m(i  I5tittl)(il  ber  ©iffereni  bei:  tol^  Sa^I  Ifl    1S4400 
unb  ti(  Heinere  tul^e  än^I  abbier  barju  17400 

big    ijl    bie    rot^e  Bn^I    ber    anbcr    Proportional     151800  Qatit 
i^xt  eebarenbe  @$marj(  .Qa^l  l{t  bit  459326198. 

A.  B.  C.  D. 

119004521        23020839        45932698        893423483 


17400  84600  151800  219000 

mt  (vi)  t}tU  A  ju  B  alfo  ^ell  fii^  B  ju  C  unb  C  ju  D. 


Sniift^en  2  da^Ien  3   Bledio   Proportional  3i^l(n  JU  finbcn. 

(fajtlstnbte  j^o  beCannttn  Säulen  119004521      unb      893423463 
i^tc  gtbftrenbe  Tut^e  3a^l  iil                   17400    ber  anbn     319000 
ibn  ajlferenj  Ifl 201600  ■  i 

bie  t^til  in  4  gleist  iW  in  (En  t^dl      •  50400  '' 

17400 

in  t^eil  (ins  abbicre  ju  b»  {IHnm  retten  3a^l    67800    bie  Ifl  bit 
gebütenbe  rot^e  Qüifl  ber  ©ttmarj  19698671S    bitfe  iji 

bie  ftfle  ungleil^  Medio  proportional  2ai)l. 

K     3uiii  onbftn  abbin  |  b«  rotten  2iifferenj  ju  ber  Helnen  rot^m  3a^I  al§ 

50400 

50400 

unb  bi(  rifinere  rotfe  3a^I 17400 

gi6t  bie  rotlje  Baljl  ber  anber  Proportional  118200  Safjl 

mtlii)ti  ifl  i^te  gebürenbe  Si^irarje  Sa^l  326069676. 
bit  nnbtr  tege^rtt. 


In  Betreff  des  Punktes  P^  überzeugt  man  eich  zunächst  bi>- 
mittelbar  von  der  ganz  allgemeinen  Gültigkeit  der  beiden  Glei- 
<:hungen : 

xg  =  b  eo9  A,    yo  =  Xo  cot  If ; 
also: 

XQ^=bcQBA,    yo-=bcosAcoXB. 
Nach  den  Lehren  der   Trigonometrie  ist   aber 

cogj|  = nj 1    cosö=— s >    8inrf  =  — . 

ibc  ica  ca 


und  folglicfat 

Was  ferner  den  Punkt  P,  betrifft,  so  Qberzeugt  man  sich  auf 
der  Stelle  von   der  Richtigkeit   der  zivei    folgenden   Gleichungen: 


c  +  ä(^u— ic),    y,= 


also: 


2^ 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

'.■  +  ^o=c+ 2^ = ^— 

also: 


6^+ Sc» 


6c 


2^ 


Ferner  ist  in  Betreff  des  Punktes  P^  offenbar  in  völliger  Allpe-' 
me^nhf^Ji    .^ 

,.,.,,(.,.,..„,  3:a  =  yiConJ,     ya=„  .^  r^'  ., 


MisC€llen.  9tf 

Nun  ist  aber  bekanntlich  nach  den  Lehren  der  ebenen  Geemetrl«'.' 

,   ^  =  iVÖM^6  +  cJ(i  +  <.'-a)(f+a-ö)(a  +  6-c). 
und  nach   belcannten   trigonometrischen   Formeln:  ' 


Y£ 


+  A+c)(6  +  c-a). 


4ÄC 


t/Ta  +  ft  +  c)  (6 +  «■—«) 
V   (c+o-6)Ca  +  6-c)' 


ind  lolglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


Was  endlich  den  Punkt  P^  Iietrifft,  so  ßbcKeugt  man  sich 
mittelst  einer  einrachen  geumetrischeu  Betrachtung  sogleich  von 
der  allgemeiaen  Gültigkeit  der  zwei  Gleichungen: 


1 


•■i=^c,    2C=SBtaBgC  öder  3:8z=2^'    Ss  =  2' 
Nun  ist  aber 

'"''= — 5s —    r^\  „ 

also 


4^ 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


^a=  ; 


ys^ 


Auf  diese  Weise  erhält  man,  »ie  es  mir  scheint,  die  Aus- 
drücke der  Coordinaten  .fo,  Jy;  a:, ,  j, ;  afa.  ja!  %>  Sa  durch  die 
Seiten  a,  b,  c  des  Dreiecks  J£C  am  leichtesten;  Eruier  bedient 
sich  zur  Entvrickelung  derselben  bloss  der  gemeinen;  Geometrie, 
vras  aber,  wenn  man  sich  zni;leich  von  der  allgemeinen  Gültig- 
keit der  Formeln  rücksichtlicli  der  Vorzeichen  der  Coordinaten 
überzeugen  nill,  nach  meiner  Meinung  nicht  so  zweckmässig  ist 
wie  der  Gebrauch  der  allgemeinen   trigonometrischen  Formeln,  in 


/HiiceUim. 

deren  Antreiidung  der  vorliegende  tiegenstand  zaglekb  eine  gute 
Uebung  für  Anfänger  darbietet. 

Rücksichtlich  des  Inhalts  J  des  Dreiecks  ABC  hemerkeo 
wir  noch,  dass  sich  derselbe  durch  die  drei  Seiten  u,  b,  c  tw^ 
kantitlicb  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  lässt: 


wie  auf  der  Stelle  durch  Eiitwickeiung  der  Formel 


4ö*c» 


;;;:„;:.:u;v 


,  ,M»lv~- 


II. 

Euler  bestimmt  duii   itie  Entferaungen    der  Punkte   Pg,  Pi, 
P^,  Pg  von  einander  mitleist  der  bekannten  Formeln: 

,i»i.  ,..,«.  I;..     PoPi''=(io-^.)'  +  (y.-si)*. 

PiP,'=ix„-^)'  +  ()oSä'. 
P„P,«=(i„-i.)"+  (J(„-S.)'. 
P,P,«  =  (*,-»,)'  +  (S,-S,)», 

P,R,«=(i,-.-.,)'  +  (j,ä-S,)^ 
und  findet  auf  diese   Weise: 

/       «a  +  öö+c» 
P„P,'=J^  \  -a«(J«Te«) -*'(<.''+ »»)-«,••(..■ 


-36J«  , 


(Alle  1*1  Htm 


■+4') 


-„•(4  +  e)-S'(c  +  o;-c'(a  +  4) 
-o<(6'+e")-t»(eMn')-c«(«''  +  n 
+  3a'6c  +  36*ca+3c*fl6 
-2o'Äc(ft+c)— 363ca(c+«)— 2e»a*{a+ft>| 

+  8o»S'e'  ■  '"^'  ' ..„,.„.,., 


t. 


16^2 


> » .     ft 


1^ 


''iPa'  = 


1  I  +  ö*(ft+  c)  +  6»  (c  -f  «^  4  i5»(<i  -f  ») 


■  \ 

1 1    - 


's. 


+  3a«6»C* 

a6c  )+a4(6+c)  +  64(c+«)  +  c*(a  +  6) 


^•''»'  -  16(«  +  b  +  0« J»  i  +ö6e(.<»  +  6«  +  c^) 


,'  '  a«+  6»+c»  ,      ,      .        ,1 


I 

^  -2a»(6Hc*)-26»(|P«+a2)-2c»(a«+6«) 


a4  +  ö*+c* 
a6c 


-t-abcia  +  b  +  c) 


16(a  +  6  +  c)^ 

"  ^2a«6a-26«ca— 2c«a«  J 


lii. 


..  .  • 

Um  diese  AusdrGcke  zu  veretefa^ben",    fsftrt  nan  Eni  er  die 
drei  folgenden  Hiilfsgrossen  ein: 


•■'i    i.  ,..:'.■         :"  ; ':  :    ('•■  ••'ir>    -..i 


/ . 


p^rza  +  b  +  c,    ^  =  a6+6c  +  ca,    r=a6c; 

!»•    ■-      . .    ■.-,    «  ■'    ^.\ 

zwischen  denen  und  den  Seiten    a,  6,  e  die  folgenden  ferneren 
Relationen  Statt  finden:  >  .ftu/ü    t-i    «i  >]i/ 


«3(Ä  +  c)  +  ö''(c  +  o)  +  ca{<i  +  ö)=pV-V-P»-' 

Nachdem  er  nun  noch  liemerkt  hat,  dass  sich  die  Formel  für    ' 
P^,P^  liUch   aof  folgenden  Ausdruck   bringea   läset: 

\  '  +3o6c  ,      ' 

-    <^l  (^-.v       ■-    I  ■-■   -,.    ■■  .  •■■\,' 

j  udcCn'+ft'  +  c«— 2ii6  — g&c— 2TO)(a-f6+c)+9aa6'c» 


findet  er  für  die  Quadrate  dei 
genden   Ausdrücke: 


!cbs  Eiitferijungen   leicht  die  I 


p«Pi'=iji-iip'-''i). 

1  «>*>' '    " 

PoP,'=i^-p^+3,-y 
P.P.'=i^-p-^+-^',. 

1 

Ans  diesen  Gleichungen   Tolgt  auf  der  Stelle: 

1*.  nf||it|»)|M 

p«p,  =  Ip,p,,    PtP,=lp^P,- 

,.,.1',:,  „-..h 

Auch   ist  immer                                                      ' 

und  andere  Relatiouen  würden  sich  leicht  Doch  mehrere  finden  lassen. 


Im  Vorbergebenaen  ,siod  fiie  Quaaratie  der  Eotiernuneen  durch 
die  vier  urossen  ^y  p,  q,  r  ausgedrückt.  Euler  zeigt  nun  end- 
lich« dass  die  Quadrate  der  sechs  Entfernungen,   wenn  man 

45  =  ipq  — f>'  —  Sr 
setzt,    bloss  durch  die  drei  Grossen 

.  t '  ,      .!.;);■'••     >     ;   i '  .  ■  '  •  ♦    f     •'!«':■/        " .       :  ^  ■• ;  •  «jl  ■  j  ;        -  /       i  >  I »    i ;  • 

awigedrfickt  werden  können.    Ans  diesen  Gleichungen  folgt  näiiilldb 


also  ^ 


,    •    .  V 


und  weil  min 


!:i.r.i'»i/. 


r.i  »;/. 


U' 


also  4^r=i/?i  ist,    sa  Ist^  .'  ^\ 


und: 


R'^    R   ' 


.    .  .  •  .'-..'  1   ,' 

•  ' .         <       •  -       <  .  .  .  •    >  ;.  . !  I ■    I 


-, 

.-•••1 

••{ 

■      » 

f\  \  .; 

•    <   «     •   •   «» 

1                     It   I 

.' 

::,.! 

il( 

: : '  )  -i 

:i  .    ..'X   ;••  •'[«;.     ij 


•  -'''«>'      I  : 


«     ■   N  •»,  ■;     *-\\:    .!.<   "^     t  —    ^-V-..        's:» 


360  mteellen. 

Aus  je  Tieren  dieser  Gleichungen    lassen   sich    die    i 
P,  Q,  R  ganz  eliminiren,   wodurch  sich  mannigraltige  Relationen 
zwischen  den  Quadraten   der  sechs  Entfernungeti  ableiten  lassen, 
tya«  zu  zweckmässigen  Uebungen  Veranlassung  geben  kann, 

»Ml    B't*"    .«HL  ■    ■  ■■ 


die    Gri>8sen  ^| 

I 


IT. 

In  der  Abhandlung:  De  variis  methodis  clrculi  qna- 
draluram  numeris  prosime  exprimendi.  Commentarü 
Academiae  scientiarum  Petrop.  T.  IX.  p.  222.  hat  Euler 
dia<  J'nlgendes  allgemeinen  Formeln  zur  Zerlegung  eines  Kreisbo- 
gens mit  ratiooaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen,  deren  Tan- 
genten gleiclifalls  rational  Bind,  angegeben:  ,  -_-_  \\ 


j^^  +  Arctang^., 
+ Arctang^^  +Arctarg -. 


d—c 
+  Arctang-^-^+  Arctang^, 


Dass  aus  der  ersten  dieser  Fornteln  die  tibrigen  durch  iveitere 
Anwendung  jener  ersten  Formel  folgen,  ist  klar.  Die  oben  ge- 
nannte Abhandlung  ist  deshalb  so  wichtig,  weil  Euler  in  dersel- 
ben das  merkwürdige  Hüirsmiltel,  durch' ZeHegung  der  Kreisbo- 
gen mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen  mit  rationalen 
Tangenten  stark  conveigirende  Keihau  zur  Berechnung  des  Kreis- 
umfangs  zu  linden,  zuerst  vorgetragen  hat. 

In  dieser  wichtigen  Abhandlung  gielit  Eulei  auch  die  beiden 
folgenden  bekannten  Formeln  Für  den  Umfang  des  eingeschriebe- 
nen und  umschriebenen  Sechsundneunzigecks  an,  den  Halbmesser 
des  Kreises  der  Eivbeit  gleich  gesetzt! 

96 .  V(2- V(2+ V(2  +  V(2  +  V3)))) 
und  •'    ~''y      "'■■" 


192.V(2-V(2+V(2  +  V(2  +  V3)))) 
VC2  f  VQi  +  %^Oi+  V(2  +  V3))))     ' 

welche  zwei  Gränzen  tär  den  Umrang  des  Kreises  lieferD,  so  dass 
Euler  also  auch  diese  Form  der  vorstehenden  Formeln  zuerst 
gebraucht  hat,  die  man  in  d«n  Blenieitten  jetzt  häufig  anwendet, 
um  Anfängern  die  Müglichkeit  der  näherungsweisen  Berechi(UPg 
des  Rreisumfangs  anschaulieb  zu  machen. 


Bezeichnet  man  einen  Vector  einer  Parahel  durch  r,  und  den 
von  diesem  Vector  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nach  dem  Schei- 
tel gezogenen  Linie,  welche  wir  durch  p  bezeichnen  ivollen,  so 
dass  4p  der  Parameter  ist,  eingeschlossenen,  liSO"  nicht  über- 
steigenden Winkel  durch  tp;  so  hat  man  nach  der  Natur  der  Pa- 
labsl  offenbar  die  Gleichung  ,.   ,r-:li>1 


.  lliUtn  ibiiA 


und  Tolglich,  wenn  man  diese  Gleichung  ii 
bekannte  Grösse  anflöst: 


<p''  =  ip(p  — T  cos  rp), 

ipTCOS(p 4p* 

n  Bezug  aur  r  als  i 


Bin  51' 


Wcitvatw ir> säner  Natnr  nach  po^liv  Ist,  m  kam 


setzen,  welches  die  bekannte  Polargleicbung  der  Parabel  ist,  die 
man  auf  diese  Weise  am  leichtesten  erhält. 

Ist  nun  r'  der  dem  Vector  r  direct  entgegehgesetzte  VechW- 
und  9>'  der  von  demselben  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nach 
dem  Scheitel  gezogenen  Linie  eingeschlossene,  180''  nicht  über- 
steigende Winkel,  so  ist  natfirlich  ganz  eben  so; 


Nun  iel  aber  q>' =  liHy—if,,    also  !,tp'—^—lg>,  unil  folglich: 


MÄcWt'-" 

'■-.in-.,,- 

co5iT'=e,   .1»;,,«  = 

folglich,  »,„„ 

man  .Jdirt: 

£+£  =  l.derl+' 

Voraus  auch 


folgt,  Eo  dass  also  der  vierte  ThetI  des  Parameters  immer  l^'itJhl 
aus  zwei  einander  diruct  entgegengesetzten  Vecturen  berechnet  « 
den  kann. 


Auch  erhält  man  r 


jogleich  aus  dem  Obigen: 


cofi4qj«=^qj^,     siniijia  =  ^q;^,,     tangisp''=p 

^  F..   .'    ..InlHl.l'i  kttH 

oder,    da  iv  nicht  grüsser  als  90"  ist:        ,,,-,|i,,,    ^...iii;)  -.iit 

und  hieraus: 

Bezeichnen  irir  jetzt  die  den  Winkeln  tp  und  qj'  entsprechen- 
den Sectoren  der  Parabel  respective  durch  Sund  S' ,  so  ist  nach 
einer  bekannten  Formel  der  hüheren  Geometrie: 

»ilt  ,l«i  l3>l.  S  =  \J"^  r^q,. 


l)l,.> 


'?  ixnfil 

N.J.»//  :)l>iiS8fori 


mueUet^  158 

Setzen  wir 

tang  4g)  =  f«,    sec  ig)^  =  1  +  «* ,    cos  \q>^ = rTiÄ 


1 


und 


COSjg)-*  COS^g)^       C0Sf9^  ^      '        ^         ,^^jj 


so  ist 


y^~f^  =  2/(1  +  f£«)St«  =  2(f*  + Jf*»)  =2(tÄngigi+*taBg49)»);.. 


also  auch 


f  c-5i"*  =2(tangi9,+  Jtangi,,»), 


und  folglich  nach  dem  Obigen: 

S  =  p«(tang  4g)  +  i  tangjg)»). 
Ganz  eben  so  ist 

S'  =;?«(tang4g)'  +itangjg)'s), 
oder,    weil  g)'=:18ü®  — g),   4g)'=90<^— Jg)  ist: 

S'  =  p»  (cot  4g>  +  J  cot  ig)8). 


r 


•)  // 


x'O 


Ist  nun  ^  das  von  der  durch  die  Vectoren  r  und  r'  gebilde- 
ten Sehne  abgeschnittene  Segment  der  Parabel^  so  ist 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

I 
t 

^  =  ;7^ttang|g)'f  cot4g)'f  4(tang|g)*-f  cotig)'))« 
also,   wie  man  leicht  findet t 


oder 


oder 


^_   ^ l+3taBg4g>^ -f  3tangig)^.f  tangjy« 
^  3  tang  4g)' 


.(l  +  tang4g)*)*  »« 

'^       ocangig)'  osini^'cosjg)' 


und  weil  nach  dem  Obigen  * 
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ist»  80  ist 


.      ,      8rr'Vr7 
sin  qr  =  -7 — ; — tvä 


Srr'Vrr' 


Weil  aber 


# 


P  = 


11./ 


r+Z 


Ist,  so  ist  auch 


2:  =  J(r+V)VTi^. 


VI. 

Aufgabe 
aus  üer  Lehre  von  den  Maximls  und  Minimis. 

^       Den  Winkel  x  so  zu  bestimmen,  dass  die  Function 

y  =  sin  ^*  sin  (Ö — o:) , 

wo  0  ein  constanter,  zwischen  0  und  180^  liegender 
Winkel  ist,  und  auch  der  Winkel  x  zwischen  0  und  180^ 
liegen  soll»    ein  Maximum  oder  Minimum  wird  *). 

Auflösung. 
Differentiirt  man  y  nach  x,   so  erhält  man 

^=:2sina?cosa?sin(d — ^)  — sina:*cos(ö — x\ 
=  sin2^sin(d — o?)  — sin^*cos(d--a:), 
und  folglich 

g-^  =  2cos2arsin(Ö  — ar)  — sin2:ccos(Ö— -a:) 

—  2  sin  o:  cos  x  cos  (ö — x)  —  sin  x^  sin  (ö— x) 
=(2cos2ar — sina:*)sin(Ö— o:) — 2sin2^cos(d— o?) 
=  (2cosar* — 3  sin. T*)  sin  (Ö — x)  —  2sin2j;cos(d — x). 


*)  Diese  Aufgabe  ist  fär  die  Nautik  von  Wichtigkeit.  Hier  erscheint 
sie  nur  als  eine  mir  sehr  zweckmässig  scheinende  Uebangsanfgabe  aus 
der  Lehre  von  den  Maximls  und  Minimis. 


Die  gemeinschaftliche  Bedingung 'des  Maximums  und  Minimums  iBt 

6in2ai8in(6  — a?) — Binar*  cos  (ft^«)=;;0, 
d.  i. 

sin  ort  2  cos  o:  sin  (0 — «)— sina?cos(d  — ar)|  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  in  die  beiden  Gleichungi^n 

sina?=0 
und 

2cosa:  sin  (ö— a?) — isin^:  cos(d — x)  =0 
zerfiillt.  -'  '«. 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen,    nämlich  aus  der^ 
Gleichung 

sin^sO, 

ergiebt  sich,  weil  x  zmßchen  0  und  180^  liegen  soll,  ;r=sO  oder 
an  =  180^«  Führt  man  dies  in  den  zweiten  Differentialquotienten 
ein,  so  erhält  derselbe  den  Wertfa  2sin6;  und.  da  dieseir  Werth 
positiv  ist,  so  wird  die  Function 

^  =  sinar*sin(d — x) 

für  :r  =  0  und  Mt  ^slSCfo  ein  Minimum. 

Aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämlich  aus 
der  Gleichung 


folgt 


also 


oder 


also 


2cosarsin  (6 — x) — sin  o:  cos  (ö — a?).=  0 , 


2cosa7  8in(d — ar)  =  sinj:cos(d— ar), 


2cotartang(d-— a?)  =  1 


2(tangg— tanga?)  _  ^ 

1-f  tanigdtanga:  ^ 


2(ta^'g0-^tang^)=tanga?''f  tangö^tanga?*,  '' 

tang  d  tanga;*  -|-  3tangart=2tang0, 
tanga?*-!- 3€otdtaBga?=2, 

■  ■  ■     '  '"    3'  1  ;  •''  ■' 

fang«  +  j$ftt0=:^:^Y8  +  9cot«»; 


Mtt-  ilMMrirtMML 

— r — ^"'~' 


oder  auch 


•  .1     ^ 


tanga?Ä;-|cot^e(liY'I+|taiige^, 


■  flA       •}  :*'> 


oder 


tang:rs=— 


3(»it\  1  +  Qtaiig(f) 


.  tj 


■:r;.      ■...".  •        ■   i.:i 


2tangd 


isl  nabk  dem  Obigen^  dinr  cweite^  DMbrentimlqaotieiit 

!  . »    ^i*  J I   1  ..•••.■  ■  .     I '  •    ■      ■  ■ 

'  ''^is(9cöiba^*--^36iD:r*>8l0(d--.^)--8eoBji^0iD(9-*a;h 

. .  -  «f 

d.  i. 

:•■  .   ■■:    .\      ^:  .■■'■■■■  ■\.  .         .■  ■       .  ■    ■  ■      ■  J 

und  das  Zeichen  von   k-^    ist   also    immer    dem    Zeichen    von 
«in(d — x)  entgegengesetzt. 
Es  sei  nun  erstens 

0<Ö<i90o. 
In  diesem  Falle  liefert  In  der  Formel  * 

3  A  I         § 

tanga:=  — 2C0tÖ<ldb\  l+gtangö«) 

das  obere  Zeichen  offenbar  einen  negativen,  das  untere  einen  po- 
sitiven Wertb  von  tangor^  oder,  für  das  obere  Zeichen  ist 

für  das  untere  Zeichen  dagegen  ist 

Nimmt  man  daher  das  obere  Zeichen  ^  so  ist  jedenfalls 

'       Ö>ö-«>— 1800, 


foüglipb  M0^a>y  negntN,*  alf6   g^'  positi? ,    und    dulMr  g  ein 

Mioimuin.    Wävey- wenn  man  da«' mtera  Zeicbao  nhnmt/  jr>ft 
so  wäre,    da 

ist«  auch  tanga:>  tangd,   folglicfc 


oder 


8  4  4 

l+gtangÖ«>l  +  3tangÖ«  +  gtangd*, 

••  •  ■  .  ■       *• . 

0>^tangÖ«(l  +  tangfl«), 

•    •'        '    •     .«r  .  .    ; 


.  •  ■-•  I ;  1 


oder 


0>ötangÖ*secö', 
was  offenbar  ungereimt  ist.    Also  ist  ar<d,  und  folglich 


0<;ö^a?<9Qö. 


■I 


j   t,-.      ■:  -.1 


daher  sin(d—a:)  positiv «  also  02  "^S^^'^  >  ^^^^S'^^'i  ^  ®>ö  Maximum. 
Sei   ferner  Zweitens 

In  diesem  Falle. iif^fert  in  jdef' Formeln. . 


das  obere  Zeichen  offenbar,  einen. positiven,  das  untere  einen  ne- 
gativen Wertfa  von  tangj?,  oder  für  das  obere  Zeichen  ist 

I  I        ■ .  ■      .     ... 

für  das  untere  Zeichen  dagegen  ist 


'5     .-.iiU  f;/::'  ■ 


90«  <  .T  <  180«. 
Nimmt  man  dabbt  djia  AberafZeidbeii,  so  Ist  jeMtehfalls 


(iiyigli<;h  mB{e-^x)  positiv,  aUio  g^i.flegatirr   und    daher  y  ein 

Waximam.;    Wäre»!  ifv^eiin^  man:  das  unlere  Zetchra«  niüimt»  as  <^ 
«o  wäre,   da 

900  <^<  1800,    9eP<ar<l80o 
tat,    —  tang:r>  — tangd,   folgück  ::  !  :  <  <>-  »: '  i 


oder 


also 


|^ot«(t-^^Y  Irf  |tanggft»)>-^ta»g^ 
2  (-  cot«)  ^Y  }  Tf§tattgÄ»--l  j  >  Y  tangö, 
^    V  H-gtangÖ«>l  +  3tange«, 


was  gans  wie  vorher  angereimt  ist.    Daher  ist  x^O,  und  folglich 


0>ö— ar>— ,1800, 


•  i 


daher  sio(d— o:)  negativ,    also  g-^  positiv,  folglich  y  ein  Minimum. 
Wenn  also 


Ö  <  ö  <  900 


ist,  so  ist  y  für 


tanga:=— gcotöCl  +  Y  l  +  gtangö«) 
ein  Minimum,    für 

3  ▲  I         8 

tangar=— ^cotÖ(l'- y  1+gtangÖ*) 

dagegen  ein  MaximuDA.  . 

Wenn  dagegen 

90o<e<180o 
ist,  80  ist  y  f&T 


tanga:=  - |cote(l  +  V  *  +  a*»ns,«") 
ein  Maximum,  für 


i  Janga^==-|cptö(l;^y  l  +  ^tangö«) 
dagegen  ein  Minimum.     < 


.  ■•    ! 


MMeUem,  300 

Ein  Maximum  wird  y  iüt 

tanga:==-.|cotÖ(lW\  1 +§tang(^), 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  niiprot, 
jenachdem  QO«  <  ö  <  ISO^  oder  0  <  ö  <  90«  ist. 

Ein  Minimum  wird  y  iulr 

tanga:=— ?cotö(l±y  l  +  |tapgÖ«), 
.*•."■  ■, ■  ■  '  -. 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  öder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem 

0<Ö<90o   oder  90«<i9<180o 

ist. 


Um  X  mit  Leichtigjceit  berechnen  "^zq  können  >   berechne  man 
den  Hiilfswinkel  co  mittelst  der  Formel 


• ;  i    I  '  f        •'»•»»• 


2^2  ■  ■ 
tangio  =  -"Y"  (tangö), ; 

WO  (tangd)  den  absoluten  Werth  von  tangd  bezeichnen  soll«  und 
nehme   co   zwischen  0  und  90^.    Dann  ist 


d.  1. 


tangarss— ^*«otd(ll:V^3  +taÄgc»^, 


3         cos  (0-1-1 


odj^r 


tang^=-f-5Cotd 


~-3       ,^'1+C08i»--  ■   l:H.-  ;...'• 


C0SQ) 


folglich 


{ 1 


'■"••■     i     '•  ..'\ 


3cotdcosia>^ 

COSQ) 

tang;r  = 

3cotösinia>« 

.       .    "*"  C(V8(»    .        . 

•I  'n  r.     t      I     •<  u      ,:  I  :i  / 

Uebrieens  kann  man  die  Gleichung  v 

2cos4?sin<Ö.— aO  =?  sinarco«(ö  — ^) 

noch  auf  eine  andere  sehr  einfache  Weise  auflösen.    Addirt  man; 
nämlich 


auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  erhSIt  man 


folglich 


\n{6—a:)  =  8\BxcoB(d—a:)+cosx8\D(ß—x)  =  8\ne 


x+x)  +  ain(i9— j:  — ar)|:=ainö 


stsine+8iii(e— 2a:)!  =  B; 


sin(ö— 2:r)  =  — «einfl. 


miKelst  welcher  Gleichung  sich  x  besliumen  lässt.  Rifcbsichtlich 
der  Gränzen,  zwischen  denen  man  x  nehmen  niuss,  ergiebt  sieb 
aber  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  Folgendes: 
'"  'WMih  '" 

0  <  Ö  <  90« 

ist,  so  moss  X  fUr  das  Minimum  zwischen  60*>  und  180",  für  das 
Maximum  zwischen  0  und  30^  genommen  werden. 
Wenn  dagegen 

ÖO»  <  e  <  180" 

ist,  so  muBs  X  für  das  Minimum  zwischen  90". und  ISO",    Rir  dar  ' 
Maximum  zwischen  0  und  90"  genommen  werden. 

Es  muss  also  immer  x  für   das  Minimum  zwischen  90°  und   | 
IBKf,    für   das  Maximum  zwischen  0   und  00°  genommen  werden. 


VII. 

Aufgabe    für   Schüler. 

Zu  lH^ü.t,n,   du.  '  """"*• 

4(sinqD*  +  cosp*)  =  1  +  3cob29)* 

lltllb/  .      ,     Mii-i   t'tfU   ll9«4l] 

d:<iti»tti 


j^y  Ajr-* 


"    \  ^ 

''"'■"--^ 

1 

X 

'/^7f 

7V-. 

/  (/  '-^ 

■ /\  j 

^v-- 

i  \    i 

Äw».. 

"  r 

^UA^PC  Arehip 


ft^<'-wi 


MfJf 


in 


l" 


J^.^»>. 


'^ 


iVim  I 


v- 


Theä/im. 


GrtuurtjirMv. 


Füf.Sjft^f^J^. 


1        » 


n*^-." .-- 


'  T     .»       ' 


^  • 


neiim 

TafH 

»• 

: 

1 
\ 

'' 

• 

/S. 

w 

^ 

=*■            «o» 

I  V.* 


TheilJm. 


nrfjr: 


I 


*  • 


GnuurtArMv. 


K^.f$jn,fs. 


ThkUm. 


s^ar. 


a/ 


GnuurtJnkw. 


Jf^.^,Zt,Z3. 


^       / 


SheiUm. 


(^^nmertJhxkw, 


t 


V    • 
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IhJ  viiiItiiilKi''  •tiht*» 

XXIV. 

Deber  die  Ausziehung  von  Wurzeln  aus  Zahlen. 

Von 

Herrn  H.  Kinkelin, 

Bezirhdehrer  «u  Aarbarg  im  Canton  Aargau. 


§.  I. 

Der  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  ist  die  Zurückluhrung  der 
Äus^iehung  der  nteo  Wurzel  aas  einer  Zahl  auf  die  blosse  Qaa- 
dratwurzelausziebuug  mittelst  der  Ketten brücbe.  Wir  wShleo  zuerst 
die  Cubikwurzelausziebung  als  Beispiel,  uro  den  Gang  der  Metbade 
deutlich  zu  machen. 

Es  sei  die  Va  zu  berechnen,  so  sei  y  ein  angenäherter  Werth 
derselben,  den  man  auf  irgend  eine  Art  gefunden  habe,  so  dass 

y=V'B— y<l  (1) 

numerisch  genommen.     Erhebt  man  diese  Gleichung  auf  die  dritte 
Potenz,  so  kommt 


od« 


y9  =  „_j,3_3ve,a.y-f.3(/„.j,« 
y*  =  a-y^~ZVa.y{Va~r)  ■ 


y^-{-ZVct.yy=:a—f, 


woraus  gefunden  wird: 

Tlwil  XXVI. 
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»  =  r^P^-  (3) 


3>rV/«+ya 


s     * 


Da  nun  y<l>  also  auch  y^<l9  nnd  man  immer  Vtt>l  an- 
nehmen darf,  so  wird  ein  erster  Nährungswerth  sein: 

Diese  Näherung  wird  den  wahren  Werth  von  y  äbersteigen.    Die 
zweite  Näherung  ist 

3yVa  +  ^i« 
oder»  wenn  der  Kürze  wegem 

a — y'  =  iii  (4) 

gesetzt  wird: 

'welches  unter  dem  wahren  Werth  von  y  ist.  Die  folgenden 
Näherungen  werden  abwechselnd  über  oder  unter  dem  wahren 
Werth  von  y  sich  befinden,  und  es  ist 

(27y3a+my.m  1    ,  ' 

2^»~"3y(27ya«  +  i«*)2+81y*m«ß*^^  •  ^"^  ^ 

allgemein 

y«=^*  .  (5) 

wo  y^  bloss  Ton  m,  er,  y  abhängt.    Denn  es  ist 

3 

m  wi.V«*   ^       Witt  l 

und  sonach 

2'«+^-3ya+3^n'a^ 
die  Berechnung  von 

3ya  +  y^^ 
unterliegt  also  keinen  weiteren  Schwierigkeiten. 
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Hat  man    oun    auf  solche  Weise    irgend    ein  y'n  anf  eine  be- 
stimmte Anzahl  Dezinialen  berechnet,  so  ist  dann,  da  man  allgemein 


•i/a  —  y^~-  oder  Vo*  — yV^sy', 


V«=|±i^)^  +  4/ 


durch  eine  Quadrativursel  zu  erhalten  ist,  wobei  man  das  Zeichen 
-|-  nimmt,  nenn  j-^Va  und  dos  Zeichen  — ,  wenn  y'^\a.  Der 
Fehler,  der  biebei  begangen  wird,  indem  man  statt  des  allge- 
meinen Werthes  y'  einen  berechneten  y'n  nimmt,  werde  mit  A 
bezeichnet,  so  ist  absolut  genommen: 


V 


Für  den  Fall,  daea  y'  positiv,  d.  h.  }'<V(t,  tvird  sonach 
•M'ijjinl  w«  t    n    1.  j^^s'o—S'.^ 

iat  aber  f'>Vti,  also  y'  negativ,  so  ist 

Setzt  man   nun    noch  der  Kürze  wegen  y'n — y'^S'n,  so  ist  also 
beKSglicb : 

^„<^"   und   dn<^-  (8) 


Fassen    wir   nun   die    allgemeine   Wurzelausziehung  Vk  in'a 
Auge,  so  kann  sie,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  durch  blosse 


4 


384   iffnkeUn;    üeber  die  Aus^lehung  vm  Wjirsetn  rms  7.a/Hen. 


Quadratirurzel-Äusziehunp;  nuf  V  zurückgeföhrt  werden.     Allge- 


I 


=  2P.i 


ist,  so  ist  die  V^  auf  die  angegebene  Weise  auf  die  Va  reduzir- 
bar,  wo  fi  eine  angeraile  Zahl  ist;  und  wir  brauchen  somit  bloss 
diesen  Fall  zu  betrachten.  Nun  ist  es  immer  müglicb,  einen 
NäheruQgswerth  y  zu  fludeii,  so  dasä 


2/  =  Vß-y<l. 


(J) 


absolut  genommen.  Sollte  dies  von  vornherein  nicht  miigüch  sein, 
so  dividire  man  a  so  oft  dnrch  lÜ^,  bis  sich  y  als  eine  der  Zah- 
len 1,  2,  3,  4,.-. .9  herausstellt.  Es  bandelt  sich  jetzt  darum, 
jf  als  Wurzel  einer  Gleichung  vom  fvfen  Grad  darzustellen.  Ver- 
fahrt man  dabei,  wie  Eingangs  §.  1.  angegeben  wurde,  so  findet 
man  allgemein: 


Diese  Gleichung  spezialisiri  sich  für  fi— 3,  S,  7  auf  folgende 
Weise : 

S"  +  ZAi/  =  K  —  y* ,  A  =  yVa;     ' 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  werden  folgende  sein: 
V"-/,  V«.(Cos|'+,Si„'^)-,,....i>..(Co.?^+,Sm^-^). 

deren  Zahl  ft  ist.      Unter  ihnen    ist  bloss  die  eine  reelle  Vo— 
deren  Berechnung  unser  Zweck  ist. 

Anmerkung.     Wenn  <t  =  ßt',  so  gebt  Gleichung  (2)  Über  i 
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/i-1   /x-1 


••••  +  W  ^  13  ^  y^ßf^^yf». 

Ist  also  a  eine  beliebige  Zahl^  deren  Faktoren  ß  und  j^  sind, 
so  hat  die  Gleichung 

.••+f*a  *  y^ß^—yf"  \  (3) 

die  Wurzeln 

p — y  und  p(Cos — -f-tSin — ) — y,  wo  k  eine  ganze  Zahl. 

Setzt  man  einen  der  Faktoren  ß,  y  gleich  der  Einheit,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen: 

2^"+ f  «»•«-«  + |('*7^)aV-* +  ••••  + f*«^.V=- («^  - 1) ; 

dereb  Wurzeln  resp.  sind: 

a— 1,  (aCos l)-|-taSin  — 

und 

,  ^     2ä:jp  ,   .Q.  2kit 

1— a,  Los — —  a  +  iSin — • 

Wird  endlich  noch  a  =  1 ,  so  erhält  man   als  Wurzeln  der 
Gleichung 

die  imaginären  AusdrOcke>  die  in  der  Formel 


^     2kn      _   ,   .^.  "ikn     ,        ^^.  «ä;«  2A;ji^ 

Cos—- — >«l^tSin —  oder-r-2Sin* — +»SiD*T^ 


oder 


'•-  .'..■        :•.  j.  ..ir 


\ 
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2Sin^.l-Sin^+iTo8^|, 

wo  k  eine  ganze  Zahl  vorstellt,   enthalten  sind;   fi  ist  eine  un- 
gerade Zahl. 

Aehnliche  Gleichungen  lassen  sich  aufstellen»  wenn  fi  eine 
gerade  Zahl  Ist;  jedoch  sollen  sie  hier,  als  nicht  zur  Aufgabe 
gehörig,  übergangen  werden. 


§.  3. 
Aus  der  Gleichung  (2)  $.2.  erhält  man  nun 

Man  setze  der  Kürze  wegen  wieder 

yVa^Ay  «— y/*  =  Ä)'  ,  (2) 

so  wird  die  Form  von  yi 

(3) 

B 

y       ^—1      /i— 3         M— 6  ' 

wo  die  a,  b,,,..p,  q  nur  von  |[i  abhängig  sind. 
Der  erste  Näherungswerth  von  y  ist 

B 

.Vi= — ^>  (4) 

und  wir  wollen  nun  beweisen,  dass  allgemein  yn  von  der  Form  ist: 

M 

WO  iRf  nur  abhängig  ist  von  y  und  o,  und  keine  Va  mehr  implizirt. 
Der  folgende  Näherungswerth  yn^i  wird  gefunden,  indem  man 
rechterhand  vom  Gleichheitszeichen  in  (3)  für  y  seinen  Näherungs- 
werth yn  substituirt.    Thut  man  dies,  so  kommt: 
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y«+i  =  "f — ^3 ' — qiizi '^^^.'-  ■      ■' — 


oder 

(5) 

g^     «    

E^jat  aber 

also  von  Va  uoabhlugig.    Es  implizift  daher  der  Nenner  von  jft^i 
kein  V«t  mehr.    Ferner  ist 

wobei  auch  ^I^m— i)/*  von  V«  unabhängig  Ist.    Wenn  also 

M 

so  ist  auch  yn^\  von  derselben  Form.    Es  ist  aber  yi  von  dieser 
Form  laut  Gleichung  (4),  folglich  ist  die  obige  Behauptung  bewie- 

A» 

sen.    Da  nun  nach  (2)  ^  =  yVfff  so  ist 


t . .' 


und  somit  darf  man  setzen: 

V«  * 

welches  die  Form  für  alle  Näherangswerthe  von  y  Ist.    Um  den 
Uebergang  von  y'n  in  y^ii-i-i  stt  finden,  darf  man  bloss  in  (5)  f&r  ilf 


I  gi»**ti»t  «M«p  iff«.4«(«ä!Ai0V  «»^tt'wMfii  oitA^ZdMfln; 


den    Werth  y'^.y  *  setzeD,  so  findet  man,  wenn  abkBrzend  (17  = 
gesetzt  wird: 


'"' +iC'  3  ^y  *'•'-" + -  ■ +'^"2''^"' + »^" 


g.  4. 

Es  soll  nun  der  Fehlor  beatimmt  werden,  der  begangen  wird, 
iveon  man  bei  einem  bestimmten  i/„  stehen  bleibt.  Da  der  Nen- 
ner von  ^n  keine  negativen  Glieder  enthält,  auch  wenn  y  negativ 
ist,  so  werden  diese  N^herungswerthe  abirecbselnd  absolut  grös- 
ser und  kleiner  sein,  als  der  wahre  Werth  von  y  und  zwar; 

y2v+t>g,  yiv<}j. 

Der  wahre  Werth  von  y  liegt  also   immer  zwischen  yn  und  yn+iil 
und  folglich  ist,  wenn  nur  auf  den  absoluten  Werth  gesehen  wirdil 

yn—y<yH—yn^i- 

Bezeichnet  man  also  den  begangenen  Fehler  mit  dn,  so  ist 
Nan  ist  mit  der  angenommenen  Bezeiclinung: 

t^A-^-v\(^  %  ^)  Jr^v^ +....+ **%"-= + .v"-'    *^ 

lolglich  wird  * -i'i  .  'ttt    ' 

+  ör.<Sn— — 7-  oder  ^  ^2  . ,  ~    " " 


I 


B-|./«'s,-j(''J')/«V--— l-l».»-Hff,^„j 


äMittltm  ■'/Mpr.dte  Auniekimf  »oh  Wmmtß  <wr^e«Mm- 

oder,  wenn  man  den  Werth  /  i   ■     \ 

'-   :.vV(      .■    ■;         1 


einsetzt^  auch  für  — ön,  +0«  scKreibi: 

oder 

-j('*J*)4^g.;|~*Ä*-....M9«'Ä«-»-Ä'-M 

'  '   ' 

oder  um  so  mehr  •  -     i 


■»•:■■..       •••;»i 


*  — .  %t 


oder  angenähert: 


■        ii««-.      + 


/U— 8 


■er) 


"  4^n+ig>n  f  9>Ll        <P«* 


oder 


. . .-  ;    :  ')    't  ft    «••»»»; 


v*fi)JV  :■ 


-CO 


Es  ist  aber 


also 


cU  yi  das  grösste,  y«  tet;  Cpfelii?!!  wW;  .  ,   .   ,f  ,;;ni,  . 


\—  • 
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da  9i  das. kleinste  q>ni  oder,  da  dud 

yi  =»  — 53»  Vi  =M  "  • 

^«  < 8i5=? *«-*  » 

Oder  endlieh,  da  (^f  )=^^+^>/^^"^'\ 


woraus  nan  . 

und  am  so  mehr 

Es  bleibt  noch  öi  zu  bestimmen.    Der  nullte  Näherungswerth 
von  y  Ist  yo  =  0,  folglich 

Oo<yo— yi  = ;u=i' 

^4  a 


also  wegen  (2): 


«i< 3^-  (3) 


J2ftM   « 
Dies  substituirt,  gibt  endlich: 


*.<-- 7^.  (4) 


12»fAM'^'    2 

welche  Formel   noch    vereinfacht    werden   kann,    indem  man  für 
il=:)fVa,  einfach  j^  setzt,  fiir  den  Fall,  dass  }^<Va.    Dann  wird 
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Ist  aber  y>  V«>  so  wird  4>V«^  und  A^y*  and  fpigiich: 

und  somit 

Mau  bemerkt»  dass  die  Näherung  eine  ziemlieh  schnelle  Ist 
Sie  ist  um  so  schneller  mit  fortschreitendem  n,  je  kleiner  ^  ist« 
je  grösser  /f  und  y  sind. 

Da  sich  diese  Methode  besonders  gut  eignet,  die  5te,  die  7te 
und  die  3te  Wurzel  auszuziehen,  so  mögen  die  Spezialisirungen 
obiger  Formeln  fSr  diese  FSlle  folgen. 

Für  fi  =  5  wird : 


und  für  ft=3: 


für  |A  =  7: 


§.5. 


Es  wurde  gefunden; 


oder,  da  ^=  V«  — y: 


3Xt  MHitt^imi*  ^JMm'iMe  Au$9i9k9m0^^mm^\Wmm9ni  inuiUBMlM. 

Hieraus  könoen   nun    auf  folgende   ^wei  Arten  quadratische 
Gfeidiungen  erhalten  wördeb;  '-'-•'>  '" 

L>^Mlltt'iiiitiiti(flialr»  dM  CHetebong  (1>  nrit  V^^^/  ifö  er- 
bSlt  man:  • 

woraus 

AjÜ    ■.^•4llll■^i-__l^l!ilJ•L!•.     »il--.  :-.•      •     •    ,  5:      --...5    ,      1       •.:•»(!      «i 

Wa9^  das.  Yprseichen  .der.  Quadratwurzel   anbelangt,    so   wuroe^ 

/*    ^ 

dasselbe  als  +  angenommen,  weil  Va'^'imm^'  eine   pöWitiFO 
2.    Man  multiplizire  die.^Giej^^^ypg  (l).jBit  V^x  f...,  .ffio-kommt: 


n  e+j    1  , 

V««  =2ly'  +  V^4«y+y«),  (3)      . 

woypn ,  bezüglicb  deis,  Vorze.icbens  der  Wurzel ,  die  nemlicbe  Be- 
merkung wie  vorhin  gilt. 

Man  bezeichne  diesen  letzten  Ausdruck  mit  a,  und'  insofern, 
als  ein  gewisses  tf'n  dabei  genommen  .wird,  mit  On,  so  ist  der 
Fehler  von  0»:.  \  '  *^ 

1  V«  *  / 

^«=2^'**^^ — 2 — ^"  '  ^^^ 

und  der  Fehler  von  V<x  ^  =a'n  wird  also  sein: 

A*  ^ 

da  «'«  =  --««. 

Hiemit  ist  nun  der  \^>rgesetzt9n  Aufgabe  ein  Genüge  geleistet. 


Kinheiin:   Geber  die  Ausfdtkuna  von  Ww^n  m»  Zakkm,  873 
indem  nachgewiesen  wurde »  dass  die  Ausziehung  der  V  zurück- 

2  2 

gefuhrt    werden   kann    auf   die  Ausziehung  der  VI  oder  der    V 
Wurzel  einer  Ziähl,  welche  durch  einfache  Kettenbruch -Operatio- 
nen aus  der  gegebenen  Zahl  gefunden  wird.    Ist  nemlich  On  oder 
a'n  berechnet  nach  Vorschrift  der  Gleichungen  (2)  tiiid  (3),  so  ist 

mit  einer    gewissen    Genauigkeit  JD'n  und  JD«,    welche   nocli  'b^^ 
rechnet  werden  sollen.    Man  findet  nemlich  leicht: 


i  .  •  ^  »♦  ,      •  •  •  / 


V-I)y  V«  « 


oder  annährend : 


r.  =  ^i;'   ■  (2") 


tl> 


und  ebenso: 


F  ID^,=-  ij", .  .  uw^/.(3^*)iM. 


i-4»->A!  :<!;":! 


Ist  also  fi  nicht  sehr  gross,  so  kann  man  annähernd  annehmen: 


/% 


»i-'»\:lir.    rt  tu  /' 


für  grossere  ft  wird  die  Näherung  noch  grosser. 

2       ,     ".   I  \.A''  2 
Die  Ausziehung  der  V^'n  und  der   V<{n   geschieht  nun  auf 

gleiche  Weise,  wie* äVe'ij*er*vai  V^l{ei  man  aber  äarau^BedacM 
nehmen  muss,  dass  ^«r  Fehler  höchsten^  gfekh  Vn  pder  ^n  wird, 
jedenfalls  aber  denselben:  nicht  aber  steigen  ;darY;  1 

Die  Wahl,  ob  a  oder  a'  zu  nehmen  sei,  steht  ganz  frei:  nur 
wird  m'aii  darauf  Bedacht  nelimenr  welcher  Weg'afe'ieichtes^i 
Reduktion  auf  Quadratwurzel  da|*bietet.i  Bei  den  Werthen  3,  5, 
7,  9  für  fi  nimmt  ta^i:^  '^'^  ^  *   '-'  \l:  "''  ' 
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-  * 


! 


s 

'     7 

«f 

a 

■                           1 

3 

• 

4==2»' 

9 


2    "" 


Bei  diesen  4  Zahlen,  fiberliaupt  bei  allen  Ton  der  Fonn  2^±1, 
wird  man  aino  bloss  eine  einmalige  Kettenbracb-Berechntmg  nötbig 
iudien. 


5.  a 

Für  die  Ansaiehang  der  Va  erbllt  man  folgendes  Verfahren« 
Man  suche  einen  angenSherten  Werth  y  von  V«»  setse 

so  ist  y  der  Werth  des  Kettenbmchs 

B 


y=ni 


3yy«+y* 


_^ 


odor,  wenn  y  =  -^  gesetzt  wird,  so  ist  y'  der  Werth  des  Ket- 
tenbrnchs 


wobei  allgemein 


y.« 


^a 


* 

Der  Fehler,  der  hiedurch  an  yn  begangen  wird,  ist 

t 
jtMdidMii  }'<  (Klar  >V<>  genommen  warde;  nnd  es  wird  dann 


KiMkelin:   Usker  die  Ausitieämig  pon  WurtM^  am  SMisn*  S75 
oder  auch  ans  §.  6.  (1) : 

mit  dem  aDhaftenden  Fehler 


'-=2 


jO>«  =  ,?. 


§.  7. 
Es  sei  fis6.  90  Metze  mram: 

V«— y  =  »,  a— y»=Ä,  «y  =  «, 

so  ist  g'  der  Werth  des  Kettenbrnchs 

Ba*  , g«» 

Die  Fehler  sind  von  yi 

"~  12".125.y»«>*M  ""•'  '^— 12.125.«*M5• 


jenachdem  y  ^  V«.    Dann  ist 


f^-\r-y+V4«y+.v'« 


mit  dem  Fehler  10«=  —  . 


Es  sei  ii=s7,  so  setze  man: 

r 


.  j.-. 


9fti  ^VM-tv^A».»  tMer  iUg  moatglOmf  von  Wunttm  tu»  SSäU^m. 


und  y'  der  Werth  des  Kettenbruchs  '■'     '  ^  ''•'   <'''"'■ 

»  -  -  7a»  +  14fl«y2*-i  H"  '^«».li  +  »iL, '     *  '  ~  7y» ' 
so  ist 


p  •       ■ 


r 


-^^^'y'+^^^y+y'\ 


^. 


wobei  der  Fehler 

jenachdem  y  <  oder  >  V«^ 

$.9. 

Für  die  AusziehuDg  der^  €txbll;!tnkiri^  thsb^i^ondere  kann 'ftbeh 
eine  mit  Vortheil  ani^endbare^  von  der  Torhergeb^nden  verschiedene 

Methode  der  JZ^rflekffihrupg  auf  Quadrati^iirzeli^,  aufgestellt  werden. 

»-..■■'».■' 
Es  ist  nemlich  identisch: 

oder 


l-«4tn.Vi.f^^"-^y-»^i.        (1) 

3 

Es  sei  nun  y  ein  bekannter  INaberungswerth  von  V^»  so  dass 


3  ,7 


absolut  genommen,  so  wird 


;  i      .•    .        M  i  ?'« :  >        1 1 ;  • 


3  d 

y^>4Va.(Va— y) 

sein,  wenn  y>4,  sobald  vorausgesetzt  wird,  dass  y<V<y*  Dies 
ist  nun  immer  zu  bewerkstelligen,. n^öglicb^  und  wir  können  daher 
annehmen,  es  sei 

3  3-      ■--  ■  • 

4Vtt.(Vog--y) 


Kinhelin:    Oeber  die  Austiehung  von  Würzet»  aue  Zakien.  2in 

Entwickelt  man  daher  die  Wurzelgrosse  rechts  in  Gleichung  (1), 
so  kommt: 

^«  =  2  12  +  2* ^ 8 /» +^'v  . 

wobei  der  Fehler  6  kleiner  ist  als 

y^ '—  oder  < f^» 

um  welche  Grösse  der  Mäherungswerth  zu  klein  ist.    Oder  es  wird 

3  3  3     _  3 


Va  =  y  + :: 1:! H  o 

oder 


y  yS 


3  3 


8  3  >i/a  8  V  Cf' 

V/«-y  =  (V«-)').-5J; (V«-)')«.-b-+*'(V/«-y). 


wobei 


o  < j;« » 

3 

oder,  durch  V«— y  dividirt: 


oder 


oder 


yS  -.  yay«_jjj  ^  y  y «2  ^  yS^/ 


3  3  v'  +  üf  ^« 

V«*  +  yVa  =  ^^y y^'. 


woraus  nun 


oder 


i/«  =  -J  +  V^J+y«  +  ^-y»Ä' 


oder 


V«=^|+iV"— —  -      ^:^--^  +  -' 


i/Sy3+ 


y  4/  5y»+4Ä 
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Nimmt  man  also  den  NäheraDgawertb . 

80  ist  der  dabei  begangene  Fehler  J  kleiner  als 

yd'                                                        yö' 
— ' oder  um  so  mehr  < ~ 


(2) 


v^r 

wenn  y<V«>  oder  also 

\. 

und  somit 

^< 

2«(V«— y)* 
3y* 

V5y8^4y^ 


(3) 


Um  nun  einen  angenäherten  Werth  von  (Vcc — y)>  zu  erhalten^ 
bat  man 

fx — ys — 3V««y.(Va — y)==(Va-^y)'. 

3  3 

Da  V«  —  y  "^l^  so  wird  (V« — y)^  gegen    die    übrigen   Grossen 
verschwinden,  und  es  wird: 


cc  —  y3      a — y^ 

ZyVa 


v«-y<r-T^<-3^ä-' 


also 


und  daher 


3  (a  —  v')* 


,     2«.(a— y»)a 


Lässt  man  bei  der  wirklichen  Berechnung  die  letzte  unsichere 
Stelle  ganz  weg,  so   wird  der  so   erhaltene  Näherungswerth  von 

s 

Va  als   ein  neues  y  angenommen  werden  können,   welches  eben- 

falls  kleiner  als  Vtt  sein  wird.  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass 
allemal  der  folgende  Näherungswerth  wenigstens  dop- 
pelt 80  viele  genaue  Dezimalstellen   enthält,    als   der 


Xinkelin:    Ueber  die  4u8%iehunff  ton  Wur%etn  am  Zahlen,  379 
gebraochte.    Die  Richtigkeit  dieser  ßehauptang  folgt  unmittel- 

3 

bar  aus  (3).    Hat  man  somit  z.  B.  mit  Logarithmentafeln   V<x  auf 
7  Dezimalen  genau  gefunden,  so  ergibt  sich    mit  Hülfe  von  (2) 

3 

Vtt  auf  14  Stellen  genau  u.  s.  f.     Behufs  der  Anwendung  dieses 
Verfahrens  ist  aber  noch  einmal  zu  bemerken,  dass  vorher  immer 

a  so  eingerichtet  werden  muss»  dass  y.^4  wird. 


§.  10. 

Durch  Kettenbrüche  lässt  sich  auch  die  Gleichung  des  dritten 
Gradeik,  sowie  die  des  zweiten  Grades  auflösen.  Wie  man  ersteres 
zu  Stande  bringt,  soll  in  diesem  Paragraphen  gelehrt  werden. 

Die  Gleichung  des  dritten  Grades  lässt  sich  bekanntlich  im- 
mer leicht  auf  die  Form  bringen : 


j,»  +  ^y=rÄ. 

Setzt  man 

' 

^izsixVB  und     . 

VJ8* 

so  kommt: 

a:'  +  oir=l. 

=  a 


mit  welcher  Gleichung  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen.  Man  be- 
kömmt daraus 

Ist  daher  x^'^a^  so  wird  man  dieses  als  Kettenbruchformel  ge- 
brauchen können,  deren  Näberungswerthe' um  so  schneller  koo- 
vergiren,  je  grösser  a. 

Es  sei  Xn-\  ein  solcher  Näberungswertb,  so  findet  man  den 
folgenden  durch  die  Gleichung  ' 

Xn  = 5—  oder  a:«*  = V~  *  (^) 

a  +  Xn*^  «  +  av 

woraus  sich  dann  der  Kettenbmcb  ergibt: 


380  Minkeiim:    iMer  4i$  Aun^ekumg  ^frn  Wmr%ein  muTimkien. 

1 


a?ji  = 


ar\-Xn-l 


a-f^i^-9 


«+^ii— 3 


7'  (4) 

welcher  sieh  tod  den  gewOhnlicheD  Kettenbrficheii  dadurch  unter- 
scheidet, dass  zugleich  die  Näheningswerthe  des  ursprünglichen 
Kettenbruchs,  der  aus  (2)  entspringt,  in  demselben  auftreten.- 

Die  Herstellung  der  successiven  Näherungen  bietet  durchaus 
keine  Schwierigkeit  dar  und  man  findet : 


^1--- 


a* 


'^"-a  +  ^i^'^fl'  +  r 

Jl <ti4  ^  fall  ^  II  gg  +  6o*  +  g^ 


u.  s.  f. 


Es  ist  nun  der  Fehler  zu  suchen ,  der  bei  einem  bestimmten 
Xn  begangen  wird.  Dabei  ist  klar,  dass  der  wahre  Werth  von  ac 
je  zwischen  Xn  und  :rn-|-i  liegen  i^ird,  und  zwar  naher  hei  orn-fi 
als  bei  Xn*    Jedenfalls  ist  also 


Es  sei  nun 


Xn  —  X^JnK^n  — ^n+l.       •  (6) 


Zn  Zn-^1  . 


so  ist: 


Z„+i_       1  A-«a 


and  somit,  wenn  nichts  reduzirt  wird: 

Z»4oi=iV;«,    iV,+i=o2V,«  +  Z,«,  (7) 

woraus  auch 
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,       Z„+i  =  (aZ«  +  zLi|«,    iV«+i=aA„«  +  ZVLi.  (8) 

Sonach  wird  nun»  wenn  Xn -^ ^n-^i  ^^  Sn  gesetzt  wird: 

.  _Zn        Zn^l       ZnlVnil-NnZn+l       aZnNn*  +  Z.' —  Nn»^ 

wegen  (7)  und  (8),  oder 

Nn\aZn  -  Nn)\  Zn*    _  iVn«(a^n-l— «i^-l-ZLl)  +  Z„^ . 


oder 


oder 

iV«^»+iÄ» =-  aa^;J_lZ*_l  -  Z,*_i + iV;_i  -'ialSl-iZt-i.    (10) 
Aus  (9)  folgt  aber: 

welches,  io's  Quadrat  erhoben,  gibt: 

iVLiiV„»a2-i  =  a'^zl-xNt-i  +  Z„*_i  +  iV„'_,  +  laZt-iNl-i 

-2aZ,_iiViJ_i -aziJ-iiVj-t. 
Dieses  zu  (10)  addirt  giy : 

iV„iV.+i3„ + Nt-rNn^sLi = -  2iV?_i(aZ,_i;vL»  +  Z,*_i  -  iVj-i) 
oder 

^«^«+lä» + Nl-iNn*^-i = -2iv5_i.iv„_iiv.a»_i.  (ii) 

Man  setze  nun 


' «     1  « 


Äll  = * 

Vn 


SO  dass  wegen  (9) 


Alsdann  geht  die  Gleichung  (11)  üher  In: 


>  (12) 
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oder 


also  auch 


^«-J;i_it6,-i+2A^i|. 


ß,_i  =  —  6_a  { 6_a  +  2JVi-a  I , 


iVoraus  nan  durch  Multiplikation: 

(-i)"-^&==fetti  +a«^l»)(fe+2^••)....(&-i+2^^^^       (13) 

welche  Gleichung   nun    zur   Messung  des  Fehlers    benutzt    wer- 
den kann; 

Durch  Vereinigung   von  (12)  mit  (7)  findet  inan  nun.^  wenn 
man  n  in  m  umsetzt: 

also 

U  +  2JV«»  =  2Vm»(«ft«  +  2)  +  NmZm*dm 
=  iVm«t(aÄm  +  2)  +  a„.^} 

oder 

fm+|2iVm»  =  iVm»ladm  +  2  +  dmarm«l  =  ^m»{2  +  «m(a  +  .r««)i, 
folglich  wegen  (3):  ^  . 

6„+2^m»  =  iv«8f2+:;?^). 

Substituirt  man  dies  in  (13)»  indem  man  m  alle   ganzen  Werthe 
▼on  1  bis  n  —  1  annehmen  lässt^  und  bedenkt,  dass,  da 

&  _  1      JD^ 1 

^i""v,  ""  a      o»  +  l""a(a»+l)' 

&=1,    vi=a(a8+l);  (14) 

80  erhält  man: 
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Da  nun  allgemein 

d2m-f-i  =  + ,    8zm  =  — ; 
folglich  auch 

hm-^-l  =  +  ,      fem  =  —  ; 

60  geht  diese  Gleichung,  wenn  wir  von  nun  an  alle  ö  als  positiv 
annehmen  und  die  beiden  Fälle  unterscheiden^  wo  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  vorstellt,  über  in: 

(15) 

f.»+.  =  (2  +  ^;)(2-^)....(2  +  ^^)(2^^^Xi^.....A^)»- 

Es  sei  nun  a  positiv,  so  ist  o^i  der  grosste  Werth  von  anm  und 
^2  <l®r  kleinste,  und  daher  wird: 

f.«<(2+^)(2-^;)....(2-^')(2  +  ^)(A,....2V*._x)». 

J.«+i  <  (2 +^)(2- ^) . . . .  (2 +%=-')(2 :- ^)(iV,iV, . . . .  iVft,_i)». 

Von  allen  d2m-f  i  ist  ferner  öi  das  grösste  und  von  den  dtm  das 
kleinste:  d^n-^  '^^  fe»  UP^  lo  fe«-|-i  ist  öi  das  grosste  und  dzn  das 
kleinste,  folglich  ist  um  so  mehr: 

■^*"  ^  (^  +  x/-^'^-  ^*>""*  •  (^1  ^«  •  •  •  •  -^»»-o* . 

fe»+i  <  (^  +  J)».  Ci-^».  (^l^2 . " .  ^«.)»; 

•*'2  «^1 


also 


(1«) 


Um  diese  Formeln  noch    mehr  zu  reduziren,  betrachten   wir 
nun  allgemeiQ  den  Quotienten 
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# 

Da  Nm^i  =  ajNnfl+Zm^,  80  ist  Nm^i>aI9m%  und 


gm< 


aNnf 


ferner: 


oder,  da  iVJi  =  a,  so  ist: 


also 


folglich 


daher 


aNm^>  a»-K-i(iViiV,....2\r«.i)»; 


und  durch  Substitution  in  (16): 

^«'»  < ^te+i ' 

(2+|^)«.(2^^)« 
öa«+i  < ^^ip 

Diese  Formeln  können  durch  folgende  Betrachtungen  noch  ver- 
einfacht werden. 


Es  ist 


1        .         1 

ar,  =  —  >    also    —  =  11 ; 
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a*  .         1       o»  +  l 

feroer  ist 

I 

und  kommt  dem  Werth  2  um  so  näher,  je  kleiner  dsn— a>  also  je 
grösser  n  ist.    ßs"  ist'  somit  mit  Hfilfe  von  (14)^  . 

also  bat  man  endlich,  da  auch  z/m  <^m: 

/     •    \  ^-^ i^M? 'V  /^  \ 

\  >  V  (17) 

^(2a3^-l)«.2« 

Wenn  n  nicfit  gross  ist,  dagegen ,a  eine  solche  Grosse  hat,  dass 

2a»+l    von    2a«  ' 

■  .  -         >  • 

nicht  sehr  verschieden   ist,   so    kann   man  auch    näheningsweise 
setzen 

22«— 1  2^ 


§.  11. 

Zum  Schluss  unserer  theoretischen  Betrachtungen  soll  noch 
kurz  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  durch  Ketten- 
br liehe  und  die  Anwendung  derselben  auf  die  Quadratwurzelaus- 
ziehung auf  demselben  Wege  gezeigt  werden.  -' 

Es  sei  die  Gleichung  vorg^egt: 

a:«  +  aar=l,  (1) 


N- 


auf  welche  jede    quadratische    Gleichung  zurückgeführt   w^jcteor 
kann,  so  ist  daraus: 


1 


und  die  Kettenbruchentwickelupg  folgt  nach  dem  Gesetz: 


•-*,*.  ;  •■  if. 


(  >;» 


I 

I 


Kinketin:    Vetter  me  Attnlekanf  von  Wunetn  ava  ZMIen. 


I 


1 


a+.T„. 


Man  Gndel  nun  auf  dei 


wobei     a;,  =  -  .  (2) 

Wege  der  Induktion  die  Formeln: 
(3) 


■■"-+C"r'0°'-^'+CT')--+C"3'')°'-'t-+"° 


I 


deren  Richtigkeit  leirht  geprüft  werden  kann.  Diese  Ausdrücke 
kunvergiren  gegen  einen  beatimniten  Werth  x,  wenn  a'^l  und  die 
Fehlergrenze  ist: 


wenn   Nn'  den    Nenner  von    Xm  vorstellt,     n   kann   dabei  positiv 
oder  negativ  sein,  indem,  nenn  ti  negativ  ist,  x  nur  das  Zeichen    | 
ändert. 

Die  Wurzeln  der  (Gleichung  (I)  sind: 
und  >  (! 

^=-|-V'"'+f-) 

Wenn  a  positiv  ist,  so  ist  der  durch  den  Keltenbrucb  gefundene 
Werlh  jedenfalls  positiv  und  somit  stellt  derselbe  die  erste  Wnrtel 
vor.     Die  zweite  Wurzel  ist  dann  gleich 


Ist  in  Gleichung  (1)  aber  a  negativ  =  —  a',  oder  ist  dieselbe  von  . 
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ar*— a'a?  =  1, 
so  setze  man  ^=— a;^  und  man  erhält: 

wovon  durch  den  Kettenbruch  die  Wurzel: 


^=-"'+V'-+?. 


oder  also 


In  diesem  Fall  wird   also  die   zweite  Wiirzelform  (5)  berechnet 
und  die  andere  Wurzel  ist  dann  gleich 

Um  nun  hievon  die  Anwendung  auf  die  Ausziehung  von  Qua- 
dratwurzeln aus  Zahlen  zu  machen«  hat  man  die  Gleichung: 


-i+\^'n*= 


oder 


y[ 


a*  .  a 


1  +  "j"  —  ^m  +  2  * 

unter  der  Annahme,  dass  a  positiv  sei.    Man  «setze  nun 


V 


a* 


1+4=V6 


a> 


80  ist 

l  +  j  =  6,    a«  =  4(6-l), 

und  :.-.:.,.• 

a  =  2V6— 1. 

\}myb  zu  herecbnen,  braucht  man  also  blo(s  in  (3)  ani^tta 
dieGrOsse  2V6 — 1  sa  setzen.    Thal  man  dies,  00  bekommt  man ^ 


•      t » 


■:     ■'.     ;-;■.' 
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9 

(5) 


2*^-»(6 - 1)"-»  +(^**,   ^2«"-»(6— 1)»-«+.... n . 2 


>j''f 'i; 


2*'(6-l)-+  (^",  *)2«-«(6-l)-»+....(^')2».(6-l)+l 

also  allgemein 

a:m-B.%rF=l  (7) 

qnd  somit:    ' 

oder 

v6  =  (ä+1)vT::i.  (8) 

Kann  man   Vä—I  ausziehen  oder  auf  eine  kleinere  Wurzel  zu- 
rückfahren, so  Ist  V^  berechnet.    Es  sei  also 

80  hat  man  alsdann: 

Vb  =  c(B  +  !)(«'  + 1)  V^^^,  (8') 

mit  der  man  wieder  auf  gleiche  Weise  verßihrt,  bis  man  auf  eine 
Wurzel 

gelangt,  die  man  ausziehen  kann,  womit  nun  die  Rechnung  been- 
digt ist. 

Hiemit  beschliessen  wir  den  theoretischen  Theil  i^orliegenden 
Aufsatzes  und  woHen  zur  Verdeutlichung  der  angegebenen  Methode 
dieselbe  noch  auf  mehrere  Beispiele  anwenden. 

§.  12. 

a 

Als  Beispiel  zu  §.6.  sei  V9  auszuziehen. 


Kinhelin:    (Jeder  die  Auszfekung  von  Wurzein  aus  ZaMen,  389 

Es  ist 

«  =  9,    y  =  2, 

B  =  \, 

folglich  bei  der  dritten  Näherung  der  Fehler 

1  1 


«»< 


12». 27. 2*0  -  48817'5(M256 
und 

^»  "^  lÖÖ'OOO'OOOOOO  ~  O'OOO'OOO'OOOOl ; 

3  ^ 

also  erhält  man  ^,  und  folglich  V^  auf  10  Stellen  genau.    Ferner  ist: 

i-\  /  — M  ,  _  3783025  ^ 

yi  -6  *     »a  —  1945»    »8  -  22709814' 

also 


Va=  1  +  Y  1  f^^^=  1  +VT7T66581'064908765875'4Ö 


oder 


3 


V9  =  2,080083'82309.... 


Diese  nemliche  Wurzel  wollen  wir  auch  nach  der  Methode  des 
§.9.  bereclmen.    Da  man  )^>4  machen  nius^,  so  hat  man: 

V9  =  i  V72. 
Man  findet  nun  auf  dem  daselbst  angegebenen  Wege : 

Va=  V72  =  4,lß01  =  y, 

so  dass  der   Fehler  kleiner  ist  als  0^0001  und  der  Fehler  z/des 
folgenden  Näherungswerthes 

«  O.OOOOOO'OOl. 

Derselbe  ist  nach  §.9.  (2): 

V72  =  -  2,08005  +  J  VT55,7ffl265 1 19589674 
oder 

V9  =  2,080065^823...., 
welches  mit  dem  vorhin  gefundenen  Werthe  übereinstimmt 
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5.  13. 

Als  Beispiel  zu  $.10.  soll  die  Wursel  der  Gleichung: 

berechnet  werden.    Nach  (170  i^t  schon  bei  der  zweiten  Näherung 


^  = 


16 
10'000'000'OOU'OOO'OOO 


oder 


^  <  0,000000'd00000'002 ; 


dje  Wurzel  wird   also  #enigsteB8  auf  14  Dezimalstellen  genan. 
Dieselbe  wird  (nach  (5))  gleich 

IIM 
^c«  =  ~  =  0,099d00'099900'099 . . . . 


§.  U. 


Als  Beispiel  zu  §.11.  soll 


Vl7 


gefunden  werden.    Für  n=6  findet  man,  da  b — 1  =  16: 

2».16»4-4.2».16-f3.2  4.8710 

^«  —  2«.16»+5.2*.  16«  +  6.2».16+  1  "■*" 


283009' 


xe  =  0,123105'62560. 
Der  Fehler  ist: 

^<2g3Q(p    oder    <0,000000'00001 
also  Xß  auf  11  Steilen  genau;  folglich  ist,  da 

Vl7=4,123105'62560.... 


:     i-.C 


«. .   , 


Johann  Joseph  t'reehll. 


XXV. 

Johann    Joseph    Prechtl. 

Vun 

Herrn  Professor  Dr.  A.  Schrötier, 

GeocrBl-Sccretär  der  b.  Akiideinie  der       isaenichaTteii  zu   VVien')- 


Preühtl  (Johann  Joseph)  wurde  zu  Bischofshelm  im  ünter- 
Mainkreise  in  Baiern  den  16.  November  1778  geboren,  wo  sein 
Vater  fürstlich-irürzburgischer  Commercienrath  und  Vorsteher 
eines  Eisenhüttenwerkes  war.  Er  geno<«s  eine  sorglattige  Erziehung 
und  vollendete  seine  Juridischen  Studien  an  der  Universität  Würz- 
barg.  ßald  nach  deren  Beendigung  begab  er  sich  nach  Wien  (18011 
mit  einer  bereits  entschiedenen  Neigung  für  die  Naturwissenschaf- 
ten und  ihre  AnTrendung  auf  das  praktische  Lehen.  Er  hatta 
anfangs  die  Absicht,  heim  damaligen  Reichshofrathe  zu  prakticiren, 
gab  jedoch  diesen  Entschhisa  bald  auf  und  trat  als  Erzieher  in  • 
das  gräflich  Taaffe'sche  Haus  in  Btünn,  >vo  er  neben  der  ge- 
wissenhaftesten Erfüllung  seiner  übernoromenen  Pflicht«»  als  Lehrer 
und  Erzieher  sich  ausschliesslich  mit  dem  ernsten  Studium  der 
Natarivissenschaften  beschäftigte.  Bier  war  es,  wo  er  den  Grua4 
zu  der  Allseiligkeit  seines  Wissens  legte,  die  man  später  so  sehr 
an  ihm  bewunderte  und  die  ihn  zur  glücklichen  Lösung  jener 
grossen  Aufgabe  in  so  hohem  Grade  befähigte,  welche  ihm  später 
werden  sollte.  Er  scbloss  daselbst  eine  dauernde  Freundschaft 
mit  dem  damals  in  Bränn  lebenden,  verdieastvollen  Wirthscbafts- 


*)  Aus  dem  Bericht  über  dieWirksamlieitflerk.  Akadom 
er  WiBienicliaften  und  die  in  derselben  seit  30.  Mai  18 
oraichRegnngenen  Veränderungen.  Er«  latte  l  i  n  d  er  fei. 
eben  SitzDiig  am  30.  Mal  1H55  von  Dr.  A.  SchrTitter,  Gen 
[il-Sceretär  derb.  Akademie  der  Wiiaentch.  Wien.  1B&5.  S.' 
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rathe  Christian    Andrö,   mit  dem  ihn  spüter  nähere  Familien'^ 
liniide  verkiiilpften ,    da  er  eicli    im  Jahre  1S07  mit  einer  Tochter 
desselben,  Kosine  Andre,  vermählte. 

Prcchtl  erregte  hald  durch  seine  literarischen  Arbeiten  ancfa 
in  grussereii  Kreisen  Aufmerksamkeit  und  so  kam  es,  dass  er 
im  Jahre  1809  zum  Director  der  damals  in  Triest  zu  errichtenden 
Real'  und  Mavigations- Acaiiemie  ernannt  und  mit  der  Organisa- 
tion dieses  Institutes  beauftragt  wurde.  Aber  schon  nach  dem 
Friedensschlüsse  kehrte  er  nach  Wien  zurück,  um  an  der  damali- 
gen Real  -  Academie  Naturgeschichte,  Physik  und  Chemie  zu 
lehren.  ■ 

Das  Bedürfniss  nach  zeitgemässen ,  nicht  blos  zur  Bildaii^| 
von  Beamten  bestimmten  Unterrichts- Anstalten,  deren  Zwedca 
vielmehr  Verbreitung  gründlicher  Kenntnisse  aus  den  Naturwissen- 
schaften zum  liehufe  ihrer  Anwendung  im  praktischen  Leben  sein 
sollte,  hatte  sich  damals  so  lebhaft  und  allseitig  ausgesprochen, 
dass  Kaiser  Franz  I.  die  Errichtung  eines  (lolytechnischen  Insti- 
tutes in  Wien,  nach  einem  grossarligen,  dieses,  in  der  Geschichte 
Oesterreicbs  so  hervorragenden  Monareben ,  trürdigen  Massstabe 
befahl. 

Welche  Wichtigkeit  Kaiser  Franz  dieser  seiner  Sch5| 
beilegte,  geht  deutlich  aus  der  Stellung  und  den  für  die  damali- 
gen Verhüllnisse  höchst  anständigen  (jebalten  hervor,  die  der 
Kaiser  den  Professoren  dieser  Anstalt  aunies,  und  aus  der  be- 
deutenden Summe,  welche  er  fiir  die  wissenschaftlichen  Zwecke 
derselben  bestimmte.  Zur  Bildung  des  hiezu  notbwendigen  Fonds 
wurden  bereits  im  Jahre  1803  die  nuthigen  Einleitungen  getroffen. 
Prechtl  überreichte  den  ersten  Plan  zum  Wiener  polytechnischen 
Institute  dem  damaligen  Hofkammer-PrSsidenten  Grafen  O'Donnel 
im  Anfange  des  Jahres  1810;  im  Jahre  1814  wurde  er  beauftragt, 
diesem  enfsprecliend  einen  Detailplan  einzureichen,  was  einen 
Monat  spater  geschab.  Im  December  des  Jahres  1814  wurde 
Prechtl  zum  Uireclor  des  zu  errichtenden  Institutes  ernannt  (mit 
Allerh.  Entschl.  vom  '24.  üec),  welche  Stelle  er  dnrch  35  Jahre 
Tuhnivoll  bekleidete. 

Gleich  nach  seiner  Ernennung  war  Prechtl  aufs  Eifrigste 
bemüht,  sowohl  die  Localitäten  in  dem  zu  diesem  Behufe  um 
200,000  fl.  W.  W.  angekauften  gräflich  Lose'schen  Hause  einiu- 
richten,  als  auch  die  nütbigsten  Lehrmittel  herbeizuschaffen,  Kaiser 
Franz  berief  ihn  im  August  1815  nach  Paris,  wo  damals  die 
Allürten  anwesend  waren,  und  stellte  ihm  eine  ansehnliche  Summe 
zum  Ankauf  von  Büchern,  Apparaten,  Modellen,  Mustern  etc.  : 


M 
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Verriigung.  Auf  diese  Weise  gelang  es  Prechtl,  das  Institut 
xohon  am  3.  November  1S15  eruffnen  zu  kOnnen.  Er  tliat  dies 
mit  einer  Rede,  ia  Helcher  er  das  Prograiuni  desselljen  und  zu- 
gleich sein  künni^es  Wirken  klar  und  einfach  darlegte.  Das  ln> 
fititul,  n-eiches  LialO  ein  Muster  für  ganz  Deutsiihiand  wei'den  sollte, 
war  von  nun  an  mit  seiiiera  Leben  aufs  Innigste  verneltt,  und  eine 
Geschichte  dieser  Anstalt  i^chreiben,  beisst,  eine  der  segensreich- 
sten Seiten  von  Prechtls  Lehen  schildern.  iSeine  allseitige 
Gelehrsamkeil,  die  specielle  Bekanntschaft  mit  den  [''sichern  die 
an  dieser  Anstalt  gelehrt  nerden,  und  die  genaue  Kenntniss  der 
naturwissenschaßliLben  Literatur  aller  cullivirten  Länder,  sowie 
ihrer  merkantilen  und  gewerhlicben  Verbälliiisse  niai^hte  ihn  zur 
Seele  derselben.  Ihm  war  es,  ivie  unter  andern  die  Grflndung 
der  Jahrbücher  des  polytechnischen  Institutes  bewies,  vom  Anfang 
HU  klar,  dass  das  Institut,  wenn  es  auf  das  industrielle  Leben 
einwirken  sollte,  auch  ein  lebendiger  Organismus  sein  musste; 
er  war  es  daher,  der  demgemäss  eine  vernünftige  Lehr-  und  Lern- 
Freiheitan  demselben  zu  einer  Zeit  einführte,  wo  man  noch  glaubte, 
den  Studien  durch  möglichste  ßeschräukunf^  jeder  freien  Bewe- 
gung des  Geistee  aufzuhelfen.  Prechtl  war  weit  davon  entfernt, 
ein  Institut,  welches  das  verbindende  Glied  zwischen  der  Industrie 
und  der  Wissenschaft  werden  sollte,  durch  blosse  Disciplinar- 
Vorschriften  leiten  zu  wollen,  er  wussle  zu  gut,  dass  nur  bei 
einem  genauen  Eingehen  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  und 
Schüler,  sowie  einem  geistigen,  befruchtenden  Verkehr  mit  den- 
selben aus  dem  Institute  mehr  werden  konnte  als  eine  besser 
dolirte  Realschule,  nämlich,  wie  es  in  der  Ahslchl  des  hohen 
Gründers  lag,  eine  Cniversität  des  technischen  Wissens. 

Wurde  nicht  alles  wie  Prechtl  es  sich  dachte,  so  lag  die 
Schuld  nicht  an  ihm,  sondern  eben  nur  daran,  dass  er  nur  Wenige 
fand,  die  auf  seine  Ideen  einzugehen  vermochten,  aber  um  so 
mehr  solche,  die  es  leichler  fanden,  an  der  neuen  Schöpfung  zu 
maassregeln,  als  deren  Geist  aufzufassen. 

Man  kann  bei  der  Einrichtung  technischer  Schulen  von  einer 
andern  Ansicht  ausgehen  als  Prechtl,  man  kann  wenigstens 
bei  höheren  technischen  Lehranstalten  keine  so  scharfe  Aus* 
Schliessung  jedes,  für  allgemeine  Bildung  bestimmten  Lehrfaches 
anstreben,  als  er  für  zweckmässig  hielt,  allein  das  wird  jeder  zu- 
gestehen müssen,  dass  Prechtl  sich  vom  Anbeginn  dessen,  was 
er  wollte,  klar  hewusst  war,  und  dass  er  sein  Ziel  mit  Consequeni 
und  Geist  verfolgte.  Sein  ängstliches  Bemühen,  der  grossartigen 
Schöpfung,  welche  Kaiser  Franz  durch  ihn  i'na  Leben  gerufen, 
Zeil  zu   ihrer    Befestigung  zu   lassen,    mag  ihn  abgehalten  haben. 
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manchen  Fordenmgen  der  Zeit  Rechnung  zu  tragen;  w«r  abef, 
der  die  traurii^en  Folgen  jener  unstüten  Neuerun^rsEucht  kennt, 
die  nur  um  zu  verändern,  nicht  um  zu  verbessern  Kraft 
verbraucht,  wird  Prechti  darum  tadeln?  Die  Grundpätr.e,  von 
denen  er  ausging  stehen  fest,  ihre  Erweiterung  bedingt  da«  Be- 
dürfniss  der  Zeit,  aber  diese  muss  noch  um  ein  Slöck  n'citer  vnr- 
gerückt  sein,  ehe  die  Wirksamkeit  Prechtl's  von  dieser  Seite 
der  unparteiischen  Feder  des  (ä e  19 chi eh ts Schreibers  anbeimföllt*). 

Wer  nicht  gewohnt  ist  einseitig  zu  urtheilen,  und  das  unbe- 
dingt zu  verwerfen,  was  er  anders  Gndef,  als  er  es  eben  kennen 
lernte,  wer  es  nicht  verschmäht,  fremde  Vorhüllnisse  erst  pründ 
lieh  zu  studiren,  ehe  er  in  sie  eingreift,  der  wird  zu  der  Ueber- 
zeugung  gelangen,  dass  Prechti  in  Uen  Ideen,  welche  er  bei 
Gründung  des  lastifutes  verfulgte,  seiner  Zeit  vorauseilte,  \^^^ 
dasH  man  namenllich  in  Deutschland  kaum  noch  jetzt  zu  begr^-a 
Ten  anfangt,  was  er  lange  vorher  schon  bezweckte  und  unter  doFfl 
Gunst  der  Umstände  ausführte. 


Fassen  wir  nnt 
Auge,  nämlich  die, 
Beamter,  sondern  i 
Wir  beweg" 


eine  andere  Seite  von  Prechtl's  Lehen  \m 
'o  er  sich  nicht  als  Organisator  und  streng 
i  Forscher  nnd  gammelnder  Gelehrter  zeigfil 
r  freier  und  können  die  Uttithen,  die  Prechti^  1 


Geist  und  Thätlgkeit    auf  diesem   Felde    pfliicktc,    unbesorgt  r<n  | 
falscher  Auslegung  in  den  Kranz  seines  Andenkens  flechten. 

Schon  im  Jahre  1804  veröffentlichte  Prechti  eine  1\  Bogen 
starke  Schrift,  „über  die  Fehler  der  Erziehung"  (Braunschweig, 
1804),  weiche  zeigt,  dass  er  sieb  damals  bereits  feste  pädagogische 
Grundsätze  und  licNtimmle  Ueberzeu^^ungen  gehildet  hatte,  die  er 
später  so  consequent  verfaliiite.  ?Jichts  ist  für  die  edle  Denkangs- 
weise  und  die  durchaus  humanen  Ansichten,  welche  Precfcll 
stets  leiteten,  bezeichnender,  als  diese  an  Ideen  und  Wahrheiten 
so  reiche  Schrift,  deren  ernste  Berücksichtigung  auch  gegemrir- 
tig  noch  sehr  nützlich  wäre.  Uas  edle  Gcmiütb  Prechtl's  epie- 
gelt  sich  treu  ab  in  dem  Capitel  „Ueber  die  Unwiirdigkeit  und 
die  Nacbtheile  der  Erziehungs-Strenge,  insbesondere  der  kürpei 
liehen  ZGchtigung."  Was  er  über  die  Nothwendigkeit  der  Leilune 
der  öffentlichen  Erziehung  durch  den  Staat  sagt,  kann  auch  jel  ' 
nicht  besser  durchgeführt  werden,  wenn  er  auch  in  seiner  ideal« 
Anschauung,  diesem  bei  der  Prlvalerziebung  einen  grösseren  Eii 
OuBS   vindiciren  tnOchte,  als  man   ihm  jetzt  einzuräumen   geneigt 


*)  Einige!  Material  hi«nui  flnüet  aich  ii 
poljlenhniichen  Inalitutei.     Bd.  1.      ,.      ,^,, 


den  Jahrbüchern   daa  k>  It. 
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sein  wQrde.  Prechtl'ti  Ansichten  aber  den  relativen  Werth  der 
Erziehung  werden  zu  allen  Zeiten  wahr  bleiben,  und  die  Art,  wie 
er  sich  darüber  äussert,  ist  in  hohem  Grade  anziehend.  Ueber' 
haupt  verdiente  dieses  in  vülüge  Vergessenheit  gerathene  Buch, 
dieser  entrissen  zu  werden. 

Ueber  das  Studium  der  Natur  Wissenschaften  spricht  sich 
Prcchtl  in  einer  Weise  aus,  die  seine  Liebe  zu  denselben  deut- 
lich erkennen  laust  und  fdr  ihn  bezeichnend  ist.  Mit  wclcliem 
Ernst  er  diese  Richtung  verfolgte ,  zeigt  die  Thatsaciie,  dass  er 
im  Jahre  1805  für  eine^  SchriHt  „Ueber  die  Physik  des  Feuers" 
TOD  der  k.  holländischen  Gesellschaft  der  Wissenach  alten  zu 
Uaarlem  mit  der  goldenen  I'reismedaille  belohnt  wurde. 

Im  10.  Bande  von  Gilberts  Annulen  (1805)  findet  sieb  ein 
Schreiben  Prechtl's,  der  damals  noch  Erzieher  beim  Grafen 
Taaffe  war,  an  Gilbert,  in  welchem  er  kurze  Nachricht  gibt 
von  seinen  Uotersuchungen  Gber  die  zu  jener  Zeit  noch  gSnzlich 
unbearbeitete  Theorie  des  Fluges  der  Viigel.  Dass  er  die  Schwie- 
rigkeiten seiner  Aufgabe  richtig  etkannle  und  ihre  Lösung  von  der 
rechten  Seile  versuchte,  beweiset  die  im  23.  Bande  der  Annalen 
abgedruckte  grosse  Abhandlung:  „Ueber  den  absoluten  Wider- 
stand, den  eine  in  der  Lul't  bewegte  Fläche  aui  die  Richtung  Ihrer 
Bewegung  senkrecht  erleidet,"  die  er  eben  in  dem  obigen  Brief« 
angeküudigt  hatte.  Ef  zeigte,  wie  das  damals  angenommene  Ge-: 
setz,  dass  der  Widerstand  der  Luft  wie  das  Quadrut  der  Ge- 
schwindigkeit wächst,  för  grössere  Geschwindigkeiten  nicht  gelte. 

Fest  in  derselben  Richtung  verharrend,  beschäftigte  sich  spSter 
Prechtl,  wenn  auch  darin  mehrfach  unterbrochen,  mit  der  Er- 
forschung des  Mechanismus  und  der  Theorie  des  Fluges  der 
Viigel.  Die  Annalen  der  Physik  eiilhalten  im  30.  Bande  (1808) 
und  in  den  folgenden  Bänden  hierauf  bezügliche  Miltheilungen. 
Als  lelxte  reife  Fracht  dieses  unermüdlichen  Forschens  erschien 
38  Jahre  spater  hei  C.  Gerold  in  Wien  eine  SchrilH:  „Untersu- 
chung über  den  Flug  der  Viigel"  17  Bogeir  stark,  welche  wegen 
ihres  Keichthums  an  Tbatsacben  und  der  scharfsinnigen  Auffas- 
sung dieses  schwierigen  Gegenstandes,  so  wie  der  grGndlichen 
Behandlung  des  anatnmischen,  physiologischen  und  physicaliscben 
Theiles  allgemeine  Bewunderung  erregt  bat,  und  siels  als  Grund- 
lage für  alle  späteren  Forschungen  auf  diesem  Gebiete  dienen  wird, 

Während  Prechtl  die  Widerstandserscheinungen  in  der  Luft 
durch  40  Jahre  unausgesetzt  im  Auge  behielt,  blieb  er  doch  den 
Fartscbrilten  in  den  fibrigen  Theilen  der  Naturwissenschaften  nicht 
fremd  :  wir  sehen  hn  Gegentheü.  dass  er  sich  bei  jeder  Zeitfr^e 
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lebhaft  betheiligt,  was  anler  andern  seine  Aufsätze  über  das  Sand) 
parailoxon,  dessen  richtige  Erbiämiig  er  euerst  gab,  bezeujren. 

Diese  Forschungen  auf  dem  Gebiete  iler  mechanischen  Physi 
konnten  Preehtl  am  wenigsten  in  jener  ilenkuüriligen  Zeit  gSi 
lieh  fesseln,  wo  durch  die  Entdeckunj-  der  chemischen  Wirkui 
des  elektrischen  Stromes    eine  neue  Epoche  für  die  Natorw 
schallt  eintrat,  wo  sich  die  ^läns^ende  Reihe  von  Eroberuns" 
diesem  Gebiete  eröffnete,  anter  deren  Einfliisse  das  gegeiitvärlige 
Geschlecht   heranwuchs  und    noch  lebt.     Die  AuTmerksanikeit  der 
Naturforscher  wandte  sich  damuls  bcsouders  den  sogenannten  Im- 
ponderabilien zu;  man  machte  sich  mehr  und  mehr  von  den  alten 
Vorstellungen   los,   nach    welchen    die    Erscheinungen    von   Lieliti 
Wfirrae,    Elektricität   und   Magnetismus    besonderen   Stoffen    zuge- 
sehrieben wurden,    und  Gng  an  zu  begreifen,  dass  eine  Mecbanib.H 
der   Atome    ein    eben   so    grosses  Bediirfniss   für  den  Fortschrif*^ 
der  Physik  sei,  trie  die  Mechanik  des  Himmels  eine  Leliei 
l'fir   die    Astronomie   war.      Preehtl,  immer   noch  Erzieher  bej 
Grafen  Taaffc,  verJiffentiichle  eine  Abhandlung  über  die  Identl 
von  Licht  und  Wärme  (Gilbert»  Annalcn,  XX.  Band,  1805)  dl 
den  Uebergang  zu  den  jetzigen  Ansichten  der  Physiker  deutlich  h< 
Keichnet,  und  mit  der  ihm  eigenen  Klarheit  und  Einfachheit  geschrti 
ben  ist.     Wäre  Preehtl  damals  in  der  Lage  gewesen    Versucj 
anzustellen,    hätte  es  ihm  nicht  an  äusserer  Anregung  durch  Gl 
dankenaustausch  gemangelt,   er  hätte  gewiss  wichtige  Thatsachl 
gefunden.     In  einem  Briefe  an  Gilbert  {Brunn,  März  ISOti)  scbi 
er:  „Wie   manche  Schuppen    werden    uns   nicht  von  den    Ai 
fallen,   wenn  die  elektrischen  und  magnetischen  Plus-  und  Minus- 
Flüssigkeiten,  Wärmestoff  und  Lichtstoff  für  uns  nur  die  ReprS- 
aentanten  einer  und  derselben  Kraft  sind!     Ich   möchte  über  alles 
das  60    viele  Versuche  anstellen  (denn  alles  das  lägst  sieh  wohl 
nach  und  nach   der  Natur    durch  Versuche  exlorquiren),  aber  wa 
dazu  Zeit,  Gelegenheit   und  Instrumente  hernehmen?     Unsere  ge^ 
gen^värtige  Temperatur  ist  eigentlich  die  Schiipferin  der  gegenwär- 
tigen Form  der  Dinge  und  unserer  Erkenntnissart;  sobald  wir  uns 
gewöhnen,   diese   Form    nicht  als    eine  absolute,   sondern  nur  als 
eine  solche  anzusehen,   die  unter  tausend  möglichen  zulalligeft 
Weise  fiir    uns    die    Einzige    geworden  ist:    so   werden  unssp^ 
Entdeckungen   sicher  einen  raschern  Gang  nehmen,  und  wir  w 
den  dann  unsere  Versuche  zneckrasssiger  ordnen,  ohne  so  oft 
Finstern  zu  tappen," 

Von  dieser  Zeit  an  hat  sich  Preehtl  eifrig  mit  ErforscbuBg 
der  schwierigsten  Punkte  der  damals  im  Werden  begriffenen  Elefc- 
tricitSt«lebre   befassl.     Erman's  berühmte   Arbeit  über  die  elek-<l 
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trisL'he  Leitungslaliigkcit  der  Kürper  gab  ihm  unter  andern  Ver- 
anlassung zu  einer  grösseren  Abhandlung  über  denselben  Gegen- 
stand, die  im  35.  Bande  von  Gilberts  Ann.  (1810)  niedergelegt 
ist  und  viel  zur  FeHstellung  klarer  Vorstellungen  in  diesem  Gebiet« 
beitrug.  Es  lag  in  derselben  der  Keim  zu  manchen,  später  von  Andern 
gemachten  Entdeckungen,  die  Prechtl,  den  damals  bereits  die  ad- 
ministrative Thätigkeit  in  Ans[iruch  nahm,  weiter  zu  verfolgen  nicht 
vergönnt  war.  Er  beklagte  eich  später  gegen  Gilbert,  dass  man 
seinen  Gtnndsatz  der  „relativen  Isolicung"  so  tvenig  beachte,  und 
es  kann  nicht  geleugnet  werden,  dass  er  schon  zu  jener  Zeit 
vieles  als  Folgerungen  aus  demselben  hinstellte,  ivas  erst  lange 
nachher  als  richtig  erkannt  wurde,  z.B.  die  Abhängigkeit  der  Lei- 
tungslabigkeit  von  der  Intensität  der  Elektricität. 

Frechtl's  Tendenz  ging  immer  dahin,  die  Imponderabilieit 
auf  eine  einzige  Grundursache  zurückzuführen  und  dieses  Bestre- 
ben leitete  alle  seine  Unternehmungen  auf  diesem  Gebiete.  Er 
stellte  daher  auch  viele  Versuche  an,  die,  ivas  hier  nicht  ver- 
schwiegen werden  darf,  nahe  daran  waren,  ihn  zum  Entdecker 
des  Oersted'schen  Fundamentalfaclums  zu  machen.  Schon  im 
Jahre  1808  hing  nämlich  Prechtl  eine  Zink-Kupfer-Säule  an 
nicht  gedrehten  Seidenfäderi  auf,  um  zu  erfahren,  ob  sie  sich  nach 
den  Polen  richte.  Wurde  er  diese  Säule  geschlossen  haben,  bo 
hätte  er  zu  seinem  Erstaunen  gesehen,  dass  sie  sich  von  Ost 
nach  West,  nicht  aber,  wie  er  erwartete,  von  Kord  nach  Süd  ge- 
wendet hätte.  Prechtl  kannte  schon  im  Jnbre  ISU  die  Magne- 
tisirung  des  Eisens  durch  den  elektrischen  Strom,  und  doch  war 
es  ihm  nicht  vergönnt,  vor  Oersted  und  Ampere  den  directen 
Zusammenhang  zwischen  Elektricität  und  Alagnetismua  klar  aus- 
zusprechen. An  so  zarten  Fäden  hängt  die  Entwickelung  der 
Wissenschaft,  sie  gedeiht  daher  nur  dott,  wo  sie  mit  Liebe  ge- 
pflegt wird!  — 

Bald  nach  der  Entdeckung  Oersted's  publicirte  Prechtl 
im  67.Bande  von  Gilbert'»  Annalen  eine  wichtige  Arbeit  „über 
die  wahre  Beschaffenheit  des  magnetischen  Zustandes  desSchlies-' 
sungsdrathes  in  der  Volfa'schen  Sänie",  ho  er  denselben  als 
Transversalmagnet  betrachtete  und  auf  diese  Weise  die  neuen, 
daran  beobachteten  Erscheinungen  auf  eine  der  Erfahrung  ent- 
sprechende Weise  darstellte.  Diese  Arbeit  verfehlte  nicht,  die 
allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich  zu  ziehen  und  sichert  Prechtl' 
eine  dauernde  Anerkennung,  wenn  diese  Hypothese  auch  bald 
der  lieferen  Anschauungsweise  Ampdre's  weichen  musste.  Noch 
in  demselben  Jahre  (Bd.  68  von  Gilbert's  Ann.)  gibt  Prechtl 
weitere  Erläuterungen  über  den   „elektrischen  IVlagneti.smus"  und 
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sucht  auf  experimentell  ero  Wege  zu  bevreisen,  <)ass  die  „ma^n«. 
tische  Difiposilion  des  LoDgitudinalmagneteB  dieeelbc  ist,  ivie  die 
elektfische  Disposition  der  isoMrten  Volta'cchen  Säule,  «Ines 
mit  elektrischer  Polarität  geladenen  Korpers." 

Dies  war  eii;e[itlich  die  letzte  Arbeit  Prechd'siii  diesem 
Gebiete.  Er  wendete  sich  nun  der  Wärmelehre  und  Optik  jiii 
und  gab  allen  seinen  Arbeiten  eine  mehr  praktische  Richtung. 
Pogqondorff,  der  nach  dem  Tnde  des  nni  die  Verbreitung  und 
Erhaltung;  gründlicher  Naturr^rschung  in  Deutschland  so  hoch  ver- 
dienten Gilbert  die  tJerausgabe  der  Annalen  der  Physik  über- 
nahm,  und  sie  in  demselben  Geiste  der  Unparteilichkeit  und 
Gründlichkeit  noch  fortführt,  sah  sich  veranlasst,  einen  Aufsatz 
Prechtl's  „über  A^n  Gesetz,  der  Abnahme  der  Würme  mit  der 
Höhe  aus  dem  Jahrbuche  des  polytechnischen  Instituts  in  seine 
Annalen  aufzunehmen  und  die  Bemerkung  beizufügen,  dass  der- 
selbe, , .obgleich  schon  seit  geraumer  Zeit  dem  3,  Bande  des  treff- 
lichen Jahrbuches  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  Wien 
einverleibt,  dennoch  nicht,  so  «ie  er  es  gewiss  seinem  Interesse 
nach  verdient,  dem  grösseren  physiculischen  Publicum  bekannt 
geworden  ist." 

In  jene  Periode  fallen  noch  die  inlerressanten  Mitlheilungen, 
n-elche  Preehtl  in  Gehlen's  Journal  für  Chemie,  Meteorolo- 
gie, Physik  und  Mineralogie  einrückte.  Der  5.  Band  dieser  sehr 
reichhaltigen  Zeitschrift  enthalt  eine  Mittheilung  über  den  merk- 
würdigen Steinregen  bei  Stannern  in  Mähren  am  2'2.  Mai  180^ 
wobei  er  sich  nicht  begnügte,  eine  ausführliche  Uarstelluag  dieses 
Ereignisses  zu  gehen,  sondern  auch  seine  eigene  Ansicht  Bhei 
den  Ursprung  desselben  cntuickelte.  Er  sprach  sich  darin  mit 
Geist  für  die  von  Chladni  schon  im  Jahre  17t)4  in  seiner  Schrift 
„Ueber  den  Ursprung  der  von  Pallas  gefundenen  und  anderer 
ihr  ahnlichen  Eisenniassen"  u.  s.  n'.  aufgestellte  Hypothese  aus, 
dass  dieselben  aus  dem  Weltenraume  stammen  und  tveder  in  der 
Atmosphäre  gebildet  werden,  noch  vom  Monde  auf  die  Erde  fal- 
len, welche  beide  zuletzt  genannten  Ansichten  damals  viele  Ati- 
hänger  aählten. 

Die  damals  von  Chladni,  Preehtl  und  Andern  vertheidigle 
kosmische  Ansicht  über  den  Ursprung  der  Meteoriten  ist  die  nuD 
allgemein  angenommene,  da  sowohl  die  seit  jeuer  Zeit  reichlich 
gesammelten  Beobachtungen  dieser  im  Weltenraume  lerstreuten 
Massen,  als  auch  die  Fortschritte  der  Naturwissenschaft  überhaupt 
jede  andere  Erklärungsweise  ihres  Ursprunges  in  den  Hintergrund 
drängten.     Die  Bestimmtheit  und  Zuversicht,  mit  der  sich  Pr  ecbtl 
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schgii  damals  für  diese  Ansicht  erklärte,   ist  ein  eprecbender  B«<- 
weis  für  seinen  Sch&rfsiDu  uud  klaren  Geist. 

Bald  nach  dieser  Arlieit  erschien  im  6.  Bande  von  Gehlen *S 
Journal  eine  freie  BearbeituiiE;  von  Avogadro'a  Alihaadlung: 
„üeber  die  Natur  des  elektrischen  Laduugszualandes."  Unmit- 
telbar darauf  liess  Prechtl  eine  grüssere  Abhandlung  folgen, 
unter  dem  bescheidenen  Titel:  „Einige  Bemerkungen  über  Herrn 
Avogadro's  Abhandlung",  in  welcher  er  die  Symmer'sche  An< 
sieht  bekänipft  und  in  scharfsinniger,  höchst  anregender  Weise 
zu  zeigen  sucht,  ttra  wie  viel  naturgeinässer  die  von  Franklin 
aufgestellte  Tfaeorie  eines  einzigen  eleklrlscben  Fiuidums  sei. 
Sätze  nie  folgondei  „Im  luflleerea  Uaume  ist  gar  keine  elek^ 
trische  Ladung  möglich"  ....  „Die  Luft  ist  das  natürliche  Vehikel, 
wodurch  uns  die  Elektricit&t  erkennbar  vfird"  ....  „Die  Wirkung 
der  Elektricität  durch  Spitzen  ist  keicie  andere  als  die  galva- 
nische".... „Die  Spitzen- Elektricität  bewirbt  im  Allgemeinen  in 
den  Tbeilea  des  Körpers,  welche  sie  afGcirt,  dieselben  Aenderun- 
gen  nie  eine  sehr  hohe  Temparatur"  u.  dgl.  ni.  Sätze  wie  dietie. 
zur  damaligen  Zeit  ausgesprochen,  mögen  zeigen,  in  welchem 
Geiste  Prechtl  seinen  Gegenstand  nuffasste. 

Im  7.  Bande  (1808)  von  Gehlen's  Journal  linden  wir  eins 
umrangreiche  .\bhandliing:  „Beiträge  zur  elektrischen  Meteoro- 
logie", in  welcher  Prechtl  Volta's  Theorie  des  Hagels  zu  wi- 
derlegen und  ihre  schwachen  Seiten  aufzudecken  sucht.  Letzteres 
ist  ihm  jedeofalla  in  sehr  scharfsinniger  Weise  gelungen.  Die 
Worte,  mit  welchen  Prechtl  diese  Abhandlung  einleitet,  sind 
für  aeine  Gesinnung  zu  bezeichnend,  als  dass  sie  hier  unerwähnt 
bleiben  dürften.  Er  sagt:  „Je  berühmter  der  Mann  ist,  unter 
dessen  Firma  sich  eine  Meinung  im  nissenschafllichen  Publicum 
inlroducirt,  desto  strenger  ist  die  Pflicht  Aller,  denen  der  wahre 
Fortschritt  der  Wissenschanen  am  Herzen  liegt,  diese  Meinung 
mit  der  grussten  Sorgfalt  zu  untersuchen,  und  nie  zuzugeben,  dass 
durch  eine  übelverslandeue  Dankbarkeit  gegen  erworbene  Ver- 
dienste irgend  ein  Irrtlium,  sei  er  auch  in  das  glänzendste  Gewand 
gehüllt,  in  den  heilii>en  Tempel  der  Wissenschaft  schleiche." 

Im  folgenden  Jahre  180!)  erschien  eine  Fortsetzung  dieser 
Abhandlung  (Band  8),  in  welcher  Prechtl  seine  eigenen  Ansich- 
ten über  die  elektrischen  Meteore  entwickelte.  Er  behandelt  die 
Quellen  der  LuftelektricitJJten  und  giebt  eine  Theorie  der  Gewitter, 
als  deren  specicllen  Fall  er  den  Hagel  darstellt. 

Er  verspricht  am  Ende  seiner  Abhandlung  die  Fortsetzung 
derselben  mit  folgendeu   Worten;    ,,1ti  der  Fortsetzung  dieser  Ab- 
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handlang  iverite  ich  iliese  Theorie  in  ihren  einzelnen  Theilen  t 
in  ihren  Mnililieuliniien  weiter  aaseinander  setzen;  ich  werde  bIö  ' 
durch  lietliiiiitig  und  Erfahrungen  zu  jener  Evidenz  bringen,  die 
dem  gründlichen  NaturlnrKcher  genfigl.  Ich  werde  zeigen,  wie 
vglUtündig  sie  alle  Erscheinungen  und  ihre  Begleitungen  erklärt, 
die  bei  diesen  Vorgängen  in  der  Natur  stattGnden,  die  des  Hagelf^  | 
mit  eingeschlossen;  ivie  hell  sie  uns  bis  in  die  letzten  liründft  I 
dieser  verwickelten  Erscheinungen  sehen  lässt  und  wie  sie  dies^U 
ben  nüt  allen  übrigen  in  der  Natur  in  feste  Verbindung  bringt." 

Leider  ist  dieses  Versprechen  nicht  in  Erfüllung  gegangei 
wahrscheinlich  weil  Prechtl  ku  dieser  Zeit  In's  praktische  Leb'MI 
trat  und  neue  Ideen  seinen  (leiat  erfüllten,  die  Wissenschaft  aütj^ 
schon  so  rasch  fortscbritt ,  dass  er  nicht  mehrMrrsae  fand,  ihr'il 
allen  Zweigen  zu  folgen.  Bei  grösserer  Anregui 
als  zu  jener  Zeit  Tnöglicb  nar,  wäre  diese  Frucht  seines  Geist« 
vielleicht  nicht  untorgegangeu.  Dies  ist  um  so  mehr  zu  bedai 
als  wir  auch  jetzt  noch  keine  erschöpfeude  Theorie  des  Hag* 
hesititen. 

Im  Jahre  1S13  sah  sich  Prechtl,  vorzugsweise  zum  Gebiauct 
bei  seinen  Vorlesungen,  veranlasst,   ein  „Campet 
in  ihrer  technischen  Beziehung"  zu  verfassen.     Dieses  Buch,  wel-^ 
ches  mit  grosser  Einfachheit  und  Klarheit   das  Wichtigste  des  «Öt  1 
jener  Zeit  Bekannten  aus  der  Chemie  enthielt,   wurde  im  In-  nB9'j| 
Auslande  so  beil^llig  aufgenommen,  dass  es  schon  nach  3  Jahrjj 
vergriffen  war.     Im  Jahre  1817  erschien  die  2.  Auflage 
lehren  der  Chemie  in  technischer  Beziehung",  welche  bereits  ^ 
einem    höheren   Standpunkte    aus,    die    damals    mehr   entwIckelHl 
Wissenschaft  behandelte.     In  der  ersten   Auflage  folgte  PrecErtSl 
noch  ganz  den    Ideen   Berthollet's,  während  er  in  der  zwbilüb  I 
sich    bereits  genothigt  sah,    die  Lehre  von  den  Aeqnivalenten'litt 
Sinne  Richtet's    aufzunehmen;    freilich   stellte   er  dieselbe  nicht 
an  die  Spitze,  sondern  schaltete  sie  bei  den  Salzen  ein.     Die  Art, 
wie    Prechtl    diese   Lehre  schon    zu  jener   Zeit   behandelte,  ist 
meisterhaft  zu  nennen,  und  es  wäre  zu  wünschen,  dass  sieb  manche 
viel  spätere  Schriftsteller  hierin  Prechtl   zum  Muster  genommen 
hätten.     Erhebliche,    den  Fortschritt    der    Wissenschaft    störende 
Missverständnisse  waren  unterblieben,  wenn  man  immer  so  etretig 
wie  schon  damals  Prechtl  das  Thatsächliche  von  dem  HypothBr 
tischen  getrennt  hätte.     Er  spricht  nur  von  Aequivalenten  und  be' 
zieht  diese  auf  das  des  Wasserstoffes,  welches  er  :=1  setzt,,  wohl 
wissend,    dass    man    nicht  genauer  rechnet,   wenn  man  diese  und 
alle  folgenden   Aequivaiente    mit  12.5   oder  irgend  einer  anderen 
Zahl    mulliplicirt.      Es    bedurfte   eines  langen    Umweges,   bismao 
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nieder  einzugehen  anfing,  dass  die,   ron    nicht  Wenigen   fdr  (Ki 
Wahrheit  selbst  gehaltene  Atomentheorie,  nur  eine  noch  tienillell 
mangelhafte  Hypothese  sei,  und  hiü  man  endlich  snr  uTspröngllch«* 
EinTitchheit  zurückkehrte,  wie  dies  jetzt  geschieht,  wenn  es  gtfetA    j 
nicht  an  Bemühungen  Tefilt,  die  neue  Verwirning  in  die  Wisset»   j 
aclian  zu  bringen  drohen.  '"    ^ 

Es  ist  eigenthünilich,  dass  Prcchtl  keine  eigenen  rorschun- 
gen   auf  dem  chemischen    Gebiete  hinterliess,    ohwohl  er  diesei 
Fach    lehrte  und  eine  so  gründliche  Kennlniss  desselben  tu  alNüt 
Richtungen  besass,  nSbrend  er  sich  doch  in  der  Physik  als  orig^'    , 
neiler  Forscher  beIhSligte.    Der  Grund  hievon  mag  wohl  darin  id    I 
würben    sein,    dnsa  zu  jener   Zeit  die  eigentlich  experimentirend«    ' 
Richtung  in  der  Chemie  in  Deutschland  noch  so  wenig  entwickeH    , 
war  und  Prechtl  in  den  frühereti  Jahren  wenig  Gelegenheit  hatb$  ] 
seine  Thätigkeit  nach  dieser  Seite  hin  zu  wenden. 

Ein  halbes  Jahr,  nachdem  Precbtl  die  2.  .\uflnge  seiner  Che^ifüf  1 

herausgegeben  hatte,  etscblen  seine  „Anleitung  für  zweckrafissigf.  [ 
Einrichtung  der  Apparate  für  die  Beleuchtung  mit  Steinknhlenga»'^ 

(Wien,  hei  C.  Gerold  1817).     Precbtl  hatte  zuerst  in  Oeslreic))  1 

den  Muth,  in  Vetbitidung  mit  Arzberger,    dem  damaligen   seh^  j 

ausgezeichneten    Professor  der  Mechanik  am  Institute,  einen  VeTfi  | 

such,  die  Beleuchtung  mit  Steinkohlengas  in  grosserem  Maassslabii  j 
auszußihren  und  znar  am  Institute  selbst. 

Der  Versuch  gelang  man  kann  sagen  ffli'  die  gegebenen  Ver- 
hältnisse vollständig  und  es  nurden  so  viele  Anfragen  an  Precbtl 
in  dieser  Angelegenheit  gerichtet,  daSs  er  sich  zur  Herausgabe 
der  olligen  Schrift,  der  ersten  selbständigen  in  Deutschland,  flbeV 
diesen  wichtigen  Indnstriczweig  entscbloss.  Dieselbe  enthielt 
manche  damals  neue  Erfahrungen  und  nützliche  Winke. 

Von  dieser  Zelt  an  wendete  Precbtl  seine  lifterarische  Thätie- 
keit  vorzLiglich  den  von  ihm  in's  Leben  gerufenen  vortrefflichen  Jahr- 
hiichern  zu,  die  er  durch  seine  eigenen  Arbeiten  zu  heben  und  zu 
beleben  suchte.  Diese  Jahrbücher  bilden  eine  unnntcrbrocheneReih^ 
von  20  Bänden  vom  Jahre  1819  bis  1339.  Schon  im  Jahre  XüU 
erschien  eine 2.  Auflage  des  1.  Bandes.  Sie  sind  ein  sprechender 
Beweis,  wie  richtig  Prechtl  seine  Aufgabe  als  Director  eines 
Institutes  au ffas st e,  das  nach  dem  Willen  seines  erhabenen 
Gründers,  eine  der  Universität,  sowohl  in  ihren  äus- 
seren Verhältnissen,  als  in  ihrer  Tendenz  gleichge- 
stellte Lehranstalt  für  die  einer  technischen  Anwen- 
dung fähigen  Naturwissenschaften  sein  ~  und  wohl 
auch  bleuten  sollte,     Selbst  ein  leuchtendes  Beispiel  rastloser 


401  StArUlttr:   Johann  Jaaepä  PrtcM. 

ThfiUglieit  out  griginefler  Auffassung  der  Wisuenfichaft,  nss  et  1 
die  filteren  und  ji]nf>ereD  Glieder  des  Inslilutes  mit  sich  fort»  i 
Tegtc  überall  sum  Selbstlbrschen  an,  und  stand  rathend  gud  an- 
regend jedem  zur  Seile  ~  ein  Votbild  fiir  alle.  Eis  entivickelta  , 
sich  duher  auch  am  Institute  ein  GeUt  echter  Naturrorscbaog,  1 
wie  er  noch  zu  keiner  Zeit  vorher  an  irgend  einem  fiudct^  de^  J 
Monarchie  hervorgetreten  i 

Prechtl  hat  in  diesen  JahrhQcbem  nicht  iveniger  als  33  gros- 
sere und  kleinere  Abhandlungen  niedergelegt.  Mehrere  haben  den 
Zfreck,  H'ichlige  E^utdeckungen  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik« 
Chemie,  Physik,  besonders  wenn  sie  einen  Einfluss  auf's  praktiscba 
Leben  zu  üben  bestimmt  waren,  fusslich  darzustellen  uud  i 
terlande  bekannt  zu  machen,  andere  waren  kritischer  ^lalur  und  j 
sollten  vor  angepriesenen  Erfindungen  warnen,  wenn  die  Theoria 
von  vorne  herein  Ihre  Unausführbarkeit  nahzuweisen  erlnubte. 
Aber  auch  an  Originalarbeiten  Hess  es  Prechtl  nicht  fehlen, 
von  denen  hier  nur  einige  hei^onders  erwähnt  sein  mligen.  Im 
4.  Üande  (1823)  lindet  eich  die  Beschreibnn^  und  grfindliche  Be. 
rechnung  eines  neuen  Baro^kopes  zum  Hühenmessen,  das  ttoM 
hauptsSchlich  der  unvollbomraenen  Ausführung  wegen,  in  der  eS 
in'a  Publikum  kam.  weniger  Aurmerksamkeit  erregte  als  es  ver* 
diente.  Prechtl  fühlte  selbst  die  Schwierigkeiten,  welche  diese« 
Instrument  bei  der  Verfertigung  darbot,  und  als  ein  Beweis  für 
die  Ausdauer,  mit  der  er  eine  einmal  gefasste  Idee  verfolgte,  mag 
dienen,  dass  er  später  im  -20.  Bande  der  Jahrbücher  eine  Verein- 
fachung dieses  Instruroentes  angab,  wodurch  es  jedenfalls  viel 
brauchbarer  wurde,  und  in  dieser  veründerten  Gestalt  allen  za 
demselben  Zweck  später  angegebenen  Instrumenten  dieser  Art 
vorzuziehen  sein  dürlte. 

Eine  andere  im  14.  Bande  d.  Jahrb. 
ebenfalls  der  Wiederaufnahme  werth  war 
welche  Prechtl  „über  die  Beziehung  dei 
zii  Jhrer  elektrischen  Differenz"  anstellte. 
da,ss  Prechtl  diesen  Gegenstand  nicht  selbst 
da  }hm    auch  die  äusseren  Mittel    hierzu  in  d 


enthaltene  Arbeit,  die 
e,  sind  die  Versuche, 
Adhärenz  der  Metalle 
Es  ist  zu  bedauern, 
verfolgt  hat, 
ihm  gegrün- 
deten vortrefflichen.  Werkstätte  des  Institutes  (noch  gegenwärtig 
unter  der  umslchligen  Leitung  des  rühmlichst  bekantiten  Werk- 
meisters Herrn  Christoph  Starke)  reichlicher  zu  Gebote  stand, 
als  irgend  Jemandem. 

Die  vielen,  mit  mancherlei  persünlichen  IJnannebmlichkeiteD 
verbundenen  ämtlichen  Geschäfte  Messen  Prechtl  dennoch  Zeit, 
eich  nebst  der  Herausgabe  der  Jahrbücher  auch  noch  an  anderen 
literarischen  Arbeiten  zu  betheiligen.     Uie  grosse  Vervollkomni- 
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nung  der  optischen  Intttrumcnte,  namentücfa  der  Femrühiv,  wel^M 
insbesondere    durch    das    Genie    Fraanhofer's    in    dem    erst«! 
Viertel  unseres  Jahrhunderts    erreicht  ivard,  so  wie  die  Feststal* 
lung    ihrer  Theorie    durch    Herächel,    Yoong,   Littrown.A)) 
lenkten  die  Aurmcrksamheit  Prechtl's  auf  diesen  eo  aiiEiehendei^    i 
'J'heil  der  Physik.     Ausser  verschiedenen  AufsStzen  tiber  einzelW    ! 
Theile  der  Optik  veröffentlichte  er  im  Jahre  )828  s«iiie  „praktisch« 
Dioptrik"  (Wien,  bei  Heuhner,  1828),  durch  nelche  er  den  Kunst«    , 
lern  und  Lielihaliern,  die  sich  niit  der  Verfertigung  astronomtschm   i 
Fenirühre    bernssen,  einen  Leitfaden  in  die    Haud  geben  wolltsj    ' 
der  sie  in    den   Stand  setzen  sollte  „dies«  optischen  InstrumenW    ! 
mit  jenem    Grade  der  Volleiiduni;  herEUstellen,  die  sie  nach  deai 
heutigen  Zustande  der  Wissenschaft  und  Kunst  erreichen  kunnenjH 
Diesen  Zweck  hatte  Precbtl  auch  erreicht,  denn  es  fehlte  gerada   j 
damals    an    einem    ähnlichen    Werke.      Dieses   Buch    fand    dahta  ] 
schnell    eine   grosse  Verbreitung    und    hat  gewiss    zu    dem   Aufr    , 
schivunge  beigetragen,  den   die  praktische  Optik    in    Wien  naba4 
und  zur  Erlangung    des  hohen  Ranges,  den  sie  noch  gegennärtl^   I 
behauptet.     Dasselbe  darf  jedoch  nicht  für  eine  Idosse  Zusammoai  1 
Stellung  des  Bekannten   gehalten    werden;  Precbtl  hat  vielmebh    I 
in    diesem  Werke  über    mehrere   Punkte  ganz;   neue    Aufschlüssa 
gegeben,  so  dass  es  als  ein  Quellenvierk  erscheint  und  als  solches 
auch  häuGg  benutzt  wird.     Als   Beweis   hiefür  kann  unter  andera 
dienen,  dass  Prechtl  darin  zuerst  durch  genaue  Messungen  (lej 
Fraunhnfer'scben    Linsen   bei    Fernruhren  zeigte,    dass    dieseV 
grosse  Optiker  die  He  rschel'schen  Formeln  der  Beiechnung  der 
Krümmungshalbmesser  seiner   Glaser  zu   Grunde  legte,    was  ein^ 
fiir  die  Praxis  wii:hlige  Thatsaehe  ist. 

Wie  umfassend  und  tief  eingehend  sichPreehtl  mit  der  suc- 
ressiren  ditwickelung  der  Natur  wissen  Schäften,  namentlich  in  in- 
dustrieller Beziehung  beschäftigte,  geht  unter  andern  auch  daraus 
hervor,  dass  er  sich  nicht  begnügte  alles  zu  sammeln,  was  dia 
reiche  Literatur  Frankreichs,  Englands,  Deutschlands,  Italiens  und 
der  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  ihm  darbot;  sein  BItclc 
wandte  sich  auch  dem  so  viele  Geheimnisse  bergenden  Asien  eu, 
und  da  war  es  das  älteste  Culturvolk  der  Well,  die,  wie  er  oft 
sogte,  so  sehr  verkannten  und  mit  Unrecht  oft  so  missachtetea 
Chinesen,  die  besonders  seine  Aufmerksamkeit  auf  sich  zogen. 
IJm  mit  eigenen  Augen  zu  sehen,  und  sich  ein  selbständiges  Urtheil 
zu  bilden,  scheute  er  die  Mühe  nicht,  sich  mit  der  chinesischen 
Sprache  und  Literatur  vertraut  zu  machen.  Er  betrieb  dieses 
Studium  seit  dem  Jahre  1830  mit  Gifer,  und  die  reiche  Sammlung 
chinesischer  Werke,    ä»   wie  die  von   «meiner  Hand  guschriebenan 
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lablreirlien  Motaten,  welche  er  hinterlieas,  zeißiMi  deutlich,  wie  tisf 
and  mit  weither  Vorliebe  er  auf  diesen  (iei^eiisUnil  einging.  Er 
rerfolgtfl  dabei  den  Zweck  («-orüber  er  sich  oft  ;;egen  den  Ver- 
fasser dieser  Skizze  aussprach),  die  Geschichte  der  Errindungen 
in  China  lu  liearheiten  und  ei«  ist  sehr  zu  beklafren,  dass  er  diesen 
PUa  nithl  durchführen  konnte.  Ein  wichtiger  Beitrag  fiir  die  so 
merkntirdigen  und  noch  so  nenig  gekanuten  Gesetze,  nach  wel- 
chen  Bicli  die  Cullurverhnllnisse  des  Menschengeschlechtes  ge* 
stalten,  unterhleiht  dadurch  vielleicht  Tür  noch  lange  Zeit,  denn 
wann  nird  sich  wieder  die  Kenntnis»  einer  noch  so  selten  betrie* 
benen  Sprache  mit  gründlicher  iiaturwissenKcbartllcher  Bildung 
bei  eihem  Manne  in  einem  solchen  Grade  zusanimenünilen,  wie 
dies  hei  Prechtl  der  Fall  wnr  und  wie  es  auch,  selbst  nur  zur 
annüfaernden  Lüsung  einer  solchen  Aufttahe  nothwendig  ist.  Als 
■chDner  Beweis  für  seine  Bescheidenheit  kann  angeführt  werden^ 
dass  manche,  selbst  mit  frechtl  befreundete  Manner,  von  diesen  I 
seinen  auseergewGhnlicben  Studien  keine  Ahnung  hatten.  MU  \ 
dem  halben  Wissen  Prechtl's  in  diet<em  Fache  hätte  mancher  ] 
sich  zum  iSftrach  forsch  er  gestempelt.  Preuh  tl  schmieg  dav( 
da  er  noch  kein  ihm  hinreichend  nichtig  erscheinendes  Resultat  | 
au fxu weisen  hatte. 

Im  Jahre  1S39  fasste Prechtl,  angeregt  durch  Freib.  v.  Cotl&    , 
und   getrieben   von    dem  patriotischen  Streben,  die  vaterländiscbs  j 
Industrie   nach  Kräften    zu  fördern,   den  Entscblugs,  „eine  technor 
logische  EncyktopNdie    zum  Gebrauche   liir  Cameralisten,  Oekooo- 
men,    Künstler,    Fabrikanten    und    Gewerbstreibende   jeder    Art" 
herauszugeben. 

In  der  That  erschien  der  erste  Band  dieses  schätzbaren,  ja 
in  seiner  Art  einzig  dastehenden  Werkes  schon  im  Jahre  1830 
(Stuttgart  im  Verlage  der  J.  G.  Cotta'schen  Buchhandlung;  Wien, 
bei  C.  Gerold,  in  dessen  Bnchdruckerei  der  Druck  besorgt  wurde). 
Prechtl  war  ein  zu  griiniilicher  Kenner  aller  technischen  Zweige 
der  Naturwissenschaften,  als  dass  er  sieb  hätte  die  Schwierigkei- 
ten eines  solchen  Unternehmens  verhehlen  können,  dennoch  aber 
unterschfitzte  er  dieselben;  für  das  erstere  spricht  der  (Jmstand, 
dass  er  sich  gleich  anfangs  die  beiden  ausgezeichneten  Technolo- 
gen Altmütter  und  Karmarsch  als  ständige  Mitarbeiter  beige- 
sellte, für  das  letztere,  dass  er  den  Umfang  des  Werkes  auf  10 
bis  12  Bände  festsetzte,  während  bereits  I!:!  erschienen  sind.  Wer 
konnte  auch  im  Jahre  1830  die  so  überaus  raschen  Fortschritte 
der  Naturwissenschaften  ermessen.  Uie  Zeit  umfassender  Ency- 
klopädien  für  ganze  Gruppen  von  Wissenschaften  ist  vorüber,  maa 
kann   nur  mehr  Wörterbücher   für  einzelne  Fächer  schreiben  und 
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selbst  dieKS  bieten,  nie  alle  neueren  UntemebraniHieh  diese*  Art 
leigcn,  grosse  ScliiTieri(>keiten  dar.  Wie  Prechtl  allem,  was  et 
angriff^  «ine  neue  Seite  afaiugewinnen  wUnste,  so  auch  hier.  Seins 
Encyklopäilie  unterach«iilet  sich  näinrn.'h  von  allen  früheren  Werken 
dieser  Art  dadurch,  dasn  sie  nicht  Dach  Schlaf;Tri>rtern,  sona 
dem  nachSachen  alphabetisch  geordnet  ist,  ivas  viele  Wie  derbfti 
luni^en  reritilcd  und  eine  grosse  Vereinfachung  erlaubte.  Die  Haitpf 
tendenz  des  Werkes  ist  zwar,  nie  das  Lehen  Prechtl's:  selUt^ 
eine  praktische,  uber  mit  strenf;  wissenscballlicber  Begründungi 
Dass  übrigens  Precbtl  diesem  Werke  nicht  bloss  seinen  Namen 
lieh,  sondern  selbst  daran  auf's  Thütigste  mitarbeitete,  sieht  man 
aas  der  grossen  Anzahl  der  Artikel,  die  von  ihm  verfasst  slndi 
and  deren  Anzahl  in  den  vorliegenden  19  Bänden  nicht  wenige^ 
als  90  betrügt.  Darunter  sind  mehrere  von  bedeutendem  Umfange, 
wie  üher„Gasbelenchliinc;"  (Bd.6,  IS35)7llogen  stark,  „Heizung* 
(Bd.  7,  Vm)  6  Bogen,  „Leder"  (Bd.  9,  1838)  fasat  7  Bogen,  „Mfinz^ 
kunst"  (Bd.  10,  1840)  3  Bogen  u.  s.  f. 

In  der  Tliat  nahmen  auch  diese  Arbeilen  alle  freie  Zei^ 
Prechtl's  in  Anspruch,  «welche  ihm  die  mit  der  Ausdehnung  des 
Instituts  rasch  nachsenden  Geschäfte  ülirig  liessen.  Er  befassle 
sich  daher  seit  dem  Jalire  ISISO  nicht  mehr  mit  eigenen  Forschun- 
gen und  die  nach  dieser  Periode  erschienenen  Jahrbücher  enthalt 
ten  keine  Mittheilungen  dieser  Art  von  ihm,  mit  Ausnahme  dei 
oben  env.lhnten  kurzen  Aufsatttes  im  letzten  Bande  derselben.  Nur 
mit  den  speciellen  Arbeiten  zur  Vollendung  seines  Werkes  ubef 
den  Klug  der  Vügel  beschäftigte  er  sich  noch  bis  zum  Jahre  1S40.' 

Die  tietviasenhaftigkeit,  mit  der  Prechtl  die  hinsichtlich  der 
EncyklopSdie  tibernnmmenen  Verpflichtungen  Eti  erfüllen  suchte; 
so  nieseln  vorgerücktes  Alter  sind  der  Grund,  dass  die  Akademie 
sich  keiner  grüsseren  IVlittheilung  von  ihm  zu  erfreuen  hatte.  Die 
Jahre  der  Kraft  und  der  titerarischen  Wirksamkeit  PrechtTs 
waren  vorüber  als  unsere  Akademie  in's  Leben  trat,  er  gehörte 
derselben  mehr  als  Ehrenmitglied,  denn  als  viirkliches  an. 
Seine  früheren  Originularheiten  wären  Zierden  der  Schriften  jede^ 
Akademie  gewesen.  ' 

PrechtTs  Gesundheit  war  schon  im  Jahr»  1817  angegriff«Bt' 
er  verliess  von  dieser  Zeit  an  den  Winter  hindurch  seine  Wohi' 
nung  nur  selten  und  fühlte  bald  nicht  mehr  die  Kraft  in  sicbi 
seinem  scbirierigen  Amte  In  der  Weise  vorzustehen,  wie  er  ei/ 
dem  Staate  und  sich  selbst  schutdig  zu  sein  glaubte.  Er  suchtl^ 
daher  im  Jahre  1849  um  seine  Pensionirang  tM,  die  ihm 'mif'Blv 
läse  vom  II.  Juli  1849  gewahrt  wurde.      -■•!'>•  fi-.'IviI  r,.i  v.Ijui    Aul-** 
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8a.  k.  k.  Apost.  Majestüt  geruhten  Prechtibeidi 
f>enbeit  in  gerechter  AnerL-ennung  »einer  Verdienste  um  „Stsat 
und  Wissenschaft"  das  Rilterkreua  des  0  st  err.  kaia.  Leopold  ordern* 
bh  verleihen,  iforauf  dessen  Erhebuni;  in  den  üslerr.  Ritteralanil, 
den  Statuten  dieses  hohen  Ordens  geniüss,  errolgle.  Die  Stadt 
Wien  hatfe  ihm  in  Anbetracht  seiner  mannigrachen  mit  Erfolg  g»< 
krünten  Bemühungen  nra  das  Gemeindenesen  im  Jahre  1847  das 
Ehrenbürgerrecht  ertheilL  Der  Akademie  gehürte  er  seit  ihrer 
Gründung  als  ivirkiiches  ftlitgtied  an  <)■ 

,i  Dieletzten  fiinTJabreseines  thätigcn  Lebens  verlebte  Prechti 
rnbig  oii<l  beiler  im  Kreise  seiner  Familie'),  immer  noch  geistig 
be»«;hääigt.  bis  ihn  der  Tod  am  24.  October  lS5i  ereilte.  Ea, 
war  ihm  noch  vergöant,  die  technisehe  Encyklopädie  wenigstens 
im  Manuscripte  zu  vollenden,  der  2Ü.Band  derselben,  zugleich 
der  letzte,  befindet  sich  uuier  der  Presse  und  wird  nächstens  err 
scheinen.  | 

Wirft  raaii  nun  den  Blick  zurück  auf  das  Leben  und  WirIceD 
Precbtl's,  so  kann  man  nicht  umhin,  zuzugestehen,  dass  er  ein 
Charakter  von  seltener  Consequenz  uud  Reinheit  »ar;  die  An&ich^ 
ten,  welche  er  als  junger  Mann  von  26  Jahren  in  seiner  ersten 
ülrrariscben  Arbeil,  der  oben  envahnten  Schrift  über  die  Fehler 
der  Erziehung,  mit  Freimüthigkeit  und  Wärme  aussprach,  sebed 
wir  ihn  50  Jahre  spSler  noch  vertheidigen  und  befolgen,  wie  denil 
überhaupt  in  diesem  Buche  die  ganze  Richtung  seines  sii.^ilerei^ 
Lebens  gewisserma^aen  vorhergezeichnel  ist.  Sein  Geist  waj^ 
^ugsweise  ein  ordnender,  berichtigender,  nach  Gründlichkeit 
strebender,  eine  ruhige,  natürliche  Eut»ickelung  in  jeder  Richtung 
(Mderuder;  hieraus  erklären  sich  nianihe  Eigenlhünilichkeiten^ 
vielleicht  auch  manche  Irrlhilmer  seines  Lebens.  ■ 

inem  Manne,  dessen  Wirksamkeit  nicht  die  eines  Ge> 
lehrten  allein  war,  bei  dem  vielmehr  der  Gelehrte  sehr  oft  dei)^ 
Beamten  weichen  niusste,  ist  der  Einfluss  der  Gestaltung  seiner 
Zeit,  der  persönlichen  Eigenschaflten  der  MSnner,  mit  denen  er 
in  Wechseln irkung  stand,  auf  seine  geistige  Richtung  und  £ntr 
Wickelung  weit  grosser,  als  bei  jenen  Glücklichen,  denen  es  ver- 
güsBl  ist,  sich  dem  Forschung« triebe  ihres  Geistes  UDgectiirt  und 
unbeirrt  fainzugelten.  Frech  ll  hat  einen  nicht  unbedeutenden 
Theil  «einer  etaunenanertfaen  Arbeitskraft  zur  Uebenvindung  voa 
Widerstände»  verbraucht,  dennoch  wurde  er  mit  Gerstner  der 
Be|;rüDder  der  jetzigen  technischen  Bildungsanstalten  in  Oester- 
reich,  Die  Verhültnisse  und  Umstände,  unter  welchen  dies  t;e- 
schab,  näher  zu  beleuchten,  wird  die  Aufgalie  desjenigen  sein,  der 
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rlie  Culhir»e8chichte  nnsereB  Vaterlandes  in  einer  spateren  Periode 
EU  echildern  unternimmt.  ' 


1)  Db«  ToDutöndige  Veneichniaa  iler  Titel  und  andeTWeill);en  Ana* 
Ecichniingen  FrecLtl'g  laulct  wie  foFgli  Pr^clitl,  Johann  Joaeph 
Hiller  Tun,  Ritter  do  kaiaerl.  nalerr.  Leoiioldordena,  k-  k.  Beftierungsriitll, 
emerilirter  Dirccliit  dei  k.  k.  polytechniiclien  Imtitutei;  Ehrenmitglied 
de«  Indudric-  und  Gewerbe  Vereines  in  Inner-Oeslerreich,  der  h.  k.  Ce- 
■cllaehnfl  der  Aerzte  zu  Wien,  der  Akndemlc  de«  Ackerbaue«  utid  der 
Kannte  lu  Verona,  de«  Vereines  zur  Beförderung  des  GewerbsHeisaea  in 
Preuasen,  der  iikuiKiinlschen  GeBellkrftllft  Im  Königreiche  Sschien,  der 
narkiach-ökunoiniaehen  Gesellschaft  in  Potsdain.  der  allgemeinen  «chwel- 
leriachen  Geaellauhaft  für  die  NaIiirwi«aEn«cbuflen,  dea  Apnlheber-Ver- 
eine«  im  Cruaaheriiiglhiiin  Rallen,  der  achleaiacheii  Geaetlachaft  för 
THlerländiaclie  Cullur,  der  GeBslUchafc  zur  VerTollkommnnn^  der  KüntU 
und  Gewerbe  la  Wiir/Unrg,  dea  bön.  iinl^teclinischcn  Vereine«  in  Baieri», 
de«  grnaaherznglich-heiBischen  Gewerbavereines  in  Darmstndt,  de«  Ge- 
iiT  erb  s  verein  es  für  daa  Konigroii-fi'HnnnnTef,  des  Gewerbavereinea  in  Lahr, 
de«  Apnth eher- Vereine«  im  nördlichen  Dentacbland;  Mitglied  der  k.  b. 
LandwirihschafU-GsselUehafi«»  cu  Wien,  Grats,  Lailiach  nad  Elrünn, 
d«r  Gesellschaften  für  i\alurwisseni<'haflcn  und  lleilknnde  zu  Heidelberg 
und  zu  Dreaden,  der  Gcar'IIschaft  lur  Beförderung  der  geaammten  K«- 
tuFwiaaenscIiaflen  zn  Marbnrg,  des  landwirlhsrhafllii^hen  Vereine«  im 
Grosshcrzegthum  Baden,  de«  V«r«)nes  mr  Ermunleriing  de«  Gewerba- 
geiatea  in  Biilimen ;  correa|iondirende«  IHiCgIied  der  li.k.  Institute  der 
Wisaenichaftcn  und  Kiinate  zu  Mailand  und  Venedig,  der  kön.  bnierischen 
Akademie  der  Wiaaenadinflcn ,  des  Natinnal-inalilutes  zur  Befiirdernn^ 
der  Wissens  eh  alten  zu  Wnahingtnn,  der  Geaellachaft  zur  Bofürderung 
der  nülilichen  Künste  und  ihrer  Hilft  Wissenschaften  zu  Frankfurt  a.  M., 
der  pnl}'(echais<'hen  Geaellschaft  zn  Faria;  Ehrenbürger  der  b.  k.  Haupt, 
nnd  Resideaiatadt  Wien.  ' 

2)  Frech  tl's  Gattin  starb  achnn  im  Jahre  I83T  und  er  verlor  ilurcli 
die«en  härtesten  Schlag  dea  Schicksala  eine  Lebensgefährtin,  die  ebn 
«o  ausgezeichnet  war  durch  Geist  und  Bildung,  nla  durah  einen  edlen 
Charakter.  Aus  dieser  Ehe  stammten  9  Kinder,  nSmIich  5  Sühn«  ua9 
4  Töchter,  Der  ilteile  Snhn ,  Rudnif,  geboren  30. Jnnnel-  18ZI,  |g^ 
ge^renwärlrg'  im  k.  k.  Finnnzminisleriuni  nis  Cnncipi«!  iingcslellt.  Dei^ 
cweilgeborao,  Moritz,  18.  September  1894  geboren,  ein  helTnungaTnllar 
Jüngling,  dem  Range  naob  der  Rr«i*  in  der  fünften  CJasaa  der  It.  k.  In^ 
geoieur'Akadeiuie,  wurde  dem  Vater  in  einem  Alter  von  IT  Jahrsn  wk 
U.Juni  1841  durch  ein  Schiirliichfieber  entrissen.  Die  ilheate  Tnrhter, 
MmriB,  ist  gegvnwtnig  nn  den  Prof« aanr  der KxiargeacHlditeDr.ri-ana 
LanzB  am  k.  k,  G,vmnaainm  zu  Spalaio  verehelichL  Die  zweite TncUti^f^,) 
Caroline,  gebnren  86,  März  1816,  atarb  am  9.  Mai  1854  ala  Wittwe 
dM  b.  h.  Herrn    Oherfinanzralhaa   Dr.  Lndwig  Augnst   Krause.     Di« 
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dritlfdlHiriie ,   AogimU.   '">■  ■«■'   1S40   Gallip    dea  Vrofeuora  am  b.  k, 
pnlj'tecfanUiihen  InHliliile  uni}  Präie«  der  Oireclion  der  k.  k.  (iHt,  Kaiser;  1 
FrrdinBadi-NaritbnIin,   Herrn   Jo(?ph   Sliimmcr.     Die  vicrie  Tochter,  { 
Emilie,  st-boren  9.  Novemlier  1»18.  das  treue  Abbild  ihrer  Mullor, 
geitallet   mit   einem   KellrnFn   Talente   fiir   Malrrei,    alarb   im   22.  Jahre  | 
ihre*  Aller«  am  20.  Sept.  IHlfl.    Drei  Knaben  aind  In  der  Kindheit  veralnrheE 


(Da>  vnllatfinrtl^F. 
Srhriflrn  Preebll"" 
Herrn  Frofeiaor  Srhr 


n  Sei: 


XXVI. 

Zur  Capitalien-  und  Rentenrersicherung. 


Herrn  Franz   ünferdinger, 
Brungs-Calrulalor   der   k.  k.  p.    Alienili 


Der  Berechner  einer  Sammlang  Ton    Prämientarifen ,   Tür  dia 
verschiedenen   gaii[;haren   Versitherun^cartcn   auf  das  Leben  und 
Absterben  der  Menschen,    bedient  sich    beknnnllicli   einer  Reihe 
rdn    Hilfsgrüssen,   die,    spaltenneiae  auseinander  abgeleitet,    die 
Elemente    bilden,    aus    deren    Zusammensetzung    echtieeslJch    die 
Priimicn  selbst    entstehen.     Von    der  Mortalilätstafcl    aus^ehendi    , 
rechnet  er  zuerst  die    discontirten  Zahlen,    die    Summen  der  dis'    1 
GOQlirten  Zahlen,    und   wieder    die   Summen  dieser  letzten.     Ui« 
einem  bestimmten  Versicherungsverträge  entsprechende  allgemeine  1 
Farniel  dient  dann  nur  als  Weisung,  mit  dem  Alter  als  Argument.   I 
die  correspond  Ire  öden  Hilfszahten  aus  den  Spalten  zu  entnehmen.    [ 

Ist   Am   die   dem  Aller  m    entsprechende    Zahl    der  Mortali- 


ünrerdinger:   Zur  C 

m 

apitatleti-  t 
3 

II                     In  Joh.  Nie.  Tetens   „Einleitung  zur   Berechnung  der  Leihreiiten    und  An wartsc haften",                      1 
fe       findet  man  solche  HilfszaMen  gerechnet  p.  89  und  217  nach  der  Süssmilch-Baumannschen   Mortalitätstafel  mit                        ■ 
1      vier  Procent,    «eiche  in  alten  folgenden  numerischen  Erläuterungen  zur  Basis  genommen  »erden  sollen.     Um  diese                        ■ 
1      zu  vereinfachen,    wurde  nach  ihnen  voierst  die  Hüfstafel  1.  zusammengestellt.                                                                                             1 

•«                                                                                            Uilfatafell.                                                                                                             ■ 

i 

■vg. 

P 
II 

II 
P 

4- 

P 

+ 
+ 

109 

•a 

•0 

i 
1 

p 

1000.— 
475.90 
359.40 
224.09 
135.35 
77.90 
42.21 
19.96 
7.19 

P 

475.90 
359.40 
283.74 
174.80 
103.65 
58.04 
29.49 
12.66 
3.64 

5 

p 

s  2  3  s  2  g  si  i  g 

1 

524.10 
116.50 
75.66 
49.29 
3.. 70 
19.86 
12.72 

3.55 

11 

p 

1 

p 

ä 

775.91 
301.10 
224.05 
146.19 
93.14 
57,94 
35.02 
18.35 

r.oi 

II 
s 

3388.58 
2124.90 
1637.49 
1017.20 
610.20 
347.69 
184,17 
84.66 
28.21 

i 

Ol 

1 

8444.90 
6073.52 
1740.94 
2883.81 
1679.11 
916.17 
447.67 
178.24 
49.70 

ii 

II 

+ 

+ 
t 

ii 

r 

-       *  1 

542.74 
133.22 
9T.06 
73.59 
53.68 
36.91 
23.98 
13.40 
6.4T 

^  1 

133.22 
97.06 
83.87 
63.02 
45.12 
30.16 
18.12 
9.09 
3.90 

ü 

73.59 
63.02 
53.68 
36.90 
23.98 
13.40 
6.17 
1.34 
0.16 

1 

8909.69 
6820.94 
5196.61 
2906.36 
1521.74 
724.92 
295.66 
92.85 
19.1T 

1 

ft 

3912.99 

2906.36 

2123.38 

1065.87 

473.97 

173.20 

44.81 

7.02 

0.12 

11 

1 

i  _^M 

4525.76 
3170.53 
2589.51 
1734.96 
1092.25 
633.12 
324.36 
136.16 
10.13 

P 

28 

1       ■ 

3170.53 
2589.51 
2132.93 
1388.98 
841.64 
462.63 
216.64 
78.05 
18.29 

1 

t 

P  ...  .s  i  E  p  1  i  i 
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Erlegt  nun  z.B.  ein  tnj  ähriges  Individuum  sogleich  die  Snini 
a  und    durch  a  Jahre  zu  Anfang  jedes  Jahres  die  Prämie  ß,  i 
bei  seinem  Ahleben,  wenn  dasselbe  in  den,  auf  die  b  ersten  Jahrtf 
folgeaden   c  Jahren  e)-folgt,    das  Capital  y  zu  hinterlassen;  s 
der  Zusammenhang  der  Grossen   m,  a,   b,  c,   ti,   ß,   y  durch  diq 
Gleicbung  gegeben: 

-  =r-:^[Cßm+»-'-.£„+j+i)-(Em+He-'--E-»fHH-i)]")- 

Fflr  m=30,  a  =  6  =  10,  c=20  zeigen  Tetenss  Tafein 
ß„  =  13S.35,  £„=2177,06,  £,m  1  =  1102.77  =  £„+», 
5  "fi»f4+.=I024.W,  E™+»+.=  186.60,   £™4h=+i  =166-5^; 
hieraus  findet  man  nach  (1)  ffir 

,3  =  0,  y  =  100:     «=16.70 
und  für 

t,  =  0,  j-^lOO:     ,3=2.104; 

lilr  diese  einmalige   Einlage  a  oder  jene  durch  10  Jahre,  zu  i 
fang  des  Jahres  zu  entrichtende  Prämie  ß,  erhält  Am  nach  seineni 
Ableben  das    Capital  100,   wenn    er  die  nächstfolgenden  10  Jabre 
Qherlebt  und  in  den  darauf  folgenden  20  Jahren  stirbt.     Zablt  Am, 
Einlage  und  Prämie,  so  ist  das  Capital  gleich  200. 

Will  ein  mjähriger,  im  Falle  er  im  Laufe  der  nächsten  n  Jahre 
stirbt,  das  Capital 

y,    2/,    3y,  ....  oder  ny 

beziehen,  jenacbdem  dessen  Ableben  im  Laufe  des 

1.    2.    3 oder  Uten 

Jahres    erfolgt,  so  kann  die   einmalige   Einlage  auf  folgende 
bestimmt  werden: 


«)  S.  J.  J.  Llltrow  ,,Ueber  L itliens versieh oruD^ren  ond  an 
derc  VeraorgiiiiKaanilalten",  Wien,  1832.  Um  diu  Wiederhol oaf 
vooEntwickelungen,  welche  aElentlialbeR  in  Werken  über  LebensTeraicfaernrlff 
fwrkommen,  eu  Tormcl<tcn  und  ans  Veratändniaa  des  InhalU  dieser  Abhand- 
lung auch  denjenigen  miiglicb  cu  iDachen,  velvhe  Kwar  mit  der  Mathemalik, 


J 
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Von  Am  Versicherten   sterben  im  Laufe  dea  :cten  Jahres 

am  Ende  des  xten  Jahres  hat  also  die  Casse  die  Ausgabe 

diese  auf  den   Anfang   der   Versicherang  disoontirl    und    auf  alt« 
Am  Mitglieder  gleichfürmig  vertheilt,  gibt; 


A„ 


(^„+,-1-^™+.). 


xi_ 


'  Am 


.(X. 


A«+s- 


-'^^ 


als  Antheil  des  Einzelnen ,  am  gegenwärtigen  Werth ,  der  am 
Ende  des  :Kfen  Jahres  zu  leistenden  Zahlungen.  Setzt  man  in 
diesem  Ausdrueb  der  Reihe  nach  x  =  l,  2,  3,....Ji  und  addirt, 
so  ist  die  Summe  offenbar  gleich  dem  Gesammtantheil  des  Ein-  , 
zeinen  am  reducicten  Werth  aller  Zahlungen  der  Casse  der  Ge- 
sellschaft; also  gleich  der  einmaligen  Einlage: 

T'"~       ,5,       Am-Yz—1  S       Am-f-x-, 

■■=y-^i;r-[,^>,.t,-i— -■f^v.jj]- 

Die  angedeuteten  Summen   lassea  sich   leicht  durch   die  mit 
E  und  f  bezeichneten  Uilfsgrüssen  ersetzen :    in  der  Tbat  ist 


'■^'"+"+'-*™+™h' 


diese  Werthe  eubstituirt,  — j—  durch  — jj—  ersetzt  und  die  ho- 
mologen Glieder  zusammengerasst,  gibt  die  Formel: 

x[(£„-'--E„t,)-(£.+.— ••£.t.+,)-«-(£„+.---£.+^,)l. 

Soll  diese  bedingte  Capital -Versicherung  statt  mit  einer  ein- 
maligen Einlage  o,  mit  einer,  anfangs  Jedes  Jahres  zu  entrichten- 
den Prämie  ß  erreicht  werden,  so  ist  bekanntlich: 

nicht  aller  mit  diesem  in  nüulichen  Zweige  ihrer  Anv-endang  rertraut  rilid, 
ist  e<  nothivendig,  gleich  Ein};aiiga  attf  diese  Schrift  zu  vcrweiten,  welstiB 
alte*  enthält,  wa*  wir  in  den  folgenden  Recbntingen  bedürfen.      ''      *  '  ' 
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oder  substituirt: 


■    r  <''---E.H-)-(g„f- 


Wenn  y=lOO,   m  =  30,  «  =  20,  so  ist: 

ino 

fl  =  j  Q^i^  3g.[1092.25-324.36— 2Q.23.C 
„   .  204.81. I35.33_.,  ,^ 


Die   Bestandtheile   der  Formeln    (2)  und  (3)   werden  aus 
Hilfstafel  I    entnommen.     Die  folgende   kleine  Tafel    gibt  solche» 
Beispiele  mehr. 


Tat. 

A. 

» 

=  S 

"  = 

=  20 

m 

- 

ß 

« 

P 

0 

66.26 

19.6D 

126.8 

15.02 

S 

10.34 

4.33 

105.3 

8.25 

10 

9.06 

2.19 

113.3 

8.59 

«t 

13.25 

2.02 

156.1 

12.13 

30 

17.77 

3.94 

204.8 

16.51 

4U 

24.30 

5.45 

282.6 

24.03 

SO 

39.00 

8.04 

398.2 

37.55 

60 

60.08 

14.38 

492.2 

55.12 

70 

98.13 

25.02 

486.5 

70.40 

Bei  alten  Versicherungsarten ,  welche  von  dem  Ahleben  des 
Versichernden  in  einer  bestimmten  Zeitperiode  abhängen, 
kann  die  Bedingung  festgesetzt  werden,  dass,  im  Falle  das  ent- 
gegengesetzte Ereigniss  statt  findet,  die  eingezahlten  Be- 
trSge  wieder   zurückgegeben   werden    und  im  Folgeuden 


len    H 
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soll  Dun,  unter  Anwendung  der  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  an 
einigen  der  Versicherungs-Prasis  entnommenen  Aurgafaen,  i 
allgemeine  Methode  zur  Aufstellung  der  entsprechenden  Formeln 
erläutert  werden. 


I  r  g  a  b  e 


Am  macht  die  Einlage  a  und  nill  dafür  nach  seinem  Ableben, 
wenn  dasselbe  im  Laufe  der  nächstfolgenden  n  Jahre  erfolgt,  aei' 
sen  Erben  das  Capital  y  hinterlassen.  Wenn  jedoch  Am  diese 
Zeit  iiberlelit,  so  »oll  ihm  die  Einlage  a  einfach  wieder  zurück- 
gegeben werden.  Es  soll  die  Bedingungsgleichung  zwischen  m,  . 
a,  n  und  y  aufgestellt  werden. 

Auflösung. 

Zerlegen  wir  diesen  Vertrag  in  Kwei  Theile,  so  haben  wir 
erstens  die  Versicherung  des  Capitals  y  auf  Todesfall  innerhalb 
K  Jahren,  die  entsprechende  Einlage  heisse  x;  zweitens  die  Ver- 
sicherung des  Capitals  a  auf  Lebensfall  am  Ende  des  nten  Jahres, 
die  zugehörige  Einlage  heisse  y. 

X  findet  man  aus  der  Gleichung  (I)  wenn  |3=:0,  6  =  0  und 
c  =  n  gesetzt  wird ; 

der  Kürze  wegen. 

Von  Am  Versicherten  leben  noch  am  Ende  des  nten  Jahres 
Am\-it  und   diese   erhalten   das    Capital   «,  dessen  heutiger  Werth 

4  'St. 


bezeichnet  also  den  gegenwärtigen  Werth  des  Antbeils  eines  Ein 
zelnen  an  den  Ausgaben  der  Casse  für  ^n-i-ii  Ueberlebende,  um 
ist  demnach  gleich  der  Einlage  y. 


Nun  folgt  aber  aus  der  Diction  unseres  Vertrages,  dass  das 
im  zweiten  Falle  versicherte  Capital  tt  gleich  der  Gesammtein- 
lage  jT+y  sei:  .-   -,   i    -i>i       !,■      ,        .   :  .;         i 


^^■■■■■■■1 

■ 

l^                    (6)                                                :.  +  ;,  =  «. 

y   auv 

^^M             (4)  und  (5),    so 

H      «=^-^+°%f-  -<'-%^-)=rk-«' 

■                              .(D.-ß„t.)  =  ?.«,    -  =  ?.c„-1).t.' 

^^M              die  gesuchte  Bedingungegleichung  ist  also: 

., 

H                (7)             .      f.(£.-..E^O-(&,+.-r.E„^,+0. 

^^L                    Für  m  =  30,    n  =  30,    }'=I00   hat  man  nach  HilfBtKfel  1:       J 

^^M                                            100    53.68-23.08      „  ^ 
^H                                    «-1.04-        93.11        -30.66. 

1 

^^V 

100 

53.68-23. 98]  =  21.ia 

1 

IV 

—  1.04.135.35- 

P*                 ond  zur  Coutrolle 

-1 

2,  =  30.66.j~^  =  9.56=30.66-21.10. 

1 

Auf  diese  Art  wurde  die  folgenile  kleine  Tafel  gerechnet.        H 

•                                                                  T  a  f  e  1    1. 

■ 

» 

„  =  5 

11  =  20 

1 

'J 

« 

100.| 

X 

» 

« 

lOOJS 

0 

39.38 

35.76 

75.13 

91 

4S.1I 

13.03 

68.14 

sg  .1 

6 

7.31 

22.54 

29.85 

309 

14.18 

8.24 

22.42 

68      1 

10 

3.53 

13.23 

16.76 

375 

11.61 

7.01 

18.62 

60    .  1 

^_          w 

4.54 

16.08 

20.62 

354 

15.74 

8.39 

24.13 

63       ^ 

^H 

6.08 

19.88 

26.96 

327 

21.10 

9.56 

30.66 

46 

^H 

8.33 

24.36 

32.69 

292 

29.02 

9.99 

39.01 

34 

^B 

13.35     30.Ö4 

44.29 

232 

42.16 

8.66 

50.82 

2.       M 

^1 

20.76     36.02 

56.78 

174 

68.09 

6.10 

63.19 

9.1 

^H 

34.37     38.24 

69.61 

103 

71.01 

1.83 

72.84 

2.«a 

^^^^^^^1 

^^H 

^^1 

^1 

^^1 

^^1 
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Aufgabe    2. 

Am  erlegt  zu  Anfang  eines  jeden  Jabres  die  Prämie  ß,  um 
nach  seinem  Ableben,  wenn  dasselbe  innerhalb  der  nächstfol- 
genden n  Jahre  erfolgt,  das  Capital  y  zu  hinterlassen;  überlebt 
jedoch  An,  diese  Zeit,  so  sollen  ihm  am  Ende  des  »ten  Jahres 
die  n  eingezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet  werden.  Es 
soll  ß  als  Function  von  m,  n  und  ■/  dargestellt  werden. 

Auflösung. 

Wird    auch    dieser    Vertrag    in  twei   gleichzeitig   besiehende 
Versicherungen  zerlegt,  so  lautet  die  eine  auf  das  Capital  }>,  zahl- 
bar im    Todesfalle   innerhalb   it   Jahren,    die  jährliche   Prämie    , 
hierfür  sei  x%    die  andere   lautet  auf  das  Capital  nß,   zahlbar 
Lebensfalle  am  Ende  des  »ten  Jahres,  die  entsprechende  jährliche   i 
Prämie  sei  y. 


hält 

(8) 


Setzt  man  in  der  lileichung  (1)  < 

y    (Em  —  T .  Em+i)  —  (Em- 


Em~E„^ 


=  0,  6  =  0,  . 


,   so  er- 


.JV 


zur  Abkürzung. 

Würde  die  Versicherung  des  Capitals  »^  durch  eine  einma- 
lige Einlage  gemacht,  so  wäre  diese,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 
gezeigt  wurde. 


um  diese  in  eine  njährige,    anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende 
Prämie  y  su  verwandeln,   muss  sie  durch  den  Ausdruck 


dividirt  werden ;  alst 
(9) 


D^ 


«■t. 


ßerfick Sichtiget    man    auch    hier   wieder    die    aus  der    Natur   des 
Vertrages  entspringende  Gleichung: 


(10) 


*+»^«., 


^^B          4M    Bnfirdfngtf:   zur  capiMHett-  und  nenleneernelurunff.           ■ 

^^r           (9)  addirt  gibt                                                                                        J 

^H                                «_r  VJ..S 

«.+. 

■ 

^^H                                — 

T  "K 

£„-  E^. 

.1 

^^H 

^M 

^M                         ß.(E„-E,t 

)  =  l.X.^E.-E^.)+nß.D.:^,.              'S 

^B                           /!.(£„-£.+.-«.«„+.)  =^. ».(£.-£.+.),               -1 

^f                                                                                                                             1 

.      !■  (£--i'-£-+i)-(£~+.-'-£.+.+i)                 ■ 

^_                     lit  ni  =  30,   >>  =  %,   r  =  100,    so  wird                    ^^^fl 

^B                                              lOO    53.68-23.98       ,  „,             .]^^^l 
^B                                      »'-I.IM-                         -1.701.            ^^^1 

^H                                           KW         53.68-23.98          ,   ,„                      V 
^B                                  ^-i:04-1679.U-20.4-2.2i-'-'2»                      ,■ 

■    -d                                 m 

^H                            j  =  20.3.420.j^?Jj  =  l. 719  =  3. 420-1.701                H 

^^                       Zur    vergleichenden    Uebersicbt    folgen    in    Tafel  2.    solcherB 
r                     Beiipiele  mehr.                                                                                     ■ 

T  >  f  e  1    2.                                             1 

" 

«  =  5 

•■ 

:c 

ü 

ß 

100  .^ 

X 

S 

' 

100.| 

0 

11.621 

27.402 

39.023 

236 

5.342 

6.041 

ll.:i83 

113 

^^^^^k    10 

1.636 
0.775 

8.967 
5.022 

10.603 

5.797 

548 
648 

l.lll 

1.508 

2.619 
2.051 

136 
133 

».880 

I.17I 

^^^^^m    20 

0.999 

6.098 

7.097 

610 

1.223 

1.438 

2.661 

118 

^                   30 

1.349 

7.602 

8.951 

564 

1.701 

1.719 

3.4» 

101 

^^L 

1.864 

9.409 

11.273 

505 

2.46« 

1.905 

4.371 

77 

^^^                SO 

3.059 

12.285 

15.344 

402 

3.976 

1.881 

5.857 

47 

^^H 

4.895 

I4.S1119.406 

296 

6.506 

1.4.34 

7.940 

22 

^^v 

8.759 

15.92924.688 

182 

10.273 

0.803 

11.076 

7.8 
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Am  zahlt  ein  Or  nlle  Mai  die  Summe  u  and  will  bei  seinem 
Ableben  das  Capital  y  hinterlassen,  ivenn  er  die  nfiGhstfolgendmi 
n  Jahre  überlebt.  Stirbt  Am  innerhalb  dieser  Zeit,  so  soll  die 
Einlage  a  vcieder  zurückgegeben  werden.  Welcher  Zusammenhang 
besieht  zwischen  m,  a,  v  und  n? 


Auflösung. 

Der  erste  Theil  der  Versicherung  lautet  auf  die  Summe  )>, 
zahlbar  nach  Ableben  des  Am,  wenn  dasselbe  nach  dem  Ende 
des  ntea  Jahres  erfolgt,  und  die  entsprechende  Einlage  x  ergibt 
sich  aus  der  Gleichung  (i).  wenn  ß=Q,  b=n  und  c=  der  Zeit 
des  Ausgestorbenseins  gesetzt  wird,  an  dass  Am-\-c=^0,  also  auch 
O„+c  =  0,  Em+c  =  0,  £„+,-+1  —  0,  also  Alle,  welche  die  « 
ersten   Jabre  überleben,    das   Capital  y   erhalten: 

Der  zweite  Theil  entspricht  einer  Capital- Versicherung  a,  zahl- 
bar nach  Ableben,  wenn  dasselbe  innerhalb  der  nächsten  n  Jahre 
erfolgt  und  die  Einlage  y  gibt  die  Formel  (4),  wenn  a  an  die 
Stelle  von  y  gesetzt   wird: 

(13)     ,  =  ^.[(E„-r.£»+0-(E«.+*~r.£-4-fO] 

da   auch    die  Gleichung  gilt: 

(6)  a:+y  =  «, 

so  erhält  man   »ach  Addition  von  (12)  und  (13): 

«  =  ^^.Jtf+— ^.P,    u.r.Dm^aM^yP. 
also 


hnnng  vov^| 
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In  dieser  Gestalt  ist  die  Formel  zur  numerischen  Berechnung  > 
a  am  zweckmässigHten ,  da  ihre  Bcstaiidtheile  in  den  corherge-' 
henden  Formeln  bereits  vorkomnie».  Sonst  liesse  sich  der  Nenner 
»nf  (r  —  I)£ni  +  (JEm^B  — r.Entffl+i)  zusammenzieheB,  wo  aber 
immer  (r — \)Em  neu  gerechnet  iterden  müsste,  ohne  dieser 
tirüBse  später   weiter  zu   hedflrfen. 


=  100. 


100 


20  gesetzt  gibt: 

17.036, 


l.(M. 135. 35-[53. 68— 23.98]- 


■'  —  l. 04.133.31» 

«md  Kur  Controllc! 

;■■'.;,        S=21.5K.T55-, 

die  Zahl  21.10  In  y  Ist  aus  der  Tafel  1.  genommen. 


,  21.10 


=  4.556  =  21.592-17.036; 


Tafel    3. 


„  = 

=  5 

M  = 

20 

m 

X 

S 

« 

100.| 

X 

y 

100.^ 

X 

0 

12,81 

8.32 

21.13 

65.— 

7.08 

5.81 

12.89 

82 

5 

19.61 

1.55 

21.16 

7.9 

12.73 

2.11 

14.84 

17 

10 

22.44 

0.82 

23.26 

3.7 

14.36 

1.89 

16.25 

13 

20 

27.04 

1.29 

28.33 

4.8 

15.83 

2.96 

18.79 

19 

30 

32.05 

2.08 

34.13 

6.5 

17.04 

4.55 

21.59 

27 

10 

37.23 

3.38 

40.61 

9.1 

16.54 

676 

23.30 

41 

50 

41.28 

6.35 

47.63 

15.- 

12.46 

9.08 

21.51 

73 

60 

43.79 

11.47 

55.26 

26.- 

6.45 

8.96 

15.40 

139 

70 

38.77 

20.29 

59.06 

52.- 

2.14 

9.22 

7,36 

244 

Am  erlegt  durch  n  Jahre,  im  Falle  des  f^ebens,  am  Anfange 
eines  jeden  Jahres  die  PrSnile  ß.  Erfolgt  das  Ableben  des  Am 
nach  Ablauf  des  »ten  Jahres,  so  eahlt  die  Anstalt  am  Ende  des 
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Todesjahres  die  Summe  y.  Stirbt  Am  innerhalb  der  »  Jahre, 
so  sollen  die  bereits  eingezahlten  Prämien  irieder  surückerstattet 
werden.    Es  soll  ß  beslinimt  werden,  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist 

Auflösung. 

Der  erste  Theil  der  Versicherung  ist  eine  bedingte  Änwart- 
echaft  mit  Tijähri^er  Prämie  x,  welche  letztere  aus  der  Glei- 
chung (2)  hervorgeht,  wenn  u^O,  b^^n  nud  c±:  der  Zeit  de» 
Ausgestorbenseins  gesetzt  wird,   so  dass  A„\c  =  0,    roithiu  auch 


_y   E^j^ 


"+"+1  _ 


(15)  a.  =  -  — >.  r 

Die  Prämie  y,  welche  dem  zweiten  Tbeile  des  Vertrages  ent- 
spricht, wird  durch  die  Formel  (3)  gegeben,  wenn  jj  an  die  Stelle 
vgii  /  gesetzt  wird,   d.  h.  es  ist 

(16) 

r  IT. 

dem  Inhalte  nnserer  Aufgabe  nach  muas  '.»:t 

(10)  äi  +  y  =  ß  "' 

werden,  also  die  Gleieliungen  (15)  und  (16)  addirt,  8o  ist 

mithin 

(17) 

o_ Em+t~r.Eni+n^l .■    .n  -i 

'-'l  r.(£„-£„H^.)-[(£'.-r.£'„+i)-(E'«+.->-.£'„V.+Ot'  | 
l  -)!.(£.+,-r.  £„+,+,)] 

Für  dae  gewälilte  Zalilenbeispiet  y  =  lOO,  hi~30,  n=:aO  ist 
MO      23.88 

i.tw'Wü.ii"*-'^''*' 

^  =  "'''"  1.01. 1679. 11 -[1092. 25 -321. 36— 20.23,98]  "^  J'^- 


Vnr»fäinger:    Zur  capUalfen-  und  HentemerUchentiiff. 
und  sur  SicherBlellung  der  Rechnung: 


der  Zahlwerth  16.51  in  y  wurtle  mit  den  Argumenten  ^^30  and 
n=20  der  Tafel  A.  entnommen. 

Auf  dieselbe  Art   n'urden  die  Prämien  der  folgenden  Iclein9i| 
Tafel   gerechnet. 


T 

H  f  e 

1    4. 

«  =  5 

»  =  20 

m 

' 

» 

P 

lOO.J 

X 

y 

P 

10O.| 

Sil.'--  0 

3.780 

0.919 

4.699 

24.— 

0.838 

0.148 

0.986 

18._ 

5 

4.392 

0.199 

4.591 

4.5 

0.998 

0.089 

1.087 

9.0 

10 

4.925 

0.110 

5.035 

2.2 

1.089 

0102 

1.191 

9.4 

20 

5.957 

0.179 

6.136 

3.0 

1.230 

0.170 

1.400 

14.- 

30 

7.110 

0.292 

7.402 

4.1 

I..373 

0.272 

1.645 

20.- 

40 

8.341 

0.480 

8.8-21 

5.8 

1.406 

0.445 

1.851 

32.- 

50 

9.460 

0.929 

)0.:i«9 

9.8 

1.175 

0.706 

1.881 

60.-, 

60 

10.324 

1.733 

12.057 

17.- 

0.723 

0.888 

1.611 

123.- 

70 

9.8«4 

3.298 

13.182 

33._ 

0..310 

0.736 

1.046 

238.- 

Aufgabe    5. 

Am  zahlt  durch  n  Jahre  die  PrSniie  |3,  um  nach  Abfluss  die- 
ser Zeit  die  jährliche,  zu  Ende  jeden  Jahres  fallige  Lebensrente 
f  za  geniessen.  Stirbt  jedoch  Am  innerlialb  der  n  Jahre,  so 
sollen  die  bereits  gezahlten  Prämien  «nieder  zurückerstattet  wer- 
den. Es  soll  die  PrSmie  ^  bestimmt  werden,  wenn  m,  n  und  y 
gegeben  ist. 

A  u  f  I  ;;  s  u  n  g. 

Für  eine  um  u  Jahre  aufgeschobene  Leibrente  f  ist  die  jähr-  j 
liehe  Prämie  für  diesen  Zeitraum 
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Was  den  Theil  y  wegen  Rfickzahlung  der  Prämien  betrifft, 
80  wird  auch  dieser  durch  Formel  (3)  bestimmt»  da  er  der  Ver- 
sicherung eines  mit  den  natarlicben  Zahlen  1,  2,  3....n  steigen- 
den Capitals  ß  entspricht: 

(16) 

r  , 

Werden   die   Gleichungen  (18)  und  (16)   addirt,   so  ist  laut  des 
Vertrages 

(10)  ^+y  =  i8, 

also 


ß^^.R  +  y.S, 


mithin 


Q  T,S    rS •  (Em  — * Eni^n) 

^~''^-r-R—y'r.(Em-Em+n)—B.(Em-Em+n)' 
nun  statt  R  und  iS  ihre  Wertbe  substituirt: 

(W) 

ß^  r.Efft^^i . 

''""^•C  r.(Em-Em^n)-{(E'm-r.E'„^i)--iE'm^^r.E'm^^i)r 

l  —  ».(iBm+n  — r.jBm+n+l)]  J' 

Die  Hilfstafel  L  gibt  för  yzzzW,   m=30,,n=:20: 

•  •  •  . 

^  —  „       r.Emt^i      _.^v      •473.^  g  ?ii 


''"^^•1.04. 1679. 11-[1092. ^-324.36-20.23.98]-''*^' 
y  =  3.251. ^^  =  0.537=3.261-2.714. 

t 

Hierzu  gehört  die  folgende 


»  •     r 


»     ••»7:1        i.':i;i;li: 
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n= 

=  B  , 

»  = 

20 

m 

X 

y 

? 

10O.| 

» 

S 

ß     10O.| 

0 

25.282 

6.140 

31.428 

21.- 

4.455 

0.788 

5.243   18.— 

5 

30.866 

1.398 

32.263 

4.5 

4.601 

0.414 

6.015     9.0 

10 

30.515 

0.682 

31.197 

2.2 

4.307 

O404 

4.711     9.4 

20 

27.473 

0.826 

28.299 

3.0 

3.554 

0.491 

4.045   14.— 

30 

23.979 

0.984 

24.963 

4.1 

2.714 

0.537 

3.251   20.- 

40 

20.048 

1.154 

21.202 

5.8 

1.818 

0575 

2.393   31—1 

50 

15.436 

1.515 

16.951 

9.8 

0.962 

0.580 

1.542  60.— 

60 

10545 

1.771 

12.316 

17.- 

0..379 

0.465 

0.844  123.— 

70 

6.534 

2.180 

8.714 

33.- 

0.081 

0.194 

0.275  238.— 

X  —  r—R  - 
Bezeichnen  wir  mit  :r| 
so  ist  auch  dort 


Gleichungen  folgt  ferner 

^-■■3^     al.o»=- 


,  ßx  die  analogen  StCi 


:ke  der  Aufgabe  4 


Xl 


~ß 


mithin 


ich  •?^. 


-R 


also  ^  = 


«L; 


daher  kommt  es,  dass  die  mit  lOO.—  üb erschri ebenen  Spalten  In 
den  ^Tafeln  4.  und  S.  einerlei  Zahlen  aufweisen.  Es  gilt  demnach 
fblgender 

1.    Lehrsalz.  J 

Am  mag   durch    eine.  njShrige    PrSmie    ß,    lur    den  Fall   deSH 
Veberlebens   der   nächsten  n  Jahre,   eine  Anivartschaft  oder  eine 
Kente   versichern,    so   steht    die   der  Röckzahlung   entsprechende 
ZosatzprSmie  t/  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben  Verhältnies. 


Jetzt  wollen  wir  ancb  einige  Versieh  eningi^arten  betrachten, 
welche  von  der  Verbindung  zweier  Personen  abhangen  und  zu 
diesem  Zwecke  folgende  nothwendige  Bemerkungen  vorausschicken: 

Sind  n  und  ti  +  v  die  Alter  zweier  Individuen,  so  ist  der  ge- 
genwärtige Werth  7"+"  ihrer  mit  Ende  jeden  Jahres  fälligen  Ver- 
bindungsrente 1  durch  die  Gleichung  gegeben: 
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Go  iet 


Wächst  die  Rente  mit  den  naturlichen  Zahlen  1,  2,  3, . 
ihr  reducirter  Werth: 

^„ .  A+v  ■  L        r»+»        +-  ■         r"+"        "'■'*'         r«+'        +""  J" 

Bekanntlich  findet  man  die  gegenwärtigen  Werthc  aller  einfachen 
Verhindungsrenten  J''+''  derselhen  Altersdifferenz  v  durch  eine 
einzige  Operation: 

Man  multiplicirt  die  discontirten  Zahlen   der  Lehenden 
Do,  Dl,      Da D„,      0„+i.... 


mit 


Av,  Av^i,  A,\^. 


.  A„\v,   A«^v^i. 


und  hildet  (analog  mit  der  Bildung  von  Em)  die  Stimmen  dieser 
Producle  von  unten  nach  olien.  In  diesen  zn-ei  neuen  Spalten 
steht  dann  hei  dem  Argumente 

n.  Dn.An^^      ^„  ^   and       ^.„       I       ^^^^       '     "r»+/      +■■■■ 

,   t        T\  A  An^i .  An\^-e+i 

n  +  l.   i),+i.JB+„+i=      \«+i  ' 

und 

Bezeichnet  man  diese  Summen  mit  Ea"  und  jene  Producte  mit 
Dh  ,   so  ist  allgemein 

Werden  die  HilfsEahlen  £„"  von  Neuem  in  demselben  Sinne  ad- 
dirt,  so  steht  in  dieser  dritten  Spalte  ))ei  dem  Alter 

"'  pi        +■'■         ,n+i— +-*■-       ^fa +  ■-. 

diese  Summe  beisse  £»"'; 


-+2 


r«+i  T*-  j^+a 

diese  SuiUme  heisse  E' 


+3.- 
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und  mau  sieht  leicht,   dass 


I-..  /);  ~    ■    ■ 

üieriiiit  ist  die  ziemlich  einfache  Methode  angedeutet,  ui 
dem,  was  bereits  vorbanden  und  zu  anderen  Znecken  Dothivendi 
ist,  die  reducirten  Werthe  der  steigenden  Verbindungsrenteit  ■ 
rechnen,  und  die  folgende  Tafel,  welche  die  genannten  Hilfszitl 
len  von  n  =  50  an  für  v  =  10  enthält,  soll  derselben  zur  num 
fischen  Erl&uterung  dienen. 


Hi  U 

•  t  a  r  e  L 

2. 

B 

fl.. /!.+,„ 

£'; 

^n" 

80 

8864.1 

65839.9 

417114.7 

til 

7913.4 

56975.8 

351274.8 

62 

7044.5 

49062.4 

294299.0 

S3 

6215.3 

42017.9 

245236.6 

54 

5461.0 

35802.6 

203218.7 

55 

4777.4 

30341.6 

I674I6.1 

56 

4158.7 

255642 

137074.5 

57 

3598.3 

21405.5 

111510.3 

5» 

3094.1 

17807.2 

90104.8 

69 

2611.3 

14713.1 

72297.6 

60 

2235.5 

12071.8 

57584.5 

61 

1892.1 

9836.3 

45512.7 

62 

1585.8 

7944.2 

35676.4 

63 

1307.3 

6358.4 

27732.2 

64 

1076.5 

5051.1 

21373.8 

65 

873.5 

3974.6 

16322.7 

66 

708.0 

3101.1 

12318.1 

67 

564.3 

2393.1 

9247.0 

6» 

449.3 

1828.8 

6853.9 

69 

350.4 

1379.5 

5025.1 

70 

266.0 

1029.1 

3643.6 

71 

203.5 

763.1 

2616.5 

72 

156.2 

559.6 

1853.4 

73 

116.4 

403.4 

1293.8 

74 

84.6 

287.0 

890.4 

75 

61.» 

202,4 

603.4 

76 

44.1 

140.5 

401.0 

77 

32.2 

96.4 

260.5 

78 

23.0 

64.2 

1M.1 

79 

16.5 

41.2 

99.9 

80 

9.7 

25.7 

68.7 

81 

6.6 

16.0 

33.0 

82 

4.5 

9.4 

17.0 

83 

2.8 

4.9 

7.6 

84 

1.6 

2.1 

2.7 

86 

0.6 

0.6 

0.6 

86 

0.0 

0.0 

0.0 

BMf^mdint^r:^  Zw  CapUMmh  mnd  4lenmMf9Mefmi^    a^l 


Hieraus  ergibt  sich  z.  B.  ...-.-. 

.o_56öre.8_^  .^      ^co_ 351274.8^^  ^^ 
-**"^:8864.1'~^      '    ^60—  8864.1  -'^^'^' 

wie  die  nachfolgende  kleine  Tafel  aufweiset    Nach  derselben  Me- 
thode wurden  anch  die  Zahlwerthe  von  JT^  ,  K"^  ,  J***  •  y  K^ : 

berechnet,  welche  in  den  letzten  vier  Spalten  angesetzt  sind,  um 
sie  später  benutzen  zu  können. 


,  •  •  1  »   - 


m     n 

n 

n 

m-l 

n 

7-» 

n 

n 

fli  t 

»->  Ci 

60    SO 

6.43 

39.63 

59 

60 

6.59 

41.35 

60 

49 

6.51 

40.47 

65    55 

5.35 

28.69 

64 

65 

5.49 

29.95 

65 

64 

5.41 

29.35 

70    60 

4.40 

20.36 

69 

60 

4.49 

21.15 

70 

59 

4.48 

20.97 

75    65 

3.55 

14.114 

74 

65 

3.62 

14.71 

75 

64 

3.62 

14.56 

80    70 

2.87 

9.84 

79 

70 

2.90 

10.15 

80 

69 

2.91 

iao7 

85    75 

2.27 

6.48 

84 

75 

2.36 

6.97 

85 

74 

2.29 

6.61 

90    80 

1.66 

3.42 

89 

80 

1.64 

3.73 

90 

79 

1.66 

3.43 

91    81 

1.41 

2.66 

90 

81 

1.65 

a36 

91 

80 

1.40 

2.56 

92.  82 

1.09 

1.70 

91 

82 

1.36 

2.45 

92 

81 

1.13 

L76 

93    83 

0.75 

0.97 

92 

83 

1.05 

1.65 

93 

82 

0.77 

0.99 

94    84 

0.41 

0.41 

93 

84 

0.77 

1.00 

94 

83 

0.40 

0.40 

95  .85 

0.00 

0.00 

94 

95 

85 

86 

0  42 
0.00 

0.42 
0.00 

95 

84 

0.00 

0.00 

r. .- 


Nehmen  wir  an,  Am  erlegt  ein  für  alle  Mal  die  Summe  a, 
um  nach  seinem  Rieben  dem  Bn  das  Capital  y^^ly,  Zy9....Xf^ 
zu  hinterlassen ,  je  nachdem  der  Tod  im  Laufe  des  1. » 2. ,  3 x.  Jah- 
res nach  Abschluss  der  Versicherung  erfolgt.  Es  soll  die  Einlage  tf 
aus  m,  n  und  y  b^timmt  werden. 

Sind  N  Paare,  je  vom  Alter  m  und  n  in  der  bezeichneten  Art 
versichert,  so  werden  im  Laufe  des  a;ten  Jahres  Ni  Paare  durch 
den  Tod  des  Am  aufgelöst,   wenn 

•KT  _ -KT ^rn^x^l  —  Am^x  An-^-s^^      N       ,  ^  A  A  A        V' 

>        .  ^       * 

Ni    bezeichnet  also   die   Anzahl    der   ao&  Ende  des  orten  Jahres 
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rorkrtmmenrlen  Zahllnlle.    Wir«!    niin  iV,  mit  ay  multipüctrt,    dai 
Protluct  um  x  Jahre  discontirl  und  clurL-h  N  ilhiilirt,  so  ist 


l\.r 


A„.A, 


?] 


der  gegenwnrlijre  WerfS  <]es  Aniheils  eines  Ginselnen  Pnarc«  an 
(Jen,  am  Etiilc  des  ^leii  Jiihrea  nothiveiiiligcn  Ausgubeii  der  Casae. 

Set7.1  man  In    dieser  Formol    nach  und  nach  :t=1,  "i,  3.. 
und  «uniniirt,    sn  erhalt  man  den   gegenivfirligen  Werlh  des  Ge- 
«ammlnntheila  eines  einzelnen  Paares  an  alten  von  der  CaRse  der 
Gcfcllschart  zu  leislenden  Zahlungen,  d.i.  die  einmalige  Einlage. 
Weil  DUO 

1  g       ^^-M-l.A+r. 


.A„   , 


=r"' 


tmd 


so   gibt  die   Ausführung   dieses  Maniivers   die  Endformel: 

Ans  dieser  wird  die  jährliche,  auf  die  Dauer  des  Zusammcn- 
lehens  anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende  Prämie  ß  gefunden, 
wenn  man  mit    l -{■  J      dividirt: 

Hiemach  findet  man  z.  B.  für  y  =  ]00,  in=60,  n=50: 

«  =  100.[]|jg.41.3r.-a9.63]=349   und  ,3  =  jJ^  =46.97; 

tuf  diese  Art  ist  die  fnlgcnde  Tafel  B.  gerechnet. 

Soll  in  jedem  Falle  nur  das  einfache  Capital  y  ausgezahlt 
werden,  so  verwandelt  sich  K  in  J  und  man  hat  die  bekanotea 
Formeln : 


(M) 
und 

m 


h  Kin 


jf] 


'=f^[^ 


>,vtH 


PUfvidtnffen   Zur  CapUnttm-  und  )letait»tmteMehmp.    ftfr 

T  a  f  e  I    B. 


m 

M 

tt 

ß 

60 

50 

349 

46.97 

65 

55 

311 

48.98 

70 

60 

268 

49.63 

75 

'65 

228 

50.11 

80 

70 

196 

50.68 

85 

75 

172 

62.60 

90 

80 

155 

58.27 

91 

81 

147 

61.00 

92 

82 

136 

65.07 

93 

83 

123 

70.28 

94 

84 

109 

77.30 

95 

85 

84 

84.00 

Aufjgabe6.  ,,. 

^m  zahlt  iD  die  Casse  der  Gesellscbaft  die  Suninie  a,  FQt 
den  Fall,  dass  Am  vor  Bn  stirbt,  soll  der  Ueberfebende  Bn  das 
Capital  /  erbalteo;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  B%  vor  depi 
des  Amt  so  soll  dem  Am  die  Einlage  a  zuruckgezalilt  werden* 
Es  soll  die  Bedingungsgleichung  der  vier  Grössen  m^  n^  a  nud  y 
aufgestellt  werden. 


AnflujsuDg. 

1 

Auch  hier  haben  wir  wieder  twei  V^rsichernngen  in  Verbin- 
dung: Am  versichert  die  Summe  7  zu  Gonsten  des  fti  und  die 
daliir  zu  entrichtende  -Einlage  sei  x,  und  wir  kOnnen  nun  sagen, 
Bn  macht  zu  Gunsten  des  Am  eine  solche  Einlage  y^  dass  das 
entsprechende  Capttal  «gleich  der  Gesammteioiage  tK^y  sei. 


(24) 


Für  die  erste  Versicherung  gilt  die  Gleichung  (24): 

Am-l 


CAm—l      yi»»!         •ffTl  '   fn 


der  KOrze  wegen;  hierin  die  Alter  m  und  n  mit  ebander  vertauscht 
and  a  an  die  Stelle  gesetzt,  gibt 
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(26) 


»="[^'d--^r]=«'^ 


als  die  der  zweiten  Versicherong  entsprechende  Bestimmnngs- 
glelchung.  Mit  Hilfe  der,  auch  hier  noth wendig  stattfindenden 
Relation 


(6) 


•.'  > 


i  • 


,>•■» 


findet  man  az=zy.T+a,ü,  und  hieraus  a=]/,^p— jy,    nun    statt 
T  nnd  U  die  Werthe  aus  (24)  und  (26)  gesetzt,   so  wird 


Am-'l      |in— 1         «m 


(27) 


«=y 


im 


n 


n 


An         "-*  « 


Setzen  wir  y=  100,  m:=60,  n  =  60,  so  geben  die  Fonnelo 
(24).  (27).  (26): 


«=100. [2^.6.59—6.431=44,  «=■ 


44 


l-[^.6.51-6.43] 


=58.7 


nnd 


y=58.7.r^. 6.51 -6.43]  =  J4. 7=58.7— 44.0; 


die  Tafel  6.  gibt  zur  Tergleicbenden  Uebersicht  mehrere  solcher 
Beispiele. 

Tafel    6. 


m 

n 

X 

y 

a 

100.^ 

X 

(30 

60 

44 

14.7 

58.7 

33 

65 

55 

48 

16.0 

64.0 

33 

70 

60 

49 

18.1 

67.1 

37 

75 

65 

49 

20.0 

69.0 

41 

80 

70 

50 

21.4 

71.4 

43 

85 

75 

51 

20.8 

71.8 

41 

90 

80 

53 

19.6 

72.6 

37 

91 

81 

57 

15.2 

72.2 

27 

92 

82 

61 

14.3 

75.3 

23 

93 

83 

65 

11.5 

76.5 

18 

94 

84 

74 

5.6 

79.6 

8 

95 

86 

84 

0.0 

84.0 

0 
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Aufgabe    7. 

Am  uDd  Bn  erlegeo  auf  die  Dauer  ihres  Zusammenlebens  die 
jährliche  Prämie  ß  am  Anfange  jedes  Jahres.  Stirbt  Am  vor  Bm» 
so  zahlt  die  Gesellschaft  dem  B  das  Capital  y  aus.  Ist  aber  Am 
der  Ueberlebende,  so  erhält  dieser  am  Ende  des  Todesjahres 
von  Bn  die  eingezahlten  Prämien  zurfick.  Es  soll  /?  bestimmt 
werden  y  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist. 

'  A  u  f  1  o  s  u  n  g. 

Zerlegen  wir  die  gesuchte  jährliche  Prämie  ß  in  zwei  Theil« 
X  und  y^  so  dass 

(W)  ar+y  =  /J; 

der  erste  Theil  soll  für  die  Versicherung  des  Cäpltals  /  ausrei- 
chen, welches  nach  dem  Tode  des  Am  im  Lebensfalle  des  B\ 
zahlbar  wird.  Der  zweite  Theil  y  soll  so  gewählt  werden,  dass 
der  Ueberlebende  Am  das  Capital 


n 


t    ) 


ß,    2ß,    Sß, .... 
erhält»  je  nachdem  Bn  im 

Jl  •  y  W»  p  tßm  ^     •  •  •  • 

Jahre  nach  Abschluss  )ter  Versicheruog  stirbt.' 

X  wird  durch  die  Gleichung  (25)  bestimmt,  man  h^  also 


(25) 


der  Theil  y  ergibt  sieb  aus  der  Gleichung  (23),    wenn  ß  an  die 
Stelle  von  /  tritt  und  m  mit  n  vertauscht  wird: 


i-J 


(28) 


Wird  o;  und  y  aus  den  drei  Gleichungen  (10),   (25),   (28)  elimi- 
nirt,  80  findet  man  '  • 

fr  r.a+j'y 


1     •     t 


Bmftr.dint^r:   Zur  Ca^UMtm*  imd  JUn^ 


oder  endlich 


^m— '1      «m"»!         «I 


t») 


/Jxsy. 


■m 


n 


»  ^11  n—M.  ■ 


,      Für  y  =  100,   m  =  60,   n  =  50  wird 


;r  = 


44  M ' 

1+0.43=^*^^'    ^"l^.6.43-[^.40.47-39.63] 


=7.986 


lUid 


y  =  j^^.[^^.40.47— 39. 63]  =2.063  =  7.985-8.922. 


+6 
Hierzu  gehurt  die 


Tafel    7. 


m 

n 

X 

y 

p 

I00.| 

60 

50 

5.92 

2.07 

7.99 

26 

65 

55 

7.56 

2.74 

10.30 

36 

70 

60 

9.07 

3.53 

12.60 

39 

75 

65 

1077 

4.40 

15.17 

41 

80 

70 

12.92 

5.33 

18.25 

41 

85 

75 

15.59 

5.93 

21.52 

38 

SO 

80 

19.93 

6.43 

25.36 

27 

91 

81 

23.65 

4.71 

28.36 

20 

92 

82 

29.19 

4.89 

34.08 

17 

93 

83 

37.14 

4.53 

41.67 

12 

94 

84 

52.48 

2.74 

65.22 

5 

95 

85 

84.00 

0.00 

84.00 

0 

Aufgabe    8. 

Am  und  Bn  erlegen  ein  für  alle  Mai  daü  Capital  et.  Stirbt 
Am  vor  Bfii  so  soll  dem  Ueberlebenden  Bn  von  da  ab  Ende 
jeden  Jahres  die  Lebensreüte  /  ausgezahlt  werdeo.  Stirbt  B% 
vor  Am»  so  soll  diesem  die  Einlage  a  wieder  zurOckerstattet  wer- 
den.   Wie  berechnet  man  Uy  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist? 
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Auflösang. 

Sei  wieder    . 

(6)  a^a;  +  y 

und  a;  die  nStbige  Einlage^   um  dem  Bn  die  UtberlebonffiTMite  / 
zu  versichero,    also 


(30)  x  =  y.{Ln-J^)=y.X, 


wenn  Ln   den   gegenwSrtigen  Werth  der  Lebeosrente  1  für  eia 
njähriges  Individuum  bezeichnet 

y  ist  die  Einlage  zur  Versicherung  des  Capitals  a,  sahlbar 
nach  Ableben  des  Bn  zu  Gunsten  des  Ueberlebenden  Am»  ^vird 
also  nach  Formel  (24)  bestimmt,  indem  man  m  mit  it  imd  a  mit 
y  vertauscht: 

(26)  y=..\_^.j:_-jf[=.u.ü- 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt: 


.  ^. 


oder 


Ln-J 

(31)  «  =  y.- 


m 


{  "ii.. 


A»       «—1       « 


Uieniach  «rbSH  man  fBr  y=10,   ffl=00,  ti  =  SO: 

43.7 
1-[^.6.61^6.43] 


x:=:43.7,    a  = '-*Aßk ' =^=B8.3, 


y=r  58.3. [[^.6,61— 6.43]==  14.«. 


Auf  diese  Art  entstand  die  folgende 
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•  t 


ÜJLf 


'  f   '■ 


^<    > 


Weil 


•o  wird: 


T 

af  ei  8 

• 

m 

n 

X 

9 

a 

100.3^ 

X 

60 

50 

43.7 

14.6 

58.3 

33 

65 

55 

42.9 

14.3 

57.2 

33 

70 

.60 

39.4 

14j6 

64.0 

37 

75 

65 

35.0 

14.3 

49.3 

41 

80 

70 

31.2 

13.4 

44.6 

43 

85 

75 

27.9 

11.4 

39.3 

41 

90 

80 

25.4 

.  9.4 

34.8 

37 

91 

81 

26.4 

7.0 

33.4 

27 

92 

82 

27.3 

6.4 

33.7 

23 

93 

83 

28.8 

6.1 

33.9 

18 

94 

84 

31.2 

2.4 

33.6 

8 

95 

1 

85 

33.2 

0.0 

33.2 

0 

1 

\ 

a   1     ar  +  1 

X  ~~  1 —  ü  ~      X 

^=1+|. 

X 

•  '1  ,. 

X 

V 
-1  —  D 

• 
9 

sind  xi,  yi,  of|    die  analogen  Stücke  der  Aufgabe  6.,    so  findet 
fiich  auch  dort: 

^1             1             .^L.          L    Vi           ^  ^       y        Vx 

—  =  ^ tt,   mithin  auch    —  =  ? jpj»    also   ~  =  "^i; 

in  der  That  sind  auch  die  Zahiwerthe  von  100. ~  in  den  Tafeln 

X 

6.  und  8.  einander  gleich  und  es  besteht  folgender 


2.    Lehrsatz. 

Am  mag  durch  die  Einlage  a  für  Bn  im  Ueberlebensfalle  ein 
Capital  oder  eine  Rente  versichern^  so  steht  die  der  Rückzahlung 
entsprechende  Erhöhung  y  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben 
Verhältniss. 

Aufgabe    9. 
Am  und   Bn    erlegen  zu  Anfang  jedes  Jahres  auf  die  Dauer 
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ihres  Zasammenlebens  die  Prämie  ß.  Stirbt  Am  vor  Bn,  so  soll 
dem  Ueberiebenden  Bn  von  da  ab  Ende  jedes  Jahres  die  Rente 
y  ausgezahlt  werden;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  Bn  vor  dem 
des  Am,  so  erhält  dieser  die  eingezahlten  Prämien  zurück.  Es 
soll  ß  als  Function  von  m,  n  und  y  dargestellt  werden. 

A  u  f  I  5  s  a  n  g. 

Zur  Versicherung  der  Ceberlebensrente  y  zu  Gunsten  des  Bn 
ist  eine  jährliche  Prämie  x  noth wendig,  welche  die  Gleichung 
erfüllt: 

(32)  x=:^.\Ln^J^  =  y.Y. 

■      n 

Für  die  zweite  Gleichung 
(10)  ^  +  y  =  ^ 

muss  dann  die  Zusatzprämie  y  so  gewählt  werden,  dass  Am  nach 
Ableben  des  Bn  die  Summe  ß^  2ß,  3jS....   erhält,  je   nachdem 

dasselbe  im  Laufe  des  1.,  2.,  3......  Jahres  nach  Abschluss  der 

Versicherung  erfolgt.  Diese  Bedingungen  Involvirt  die  Formel  (23); 
wonach  man  findet,  indem  y  mit  ß  und  m  mit  n  vertauscht  wird: 


(28) 


Also  ist 


I  am 


ß=x+y=y.r+ß.W.    ß  =  Y^. 


Ln-J 

(33)  ß  =  r-— 


m 


l  +  j»_:^.Ä'»    +  K' 

"  An  «-1    '         « 


Wird  y=:lO,   iii=60,  r=SO  gesetzt,   so  iat 

43.72 


x= 


Yj^^-&.88, 


S 43.72       _.j^. 

p —  r3IJ8  -..—  i.vo, 

1  +  6.43  -  r^.40.47  -  39.6:jJ 

»=  iTOä  •  [^  •^•'»'-39.63]  =2.05. 
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T  a  f  e  I    g. 


,    t«»««i>sa««a 


n 


4* 


;  fc 


60 

65 
70 

,76 

m 

85 
90 
91 
92 
93 
94 
96 


60 
55 
60 
66 
70 
75 
80 
81 
82 
83 
84 
86( 


X 

V 

ß  ■  ■ 

X 

5J8 

2.05 

7.93 

36 

6.76 

2.45 

9.21 

36 

7.30 

2.83 

10.13 

39 

7.69 

3.16 

10.84 

41 

8.06 

3.33 

11.39 

■AI 

8.53 

3.24 

11.77 

38 

9.55 

2.60 

12.16 

27 

10.96 

2.1^ 

1%13 

20 

13.06 

2.19 

15.25 

17 

16.46 

2.00 

18.46 

12 

22.12 

1.16 

23.28 

6 

33;20 

0.00 

33.20 

0 

'    De«  Veffgleicb  der  Ausdrucke  fSi-  x^  y  und  ß  mit  jenen  der  Auf- 
gabe7f<s  i^ekbe  wir  «durcb  Xi,  yi,  ßi  ausdrucken  woUe»,  zeigt: 

1 — W  X  Xi      1 — '^  '^ 


X 


also  ist  auch 


X         x^ 


W 


Xi 


wie  auch  aus  den  letzten  Spalten  der  Tafeln  7.  und  9.  ersichtlich 
ist.  Diese  Gleichung  in  die  gewöhnliche  Wortspracbe  übersetzt, 
gibt  folgenden 

3.    Lehrsatz. 

Die  der  Rückzahlung  entsprechende  Zusatzprämie  y  hat  zur 
primitiven  Prämie  x  dasselbe  Verhältniss,  ob  nun  Am  su  Gun^ 
fiten  des  Bn  eine  Anwartschaft  oder  eine  Rente  versichert. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  aufgeführten  drei 
Lehrsätze  allgemein  gelten,  also  vom  Zinsfnss  sowohl,  als  von 
der  Sterbensordnung  unabhängig  sind ;  übrigens  ist  das  Verhäitniss 

^  eine  Function  der  Bedingungen  des .  Vertrages  und  in  demsel- 
ben  Vertrage  jederzeit  eine  Function  des  Alters. 


^£' 
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üie  tn  diesem  Aufgaben  -  Cyclus  behandelten  Versicherungs- 
rerlrage  sind  durch  die  Bedingung  der  Rückzahiung  von  der  Art, 
dass  der  versicherte  Betrag  ein  anderer  ist,  je  nachdem  eines 
von  zwei  miiglichen  Ereignissen  zutrifft :  er  ist  entweder  veränderlicb 

a)  mit  dem  Todesfdt   einer  Person   vor  oder  nach    einer  be- 
stimmten Epoche  (Aufgabe  I.  bis  inci.  5.) 


b)  mit   dem  Todeefall  einer  Person  vor  oder  nach  dem  Able- 
ben einer  bestimmten  zweiten  Person  (Aufgabe 6.  bis  incl.  9.). 

Soll  der  Versicherang  durch  eine  jährliche  Prämie  entai'ro- 
chen  werden,  so  ist  einer  dieser  Beträge  meist  veründeriich  mit 
der  Zahl  des  Jahres,  in  welchem  ein  bestimmtes  Eretgniss  er* 
folgt  (Aufgabe  4.,  ü.,  7.  und  9.),  und  dieses  hat  uns  veranlasst, 
einleitungsiveise  die  Formel  (3)  und  später  jene  ('23)  aufzustellen 
zur  Berechnung  der  Prämie  für  Antrartschaflea,  welche  mit  den 
natürlichen   Zahlen  steigen. 

Soll  jedoch  die  Versicherung  eines  Capitals  oder  einer  Rente 
durch  eine  einmalige  Einlage  erreicht  werden,  so  ist  das  Ver- 
sicberle  zwar  mit  den  zwei  zu  erwartenden  Ereignissen  verschie- 
den, bleibt  aber  constant,  ob  nun  eines  dieser  Ereignisse  im  I., 
2.,  3 oder  a;.  Jahre  nach  Abschlusa  der  Versicherung  erfolgt 

In    beiden  Fällen   ISsst  sich  der  Vertrag  in  zweie    zerieged,    i 
wovon  jeder  einem  der  beiden  Ereignisse  entspricht,  und  die  I 
rechnung  erfolgt  dann  entneder  nach  den  Gleichungen  (1),  (3),  ("iSj  ] 
oder  nach  anderen   bekannten  Formeln.     Durch  die  stete  Antve 
düng  eudlich  der  aus  der  Diction  solcher  Verträge  entspringenden 
Gleichung  (0)  a;  +  ,y  =  K  oder  jener  (10)  x  +  t/^ß  complelirt  man   ' 
die  Anzahl  der  Gleichungen  auf  drei,  nelche  zur  Bestimmung  der    I 
Einlage  a  oder  der  Prämie  ß  und  ihrer  unbekannten  Bestandtheil^ 
a  und  y  nothwendjg  und  ausreichend  sind. 

Unter  der  Leitung  dieser  allgemeinen  Gesichtspunkte  trifft 
man  bei  der  Auflösung  ähnlicher  Aufgaben  auf  keinerlei  Bindet^ 


ll»,|l|<    J=,ipV»ll|<=       ;1H 
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\.'.    ''  i.  ii:  .    .■•  •■ 


Ueber  die  AbleitiiDg  der  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie aqs  einer  Figur  in  der  Ebene. 


Von 


Si 


HetTii  Franz  Unf erdinger, 

LebensYersicherangg-Calcalator  der   k.  k.  p.    Azienda    Assicoratric« 


zu  Triest. 


In  Tb  eil  XXV.  S.  225.  des  Archivs  wurde  aus  ier,  zur 
Bestimmung  der  Flächen winkei  aus  den  Kantenwinkeln  eines 
Trieders  nöthigen  Construction  in  der  Ebene  die  Grundformel  der 
sphärischen  Trigonometrie  abgeleitet.  Dieselbe  Constructioo  soll 
nun  benutzt  werden  zur  Ableitung  einiger  anderer  Formeln. 

Man  beschreibe  (Taf.  IX.  Fig.  5.)  noch  von  o  als  Mittelpunkt 
mit  dem  Halbmesser  oC^=.OC^  =  l  die  Kreislinie  C^pgC^,  ver- 
längere die  Geraden  C^o'  und  C^o'  bis  zu  ihren  Durchschnitten 
^9  und  q  mit  derselben,  so  ist  offenbar  C^A=:Ag  und  C^B=Bp, 
also  geht  die  verlängerte  Kreislinie  C^Ci  durch  q  und  jene  C^C^ 
durch  p.  Verbindet  man  nun  C^  mit  Q  und  p,  C4  mit  q,  ferner 
o  mit  p  und  1^  durch  gerade  Linien  9  so  ersieht  man  leicht  aus 
der  Figur  ^   dass 

x=i(b  +  c-a),  CiC4=2Sin4(a  +  6  +  c), 

y  =  i(afc-6),  CsP  =2Sin-J(6  +  c-a), 

2=i(a  +  6-c),  C^q  =2SinJ(a  +  c— 6), 

^o>Q  =  Zo'^C4=i80— i(ö  +  6  +  c). 

Sin  o'pC^  =  Sino'9C4  =  Sin  4(a  +  6  +  c). 


9pkäri$ehm  Trigomfmeirie  am  einer  Figm^  im  äer-Meme.    43t 
Null,  ist 

« 

C^o'^ACi.SlnA,    Sin/I  =  ^^,     C^^  =  o'C^.o'g 
und  im 

^^^^»-  pCi""      «iiic     ""         Sine         •"2Siii4(Hc-a)' 

A/.'4.r  .f!3L— ?!Ei      Sini(fl+&--c) o'g  .  . , 

aoy«-4-  ^C4""Sinc^         Sine         •^2SinJ(6  +  c— «)' 


also 


und 


^^^  —  -  Si^  ' 

,  2SinJ(a  +  <?— 6)Sini(a+6— c) 

O  flf     =  ' -^; . 


*i  1 


4SinKfl4ft  +  c)SinK^  +  c— fl)SmU«Hf-c— 6)Sin|(g  +  6^i*)^ 
~  Sln^^.Sin^c 

Nun  ist  nach  der  Figur 

oQ==  Caii +210^=: Sin*  +  Slnft. Cos il  =2  Sin6. (14^ £!oj|2l), 

=:2.Sin6.Co8«^, 


■    .  .• 


o'9=(^9— Cio'=2Siii6— 2Sin6.Co8«|=2Sin6.(l— Co««|) 


=  2Sin6.SiD>^; 


mithin 


r    «-^       ofi  _SinUa+&  +  c)SinK*+c-a) 
1.08  2  -jjsin*—  SipA.Sioe,  ~* 

•  I 

<•  ad  —    ^^y    _Sin4(g+c — 6)Sin|(a+6— e) 
^*"  2  "-2Sin6~  ^Sin*.Sinc  ' 

ebenso  ist 

o'C^  =  C^+Bo'  =  Sina  -t-  Sina.Gos  ff  =sSin  a.Xl  +  Cos  ff) 

ÄaSlna-Cos^^M  .,•,„;<: 


IB8       üi^iT^in^etr  Vitet  ditMleaim  der  Parmtimilkr' 
o'p==C4p— C40^=:2SiDa~2Sina.Co8^=2Sina(l  — Co8^) 


=  2Sina.Siii*7v  -  .    . 

Non  ist  in 

• .. 

.  B 

/  r    o'C4_SmQ^yC4_SiDi(a  +  6  +  c)        2Sina,Co8«^ 

Aopt^:^— Sine—         jjj^^^         —  28in4(*+ c— /i)' 

mitbin 

,g  _Siiii(o-t-6+c)Sin4(a+c— 6) 

2  Sin  a.  Sine 

Q^nnj^cb  i«t  nun 

^C_ Sin i(a+Hc) Sin  *(a+6>-c)     2QC4.Smx 
(1)     Cos  2—  Sina.Sin^  ""    C^p.C^q' 

^  '^  2  "^  Sin a. Sin 6  C^p-C^q' 

Es  wird  sich  alsbald  Gelegenheit  darbieten,    die  beiden   letzten 
Formeln  zu  benutzen.    Es  ist  nach  dem  Obigen 

1,0s  2  -  2S5n6  —  C^q  '     ^"®  2  -2Sino"-  Cip  ' 


Sin«Ka  +  6  +  c)  =  ^- » 

*=""  2  ~  2Sin6  ~  6^9'    ^'"  2  "  2Sino  "  C^p' 

Sin«|(a  +  6— c)  =  Sin»i; 
also  ist 

P Cos  2^ ■  Cos ^"V      ^^,   p^^,       4 
^^^  Lsini(a+6+c)J  "  C^fl-X^    ^,7?' 


8phäri9€km  THgmoiMpn^  «ti9  €twr  Figur  in  ikr  EMie.    4S0 

(4) 


In  BezQg  auf  da»  ^o'pjC^  gilt  folgeoda  Proportion: 

o'p:o'Ci=Sin2:Sino'/>C3  =  Sin2;:— 2^,    also    9siiig^^cfiC 
oder 

Wegen  A  o'pCi  cv)  A  o'^yC^  hat  man  aber  C^o'io'p^=^  C4p'io'q 
oder 

o'p.Cjip'  ^=^  C^o' .o'q\ 
wird  aU>o  durch  diese  Factoren  abgekürzt,  so  zeigt  sich 

o'p .  o'q  __  C^o' ,  C^o' 

also  sind  die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  einander  gleich. 
Die  Aehnüchkeit  der  genannten  Dreiecke  o'pC^  udd  o'qC^  gibt 
auch  folgende  Proportion: 

C^piC^q-C^o'iC^o\ 
(5)  ^*?=cf?-^/^» 

c  c 

und,  im  ^o'pC^,  C^o' iCzp=zSino' pC^iSinc^ -^-^tSln 6 ^   also 


(6)  ^,^4.er^,.|lg 

'4 


QC,* 


Werden  nun  die  beiden  Gleichungen  mit  einander  mnitiplicirfc  mrf 
das  Product  durch  die  gleichen  Factoren  abgekürzt,  so  erhält  man 

Sin^tf 
oder 


2' 


1 1 
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Der  erste  Tbeih  dieser  Gleteliobg' (et  gleich  dem  zweiten  Theile 
in  (3)«   und  es  ist  daher, 

Cos -^.  Cos -ö         Sin -n-.  Sin -^        *^'""5 
^^  8ini(a  +  ^  +  c)'^Sini(a  +  6— cJ'^Sinc  • 

Weil 

und 


80    Ut 


A   ^    B 


m-  rSi°2C*''¥T_oVCK)'    _4_ 


,S^  rSin-fCoBaT  _  o>.Qo'   _4_ 

^'  LsinJ(6  +  c— a)J   ~  Cj? .  Qp  *  Qia  * 

^  o'pC'4  CS?  A  o'qC^,   mithin 


o^_o^      .       o'9'.(C8o'.  C40O  _  oVMC8oV:_^|£0 

k7        ^P  C^q^  Csp^ 

-^-^  =  TT/    oder   o'o . C30'  =  o'p . C40' ; 

ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

o'q.C^o' o'p .  C^o'        ,        o'q.C^o'     _4_  _  o'p.C^o'        4    ^ 

Ö9*     ""      Öjö^*        ^  ^'^     ^WQ/^' Ci^a""  Q^'.Cip '^ä' 

die  Ausdrücke  (7)  und  (8)  sind  also  einander  gleich. 

Ffirdas  A^'^C«  bat  man  die  Proportion:  o'qiC^iq'^Sim.Sinc, 
also  ist: 


spMHsehen  Trip^nomeirie  aus  einer  Figur  in  der  Eäefte.     4il 
^=r-=^:^-    oder    o'g.C^o'.    _ -^  =2* — r— •  Gi®  ' 
nun  ist  In  demselben  Dreiecke  o'qC^i 

g.C^o'=:^^:Smz,    mithin  2^.C4o'=CiC4; 


o' 


also 

«  Ö' :  C40' .  -==-  =  fiC» .  Sin  z, 

o^y.CtO^       4        2CaC4.Sin2       1 ^^ 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  entspricht  genau  dem  zweiten 
Theile  in  (7),  und  es  ist  demnach 

Sin ^. Cos ö         Sin  2". Cos  «•       Cos^ 
^^^  Sin  4(o+c-6)  ^  Sin  i(6  +  c^^  ~  SS^ ' 

Die  Gleichungen  (l)  und  (II)  geben  nun  folgende: 


«) 


b) 


Cos  ^.  Cos  ^      SinUa  +  ft+c) 
.,.   C       ~         Sine 

„.    C       ~         Sine 
Sin-j 


■  r 


y      J  ' 


-^  ^     C       ~"  Sine         * 

Cos  2 


,../  .^r. 


Sin  ^.  Cos  ^     SinK*+£-o) 

Cos-s" 

■ »  ■   ^  • 

1     .,  ■■■.•.,, 

Werden  die  Gleichungen  a)  und  b)  einmal  addirt,  einmal  sub* 
trahirt  und  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  c)  «ud  d)  bei  gleichzeiti- 
ger Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formelnr 

Theil  XXVI.  SO 


S\ti(x±y)  CS  8ind?Cos^±Cos:rSkii^, 
Cos  (x  Jty)  ^^"^08  X  Cos  y^  Sin  a:  Sin  Pf 

80  erhält  man  die  Gaasn'scben  Formeln: 


Cosi(A-^B)     Sini(a  +  6) 


SiniC 


>■  ■  ^ 


SinJ 


Cosl(A  +  B)     CoHl(a+b) 


Sin  IC 


CoSo 


Sin  l(A +B)     Cos  l(a  —  ö) 
^^^i^     "■       Cos| 

Sin}(^-g)     >SlnKtt  — fe) 

CosJC     ""       ^.   c 

Sin^ 


Nadiscbrift   des    HeraasgeiKers. 

Da  der  geelirte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes 
auf  eine  so  sinnreiche  Weise  jui  >den  ^ikuss'ischjen  'GLeiqbungen 
gelangt  ist,  aus  denen  sich  bekanntlich  auch  durch  Division  un- 
mittelbar die  Nep  er 'sehen  Analogien  ergeben,  so  scheint  es  der 
Vollständigkeit  wegen  nun  auch  noch  zweckmässig,  die  Relationen 
zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite  des  sphärischen  Drei- 
ecks daraus  abzuleiten,  was  leicht  auf  folgende  Weise  geschehen  kann. 

Nach  dem  Obigen  ist 

Q.    1/    .M      Cos \(A^B)        , 
Sin  i(fl+io)  = J.    ,A —  Sin  \c» 

Cos  Ua + 6)  =  5^^|*-^^  Cos  Sc ; 

also,  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 

CosH{A-^B)  Co8K(A+_B) 


folglich : 

Co6V,(  A-^B)     CosmA—B)—  CosHiA  +  B) 


SinHC 


Sin^iC 


Co8aic=l, 


CimH(A+m  ^  Cos^MA-B)-Co8H(A  +  B)^.^^,      , 
&inHC      + " Sh^ ^''^'^'^^  ^  ^ 


also: 
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Co«.ic=  Coä.K^-Ä)-S-.nnC 


Co««4(i4  —B)— Vos*ii4  +  B) ' 

SJ„a. .  -  Cos*i(A  +  B)-S\n*iC      . 

am  ,c Co8«i(^ — Ä)  —  Co8»iU  +  *) ' 

und  folglich,   wie  sogleich  erhellet: 

P    -. CMH(A-B)-Siffl\C 

CoBH(A  +  B)-S\n*lC 

Es  ist  aber 

Cos^HA  —P) — SiD»4  C  =  Cos«i(  J — ^ — Cos«(90«» — i  C) 
=  |CoB4(i4— Ä)  +  Cos  (90»- 4C)HCo8i(i4—Ä) --008(900—40)1 
=     2Ce8{4ö»— K*  +  C— i<))Co«t45»-i(^  +  <7— ^1 
X2  Sin  1450— 1(Ä  +  C— ^)|  Sin  (45«— i(il  +  C— Ä)  I 
=  Sin  1900— 4(B  +  C— J) )  Sin  { 90»  -  ;(^  +  C- Ä) ) 
=  Co8  \{B  +  C—A)  CoB\{A  +  C— Ä) 

und 

Co8«4(^+Ä)-Sin»|C'=  Co8«.K-<<  +  Ä)-Co8«(90o— 4C) 
=  {Co84(^+i8)  +  Co6(90o-40UCosJ(i<  +  B)-Co8(900-t04 
z^     2Co«i450— i(^  +  «+C)JCo«t45o+l(.H-Ä-  C)( 

x2Sint45«— l(i<f  i?+ C))  Sin  |45«+ J(^  +  Ä-C)1 

=B  Sin  1 900— K  J + ß+ C)  I  Si»  1 90«  +  4(-i +;?  -  C)  I 
=  Co»  4(-^+Ä  +  C)  Cos  4(^ + J?  -  C) ; 

^Iso  nach  dem  Obigen: 

^  ^,           Co84(g+  C— ^)Cos4(^4  C-B) 
*^«^*<'=     "^  Sin  J  Sin  £ ;' 

SlnV  = Sin^Sio^ ' 

oder 

80* 
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^'"'^'-y rniTSsüTB — ' 

Smlc-Y Sin  ^  Sin« 

Aus  der  oben  gefundeoen   Formel 


folgt,  weil 


isty   auch 


C08C='2C08  2Jc— 1 


^  2Cos«i(^  -  Ä)  — 2Sin«iC-  Sin  .4  SinÄ 

t2Co8«i(^— ^)  — l)  +  tl-2Sin«iC)->Sin^SinJg 

Sin^  Nin  B 

Cos  (^  —  ^  +  Cos  C—  Sin  A  Sin  Jg 

also,  wenn  man  Cos(/4 — B)  entwickelt: 

_  Cos  C+ Cos  ^  Cos  B 
Cosc--       SinJSinJ5 

woraus  man  Cos^c  und  Sin.ic  aufbekannte  Weise  entwickeln  kann. 

Aus    dem   schonen  Aufsätze  des    Herrn    Ünferdini^er,    der 
sich  an  meinen  Aufsatz  im  Archiv.  ThI.  XXV.  S.  2*25.  anschliesst, 
und  meinen  vorstehenden  Bemerkun<;en  sieht  man,  dass  sich  aus 
der  ganz  in  einer  Ebene  verzeichneten  Figur  ThI.  XXV.  Taf.  111. 
Fig.  5.  die  ganze  sphärische  Trigonometrie  mit  Leichtigkeit  ablei- 
ten lässt.     Eine  solche  streng  systematisch  geordnete  möglichst 
einfache  Ableitung,   wozu  das  Material  vollständig  in  Herrn  ün- 
f  erdinger 's   und  meinen  Aufsätzen   enthalten   ist,    möchte  ich 
für   zweckmässig   halten    und    wurde    einem    derartigen    Aufsätze 
gern  eine   Stelle  im    Archiv  einräumen.      Eine  solche   Ableitung 
dürfte  nützlich  für  den  Unterricht  sein,    wie  sie   auch   Herr  ün- 
ferdinger  nach   seinen  mir  gütigst  brieflich  gemachten  Mitthei- 
lungen praktisch  bei'm  Unterrichte  schon  erprobt  bat.  G. 
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Einige  Sätze  über  diCi Zahlen. 


Von 


Herrn  Hofrath  L.  Oettinger, 

Professor  an  der  Universität  zu  Fr  ei  barg  i.  B. 


§1. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  aTler  ein-^  sbwei-,  drei-  u.  s.  w.  bis 
TRstelligen  Zahlen  durch  ^1,019   so  hat  man 

(1)  ^„«=:10«-1, 

denn  die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  sind  die  Versetzungen 
mit  Wiederholunfi^en  zu  den  verschiedenen  Classen  oder  Dimen- 
sionen aus  den  Elementen 

d.  i.  aus  den  zehn  Zahlzeichen.  Alle  Gruppen,  worin  das  Zeichen 
0  als  Anfangselement  ein  oder  mehrere  Male  wiederholt  erscheint, 
bilden  Zahlen  von  niederen  Stellen,  da  die  0  in  diesem  Falle 
nicht  geschrieben  wird.  Eine  Gruppe  entsteht,  worin  die  0  aus^- 
schliesslich  vorkommt.  Sie  fallt  aus  der  Reihe  der  Zahlen  weg* 
Es  ist  daher 

(2)  ^„«„^/''[O,  1,  2,....  g]»»-!  =  !(>»— 1.         '    ■ 

Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  aller  mzifferigen  Zablao  durch 
Am,  SO  hat  man  hieraus 

(3)  ^,„=^i,„.-^i,m-i  =  10«-l(K-i  =  9.10«-i. 

t^-  .  i  ■ 
§.  2. 

Dieser  Satz  schliesst  eine  Zerlegung  ein,  aus  welcher  wei- 
tere Anwendungen  geschöpft  werden  könneD.  /  •    ./ 


4M 
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Die  0  spielt  nämlich  bei  Bildung  der  Zahlen  des  Decimal-J 
Systems  dadurch  eine  Itesondere  Rolle,  dass  sie  durch  den  Vor- 
uustritC  keine  neue  Zahl  erzeugt,  sondern  nur  durch  ihr  Erschei- 
nen auf  einer  der  nachfolgenden  Stellen.  Bei  einer  »izifferigcn 
Zahl  kann  sie  also  nur  auf  einer  der  (fn  — 1)  letzten  Stellen  in 
allen  mSglichenZusaninieiistellunL;eii  und  Wiederholungen  erscheinen. 


:   mziffeiigen  Zahlen   in  Riickaicbt  auf  0, 


Zerlegt  man 
■o  hat  man  folgende  Fälle: 

a)  ZahieD,  die  Iceine  0  enthalten; 

b)  „         welche  0  einmal  enthalten; 

c)  „         welche  0  zweimal  enthalten; 


ra)  Zahlen ,  welche  0  (m— l)mal  oder  als  ein  (tn— Ijfachea  enthaltt 

Tritt  die  0  als  Einfaches,  Zweifaches,  Dreifaches  u.  s.  w.  aufj' 
80  ist  die  Folge,  dass  die  Classe  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen, worin  die  ährigen  Ziffern  erscheinen,  um  ein,  zwei, 
drei  Einheiten  n.  s.  w.  sich  verringert.  Bringt  man  das  Gesagte 
in  Rechnung  und  wendet  hierauf  §.  41.  meiner  Combiiiationslehre 
an,  so  hat  man  der  Reihe  nach  für  die  oben  angedeuteten  Fälle 
Folgendes : 

a)     P'[l.  2,  3,....9]"'-9'»,  J 

h)    P'[l,  2,  3,....  9]"-i.Z[in-l,0J'=^^9'"-».  ^ 

c)     P'[l,  2.  3,....9]"'-!'Z[m— I,Op  =  ^ 


d)    /*'[!,  2,  3 Ö]"-äZ[7n— l,0]ä  = 


-'>("*-'-^)n.„_a 

1.2  "       ■ 

-l)(m-2)(»— 3)„, 


m)   P{\,  2 9]>Z[,/.^1,0]™- 


(ffl-l)(m-2)....3.2.l„ 
-  1.2.3....»*— 1  " 


Biernach  ist  die  Anzahl  aller  niziffcrigen  Zahlen  mit  und  ohne  0: 

(»^-l)(m-2)„„._,      («-l)(m-2)-.3.2.l 


1.; 
=  9.  (9 +  !)"<-' =  9.10"- 


-l)(m-2)-.3.2.Ll 
1.2....(m-l)        'I 
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5.3. 

Aus  d«r  Zerlegung  in  §.  2.  ergibt  sich  eine  Metbode,  die  An- 
zahl aller  nizifferigeD  Zahlen  eu  bestininien,  die  sich  durch  die  in 
ihnen  vorkommenden  verschiedenen  Zahlzeichen  (nicht  darch  ver- 
schiedene Stellung  derselben)  von  einander  unterscheiden.  Hierzu 
wird  nur  nüthig,  daes  man  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen 
Gruppen  in  den  unter  a)  bis  m)  aurgeführten  Symbolen 

(5)  P'[l,2,....9]'",  P'[1.2,....9]'"-»,  7*'[l,2,....9]''^, 

....P'[l,2 9]",   P'i).  2 9j' 

beslimiut.  _  , , 

Es  zeigt  sich  nämlich  leicht,  dass  durch  den  Zutritt  von  0 
als  Ein-  oder  Mehrfaches  in  eine  Gruppenreihe  die  Anzahl  der 
unter  sich  verschiedenen  Gruppen  (hier  Zahlen)  tveder  vermindert, 
noch  vermehrt  wird,   sondern  ganz  unberührt  bleibt. 


Untersucht  man  nämlich,  um  diess  darzuthun 
dene  filnfziffcrige  Zahlen,  etwa  5S780  und  58760, 
mal  erscheint,  ao  bat  man 


rorin  die  0  ein- 


" 


58780 
58708 


58706 
68076 
50876. 


rührt    auf  folgende 


Te    Verschiedenheit    beider    Zahlengruppen 
iwei   Fälle   zurück : 

58780    und    58760; 
der  Zutritt  der  0  ist  gleichgiillig  und   die  Verschiedenheit  beider 
Zahlen  beruht  auT  der  Verschiedenheit  der  übrigen  Zahlaeichea,. 
nnd  ist  dasselbe,  als  ivenn  die  zwei  vierzifierigen  Zahlen 

5878    und    5876 
unter  einander  hinsichtlich   der  Ziffern  verglichen    worden  wären. 

Dasselbe  gilt  von  jeder  andern  dentcbaren  Zahl,  und  hierdurch 
ist  der  Satz  gerechlfertigt,  dass  der  Znlrilt  der  0  als  ein  Ein- 
oder  Mehrfaches  auf  die  Verschiedenheit  der  Zahlen  keinen  Ein- 
fluss  übt  und  daher  bei  Erörterung  der  vorliegenden  Frage  nicht 
in  Betrachtung  kommt. 

Uiemaeh  fallt  die  Bestimmung  der  Aoz^l  aller  unter  sich' 
verschiedeneu  inzifferigen  Zahlen  mit  Bestimmung  der  AnzaU  der 
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Gruppen  zusammen ,  welche  entstehen,  wenn  die  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  aus  den  neun  Zahlzeichen  1,  2,  3,  4,....d 
zur  Isten,  2ten9  3ten, ....  mten  Classe  gebildet  werden. 

'  Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  aller  unter  sich  verschiede- 
nen mziffi^rigen  Zahlen  durch  fi^,  so  erhält  man  aus  der  unter  (5) 
angegebenen  Schematisirung  hierfür: 

/Ax     D        9J0....(9+m  — 1)     9.10....(9+m— 2)  . 

(6)  ^«=      iT2T7:^i —  +  'r^....(m-i)  + 

9.10.11     9.10     9 

•  ••  1.2.3  + 1.2  +r 

Diese  Reihe  lässt  sich  so  umformen: 


t. 


yf  -**"•  =  1:2:^.8 +1,1. 2... 78 

.  1.2.3.4.... 10  .    1.2.3... .11         1 .2.3....8.9. lÖ....(9+w-lJ 
+  1.2.1. 2.. ..8  +  1. 2.3.1.2... 8*  •'      1.2:3..:.». Ii2....m        * 

=  [l]8  +  [2]8  +  [3]8+[4]a....  +  [m+l]8-l    . 

=  [m+.l],-I. 

wenn   [rj*=  -^ — ■ —  \  a\ ^ bedeutet. 

Nun  ist 

1.2.3....m(m+l)....(m-f9)      I0.11....(m-h9) 
[m  +  lj,-      1.2.3....m.l.2'3....9      ""        1.2. ...m 

=  [10]9. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Anzahl  der  unter  sich ,  durch  die  darin 
vorkommenden  Ziffern  verschiedenen  mstelligen  Zahlen  durch  fol- 
genden einfachen  Ausdruck : 

.jj-     ß    _  (m+l)(m+2)....(»i+9)     ,      l0.1l.l2....(iii-t-9)     , 
(H)    Um-  1.2. ...9  ~'~     1.2.3..../» 

=  ['«  +  ll9-l  =  [l0]m-l; 

die  erste  Form  ist  bequem  wenn  wi>y,  die  zweite  wenn  jii<9 
ist.  So  hat  man  der  Reihe  nach  lur  die  Anzahl  aller  unter  sich 
verschiedenzifferigen  Zahlen  in  den  £inern,  Zehnern,  Hundertern, 
Tausendern : 


»•       1 


lOJl 
1.2 


^»==^^-1=54, 


10.11.12.18.14 
^»—     1.2.3.4.5     -*— ^Wl. 

„       10.11.12.18.14.15     ,     ,_^ 
^  =      1.2.3.4.5.6 *  =*'^' 

u  8.  w.,  ypährei^d  die  Anzahl  aller  niug|ichen,  durch  Stellung  der 
Ziffern  lind  dem  Werthe  nach  verschiedenen  Zahlen  in  den  Einern, 
Zehnern,  Hundertern,  Tausendern  u.  s.  w. 

^1=9,'    ^2=90»   ^8=900,    /l4==9000,    ^5=00000 

u.  s.  w.  beträgt.  Diese  Zahlen  sind  sehr  klein ,  denn  unter  den 
9  000  000  siehenstelligen  Zahlen  (Millionen)  befinden  sich  nur 
11439  und  unter  den  9  000  000  000000  dreizehnstelligen  Zahlen 
(Billionen)  nur  497419  Zahlen ,   die  sich  von  einander  durch  ver^ 

schieden^  Ziffern  unterscheiden. 

■■•.■...'  •  •  ■  . .  ■  .  -1 

■    .      §.  4. 
> ■    '    •  ■  .       •       •  ' .        •■  •    . • 

Mit  Hülfe  von  (8)  $.3.  lässt  sich  nun  die  Anzahl  aller  unter 

sich  verschiedenen   ein-,  zwei-,  drei-  u.  s.  w.  mzifferigen  Zahlen 

auf  ganz  einfache  Weise  bestimmen.    Setzt  man  nämlich  1^2,  3....m 

statt  m  in  (8)   und  bezeichnet  die  Summe  dieser  Zahlen   durch 

Biym*  ^o  hat  man: 

=  [It  +  [2]9  +  [3]9  +  ^9 ....  +  [m.+l]9  -  (m+l)', 
und  hieraus: 
(9)  Äi,«:^[m  +  l]io-r-(m  +  l), 

oder  da 

r  .  n  1.2.3....m(m-hl)..;.(m+10)  11.12.l3;...(m+10) 
Im+lJio^        1.2.3. ...«1.1:2.;.. 10        ""        :1.2.3....m  ' 

ist:  •  ■  ..       .         ..!...  ......         .i 
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(10)  Ä„„-[M  +  l],o-(m  +  l)=[II]„-(m+l). 

Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  das  Zahlensystem  a 
ist  die  Anzahl  aller  Zahlen,  die  eich  durch  verschiedene  ! 
ron  einander  anterscheiden : 


■"  ^ 'i        99999.       B     _11-12.13.14.1S 

......re,.:'    "    "^^^-        ''"'-     1.2.3.4.5     -ö—nw. 


|,      .    1   „   9999999:    ßi^  = 


Ancb  diese  Anzahlen  sind  sehr  blein,  denn  unter  allen  Zah- 
len, die  6  Stellen  und  weniger  haben,  befinden  sich  nur  8001, 
und  unter  allen  Zahlen,  die  12  Stellen  und  neniger  haben,  nur 
646633  Zahlen,  die  sich  von  einander  durch  verschiedene  Ziffern 
unterscheiden.  Alle  übrigen  Zahlen  «erden  durch  Versetzuug 
dieser  Ziffern  erzeugt. 


{.  s. 

Die  Zahlen  zerfallen  htnsichtliih  der  Art  ihrer  Eri^ugung  durch 
Ziffern  in  solche,  norin  einzelne  Ziffern  wieilerhoK,  und  in  solche, 
Horin  keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt.  Hält  man  diesen  Unter- 
schied fest,  so  fragt  es  sich 

a)  tvie  gross  ist  die  AnzaJil  aller  tnstelligen  Zahlen,  novin 
keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt? 

b)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  instelligen  Zahlen,  worin 
eine  Ziffer  wenigstens  wiederholt  (zwei  oder  mehrere  Male)  vor komnrt? 

Die  Beantwortung  der  ersten  Frage  fällt  mit  der  Gruppenzabl 
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der  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  Buaauimen,  wenn  roan  die 
Zahtzcichen  als  Elemente  nimmt  und  daltei  die  Natnr  der  0  ia 
Rücksicht  ziebC. 


Die  Anzahl   der  mstelligen  Zahler 
wiederholte  Ziffer  Torkommt,    int 

ia=P[t,  2,  3 9]-  =  ä'"i-i  = 


1  keine  0  und  keine 

....(9-m  +  Z). 

Tritt  die  0  zu,  so  kaun  sie  nur  als  EinTaches  in  den  (m  — 1) 
letzten  Stellen  erscheinen.     Die  hierdurch  bedingte  Zahl  ist  f 

iV=P[l,2.....9]"-^xZ[m— 1.0]»=^^9"-^l-' 

Bezeichnet  man  nun  die  fragliche  Anzahl  durch  Cm,  ao  hat  man: 
(11)  C™=9»l-H^Ö"'-*i-'=9-9"*-'I-'=9x9-8.-..{9-m+2J. 

ichl  gritsser  als  10  frerdes  kann. 


Man  sieht  hieraus,  dasa 
wie  daa  sein  muss. 


Ziffer  zvrei   i 
(12) 


istelligen   Zahlen,   ^ 
e  Male  wiederholt 


lorin   wenigstens   eind 
vorkommt,    Ist  sofort: 


On, 


:9.10"-' 


-9.9"- 


Hieraus  folgt,  dasc  die  Menge  der  Zahlen,  ivorin  keine  Ziffer 
wiederholt  vorkommt,  beschränkt;  die  Menge  derjenigen  aber,  wo- 
rin  Wiederholungen  Torlcommen,  unbeschrünltt  isl.  Die  erste  Art 
von  Zahlen  reichen  nur  his  in  die  Zehntausend  MlllioneB,  Man 
hat  hiernach   der  Reihe  nach   unter   den   ein-,    zwei-,    drei-  bia 


zehn$tellii>en  Zahlet 
derholle  Ziffern  fühi 


fiilgende  Mei 

Ansahl  der  Istelligen  Zahlen: 
„    2      „ 
.,    3      „ 


I  für  Zahlen,  die  keine  «ie- 


C^  =9.9 
C,  =9.9.8 
C4  =9.9.8.7 
Ca  =9.9. ...6 
Ct  =9.9.. ..5 
Cj  =9.9... .4 
C,  =9. 9. ...3 
Ci  =9. 9. ...2    =; 
Cio  =  9-9-— 2.1=: 


=  9, 
=81, 
=  648, 
=  4536, 
=  27216, 


=544320, 
=1632960, 
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Eh  gibt  also  im  i^anEeti  Zableiisystuni  nicht  mehr  al«  687761 
Zahlen,  worin  jede  Ziffer  nur  als  Einfaches  oder  nicht  wiederholt 
vorkommt. 

Dagegen    ist   die  Menge  äer  Zahlen,    worin   nenigstens    eiue 
Ziffer  zwei'  oder  mehreremal  niederholt  vorkommt,    nacb  (12): 


bei 

den   IsteNigei 

1  Zahler 

,  D,  =0, 

,.    2      „ 

„ 

O,  =i). 

'•'  ''!„■ 

„    3      „ 

O,  =252, 

„ 

„     J       ., 

Dt  =4404. 

„ 

„    5      „ 

„ 

D,  =02784, 

..    6     „ 

„ 

Da  =763920, 

„ 

,.    7      „ 

Dy  =8435680, 

a   lt..]  <^. 

.jk  .i9i.,;.».ir' 

J),  =88367040, 

„ 

„    9     „ 

„ 

JD.  =896734080, 

"■'"■    ,','' 

;','io  i,   ' 

/)io  =  8996734080. 

Alle  späteren  Zahlen    (II-,    l'2stellige  u.s.w.)   enthalten 
derholte  Ziffern.     Uie  IMenge  der  1,  2,  3....  bis  lOstelligen  Zab-I 
leii,    die  iriedetholte  Ziffern  fuhren,  ist  ll'^Smal  grösser   als    dl« 
Menge  derer,    tvelche   keine  wiederholte  Ziffer»  führen,    und   die 
Menge  der   erstem  ist  <J9(JI  122309. 

"*  Ehe  noch  iveitere  Fragen  übet  die  Natur  der  Zahlen,  ivorin 
wiederholte  Ziffern  vorkommen,  lieantivortet  werden  können,  ist 
noch  Einiges  über  die  Ziihlen  zu  bemerken,  worin  0  mefareteuial 
wiederholt  vorkommt. 

Die  Menge  der  mstelligen  Zahlen,  worin  0  gerade  rmal  wie- 
derholt, nicht  mehr,  nicht  weniger,  vortAinimt,  iät  nach  den  Be- 
merkungen des  §.  2. : 

(13)     Fr=P'[l,-2,....'J]'»-'.Z[m-l,0]'=(7n-l),.9"-' 

^  (m-}Hm~2)....(m-r)  y_^_ 

Hiernach  kann  man  die  Menge  aller  Zahlen,  welche  m  und  weni- 
ger Stellen  führen,  ansehen,  worin  die  0  gerade  rmal  wiederholt 
er.«cheint.  Man  hat  zu  dem  Ende  statt  m  allmälig  die  Werthe 
r  +  l,  r+2,  r  +  3,..,.ni  zu  setzen.  Bezeichnet  man  diese  Menge 
durch  Fr.m,    so  genlnut  man  r 


( 


.  1..'-  .    i>.-. 
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(14)    JFV,m'=(r)r9»+'(»-+l)r9*+(»'+2)»9»+i...(mr,-l)r9'»='^   : 

oder  wenn  man  ]Vo.  304.  p.  167.  meines  Öifferenzialcilcül«' anwen- 
det,   m—r  statt  r'»   r  statt  p,    ^r  stj^tt  i  schreibt:     .    ' 


■  I 

.  .     .4 


(15)   .    .  ^ fv>  =^T:2;3...:r.fr4if<"' - '">"'»' 


r.iis         ■« 


(r)s  (?»-r)'-»li  mäl-iyr"....  (-)'-(r)ri»'-|-i].(-)'-+i<r)rg^i 


Die  erste  Darstellung  vrird  anwendbar  sein,  weiin;r  eine  grosse 
Zahl  und  (m  —  r)  nicht  gross  ist,  die  zweite,  wenn  (m — r)  gross 
und  r  nicht  grossiist  •  «i  ^     -   :-  .:.:;•;•.; 

Die  Menge  aÜler  sechssteUigen  Zahlen,  worin  0  gerade  drei- 
mal wiederholt  erscheint,  ist  s<^ fort  aus  (IS): .  \ 

.    .        • « •  ■  • » •        * 

i^,      '  5.4.3    .        r^rtnn'      ' 


IM 


:  I  ■ 


Die  Menge  aller  Zahlen,  welche  sechs  Stellen  und  weniger  fiin- 
ren  und  worin  die  0  gerad^.dreimaji  wiederholt  er.scheint,  ist  a^s  (14): 

^3.«  =  [1]39  + [2j39a+ [3]3  93=7623. 


Die  Menge  aller  Zahlen,  v^cdche  zehn  Stellen  und  weniger  ^b< 
worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist^aus'*(l 


»en 
ftnd  worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist^aus'*(14) 
und  (15): 

^3»io=  [1]39+  [2]3  92+  [3]393+  ....  [7]3  9^ 
j-^^4  [7.8.9.98  -  3.7.8.  J0,9+a740.9,p  -Il0.9.^.-tf^,:^43?^ 


§.  7. 


J;--. 


Da  jede  Ziffer  in  den  einzelnen  Ziahlen  wiederholt  vorkommen 
kann,  so  entsteht  die  Frage:  .  i.     .„  o  ..  ;>  ^y^l 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  mstelligen  Zahfän, 
worin  eine  Ziffer,  gerade  nmal,  eine  izweite  gerade 
p mal,  eine  dritte  gerade  ^mal  wiedei|holt  u.a.  f.  erscheint? 

Bezeichnet  man  4ie  orfaehe  Wiederholung  «iMr  JSifer  .|diircj|^ 
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das  Symbol  e'  und  die  fra^liclie  Ansah)  darch  A{^,  ef,  es. 
8o  hat  man  zur  Beantnottung  dieser  Frage  zwischen  Zahlen,  die 
keineO,  und  solchen,  dieOenthulten,  zu  unlerscheiden.  Im  ersten 
Falle  kommeo  9,  im  zweiten  10  Elemente  in  Betrachtung,  das 
Letztere  jedoch  in  der  Weise,  datis  die  0  nicht  auf  der  ersten 
Stelle  erscheinen  kann.  Hier  kommen  die  Gesetze  des 5.  und  7.  Ab- 
schnittes meiner  Combinations- Lehre  in  Betrachtunf;,  womit  auch 
eine  Abhandlung  in  diesem  Archiv  (XV.  Bd.  3.  Hft  S.  261.  §.  7.)  zu 
vergleichen  ist,  und  man  hat  zu  beatimraen,  wie  viele  Verletzun- 
gen die  in  einer  Zahl  vorkommenden  gleichen  und  nngleicheo 
Ziffern  unter  einander  eingehen   bünnen, 

Bei  Zahlen ,  welche  keine  0  enthalten ,  wird  diese  Menge  dui 
den  Ausdruck : 

ln+p+5...-|l 

(16)  /I(C",  ei-,  eT--)  =  |.n_tp|,  i,|i7;7;X9' 

bestimmt  x  enthält  hier  so  viele  Einheiten,  als  Exponenten  ai 
treten.  Man  findet  also  j:,  wenn  man  die  vorkommenden  Expo* 
nenten  seihst  als  Einheiten  beteachtet  und  in  eine  Summe  verei- 
nigt. Kommt  in  (16)  ein  oder  mehrere  Exponenten  wiederholt  vor, 
80  wird  das  Verfahren  in  Nichts  geändert  und  jede  Wiederholung 
auch  als  Einheit  gezählt.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  in 
diesem  Falle  die  Fakultät  9'l-i  durch  die  Fakultät  I  in  der  so 
vielten  Dimension  getheilt  werden  musa,  als  derselbe  Exponent 
wiederholt  erscheint.    Hiernach  wird  sein: 

/  l««+p+if....ti         9*1- 

L  A{e',  e",  «■,  eP,  e»....)  — 


heo 

DO-   B 


(17) 


f  Ale",  e",  er,  cP,e«....): 


lf.|l.lB|l,l«tl.l|ll»., 

.^  l>|i  ' 

I»n+ap+,+....|J 

9'i-» 

J-Ii.I-IMpIMj-i». 

/>Iit|i.iaii' 

Tritt  nun  die  0  als  Ziffer  in  die   rragllchen  Zahlen  em,    i 
muSB  der  Auttdruck  (16)  für  jeden  Exponenten  n,  p,  q  in   Besia 
hung   auf  U  besonders  in  Rechnung  gezogen    werden.     Hiernail 
hat  man  für  die  0  als  nTaches: 

(18,  ^(.^  «.  ^...0.,=^;i^,9.l-^!!+Ä;=«±; , 

rar  die  0  als  rraches : 
(19)  j<{e»,  «*",.««,... oO 

gilt  t^  den  Auedrvck  (17). 
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Bei  der  Werlhbestitmitung  von  x  in  (18)  und  (}ä)  daif  d«r 
Exponent  der  0  als  Einfaches  nicht  gez&hlt  werden,  denn  sie  tritt 
in  diesem  Falle  (^r  eitib  aU  ein  hesonderes  Element  jn  den  Cal- 
cul.  Kommen  ^leidie  Exponenten  vor,  8o  tritt  0  nach  der  Natur 
der  AuTgabe  nur  für  einen  von  ihnen  ein.  Im  Oehrigen  bleibt  die 
Behandlung  unverändert. 

Das  Gesagte  nird  sich  in  Beantwortung  der  Frage;  Wie 
gross  ist  die  Anzahl  der  sechssteliigen  Zahlen,  tvorin 
eine  Ziffer  gerade  d^rermal,  eine  Kiveite  ziveimal,  eine 
dritte   einmal   erscheint?    verdeutlichen. 

Hier  sind  folgende  Fälle  möglich: 
a)     die  Zahlen  führe 
Ä=l  +1  +  1  =  3.    und  1 

-6.0.4.3.2.1 


le  0.    Es  ist  n  =  3,   p  =  ^,   9  =  ], 
hält: 


J(e8,  ««,,«!)  = 


1.2.3. 1.2. r 


b)    Die  0  erscheint   als  Ureüaches.      Es   ist   .x  =  l+]=2, 
=  3,  ^  =  2, 4q  =  \.  und  es  entsteht  aus  (48): 


c)    Die  0  erscTieint  als  Zweifaches: 


-1.-2.3..1*' 
d)     Uie  8«rscheint  als  Einfaches: 


M^.' 


-1.2.3.1.^ 

Hiernach  ist  die  Anzahl   aller   sechssteliigen  Zahlen,    nelche 
n  oben  genannten  Bedingungen  genägen: 

^  =  3(ß40  +  21 60  +  28«)  +  3600 = 38880. 
Wie  gross  ist  die  Menge  aller  sechsstelligen  Zafa- 
i  verschiedene  Ziffern  gerade  je  zirei- 
ndere    gerade  je   einmal    vorkommen? 


len 

,    norio    zn 

ma 

und   iwei 

Hier  bat  man 

a)    ohne  0,  r 

und 

es  ivird: 

=2.  p= 


,   ?  =  1.  r  =  1,   1=1  +  1+1+1=4, 


I 


j..    I    1     ■,     6.5-4..3.2.1      9.8.7.«  
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b)    mit  der  0  (als  Ziveifaches  und  Einfaches) : 
--,      4.3.3.1       9.8.7      5.4 


/l(e» 


"1.2.1.1^    1.2    -^l.i 
5.4.3.2.1      9.8.7  6 


die  gedachte  Anzahl  ist 


'--  5.8. 

In  §.  7.  irurden  die  Zahlen  betrachtet,  insoferne  die  darin  vor- 
knmincnden  Ziffern  alle  möglichen  Stellungen  unter  einander  ein- 
nehmen. Schliesst  man  nun  die  unter  sich  niüglichen  Versetzun- 
gen aus  und  betrachtet  die  Zahlen  nur  insoferne,  als  eie  sich  durch 
die  darin  vorkommen  den  Ziffern  von  einander  unterscheiden,  eo 
wird  man  zu  folgender  Frage  geführt: 

Wie  gross  Ist  die  Ansah!  aller  r/isfelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  nmal,  eine  zireite  ^mal,  eine  dritte 
f/mal  vorkommt,  u.s.w.,  die  sich  durch  Verschieden- 
heit der  in  ihnen  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden? 

Die  fragliche  Anzahl  wird  ganz  auf  die  in  §.  7.  angegebene 
Weise  ermittelt,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  in  den  Ads- 
drückeu  (16)  bis  (19)  §.  7.  die  Vorzahlen,  «eiche  durch  die  Ver- 
setzungen und  Zerstreuungen  bedingt  werden,  wegfallen.  Hier- 
nach ist  für  Zahlen,  worin  0  nicht  erscheint: 

(20)       ß(e",ei',e!....) -.9^1-' =  9.8.7. ...(9-:e+1), 


(21)  ß(e",  e",  c",  eP )  = 


B[^,  e»....0")  =  y'i' 
B(f'',p]'....l>-)=^f|*l- 


n.  s,  w.     Die  Werthtestiium 
gebenen  Bedingungen.    ' 


1  X  nnterliegt  den  <)beii  angi 
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Hiernach  ist  die  Menge  der  sechsstelligen  Zahlen,  worin  eine 
Ziffer  gerade  dreimal,  eine  zweite  zweimal,  eine  dritte  einmal  er- 
scheint, und  die  sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

B  ==  B{e^,  6«,  e^)  +  Ä(f?2,  e^,  0^)  +  ß(6^  e^,  0«)  +  B{e^,  c«,  O^) 

=  9.8.7  +  9.8  +  9.8  +  9.8  =  720. 

Die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  zwei  verschiedene 
Ziffern  je  zweimal  und  zwei  andere  je  einmal  erscheinen  und  die 
sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

B  =  Ä(«j2, 6«,  c»,  e>)  +  B{e^,  eS  e^,  O«)  +  B{e:^y  e^,  e^,  0^) 

9.8.7.6     9.8.7     9.8. 7_ 
~  1.2.1.2+    1.2   +   1.2   — ^^^' 

während  die  Anzahl  der  hierdurch  bedingten  wirklich  vorkommen- 
den Zahlen  im  ersten  Falle  38880  und  im  zweiten  Falle  204120 
betragt.  Man  sieht,  mit  welch  geringen  Mitteln  eine  ungewöhn- 
lich grosse  Wirkung  im  Zahlensystem  hervorgebracht  wird. 

Die  Anzahl  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  unter  diesen 
Bedingungen  sechs  verschiedene  Ziffern  (als  einfache)  vorkommen, 
ist  sofort: 

^     9. 8. ...5.4  ,  9.8.7.6.5 

^"-  1.2....6   +1.2.3.4.5  ~^^"* 

Für  den  speciellen  Fall,  wenn  die  Menge  aller  mstelligen  Zah- 
len, worin  lauter  verschiedene  Ziffern  als  einfache  vorkommen, 
bestimmt  werden  soll,  hat  man: 

«     ,,n,        10.9.8....(10-m  +  l) 
^  =  (10)«  = 1.2.3.... m • 


§.9. 

Die  in  §.  7.  and  §.  8.  gefundenen  Sätze  können  zu  weiteren 
Anwendungen  benutzt  werden : 

a)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, worin  irgend  eine  Ziffer  wenigstens  rmal 
wiederholt  erscheint; 

b)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, die  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unter- 
scheiden und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wie- 
derholt erscheint. 
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Vm  ütme  Ffagca  n  bcMtwarten,   bat  ma»  £e  ExpwMotM 
r  MdMtdMndea  SysMe 

Adr.  ^. er,,..).    JCc+'.Crf....).    J((^*,  «-,  «•...-). 

^(*'+»,«".rf....)-...  J(<--'.e>),    /<(*-) 


Ä(«'.  «-.«p....). 


•o  CB  b«band^D,  dau  jede  ExponenletuninBi«  tut  sich  die  Zahl 
m  In  den  verHhiedenen  C1a»sen  erzenet  oder,  iras  dasselbe  ist, 
die  Verliiodungen  mit  Wied erhol iin*ei)  eur  S«Bin>e  tu  ans  den 
enlsprechend'^n  Classea  zn  liilden  uod  daan  die  einzetae«  Svd' 
hole  nach  (I6>  — (19),  j,  7..  and  (-20)-(-23),  {.8.,  ca  untersuchen, 
Soll  hiernach  die  Menge  aller  mü^lichen  sechsstelligen 
Zahlen  bestimmt  werden,  worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal 
niederholt  erscheint,  so  bat  roau  folgende  Symbole; 


A(e*,e^,    A(e*.a^.e^), 


nach   (16)— (19),  $.7.  zti  bebandeln.     Ans  dem  ersten  Aasdnicke 
ergibt  »ich,  wie  in  $.7.  geeeigl  wnrde,    folgende  Uenge: 

Ai  =  A(e:  e«  c>J+4(e>,  e«,  0')  +  A(e\  «',  0»)+^{f»,  f».  03)=3888a 

Aus  den  folgenden  entstehen  der  Reihe  nach  folgende  Mengeiii 

1^   3^2J       S.4.3 

-l».'l»lil.2+I.2.3*1.23" 


^(€»,e«,e»).    A{e^ 


A^  =  Aie'.e')  +  Aie>.<i^  =  r 


=  810, 


At  =  Ad\  e»,  e\  e')  +  A(e^,  e', e\ 0')+  ^(e',  e\  e', 0^ 


-.5  +  3.2.1. 


=60480+25200  +  5040=90720. 

\  =  A(e*.  e*)  +A(e*.  (P)  +^(e«,  0*)  = 
=  1080  +  90  +  45  =  1215, 


)  8+9  ^^+9  5:1?:? 


^  =  ^(e*,e»,e')  +  ^Ce«,e',0')  +  ^(e>,c'.0*)  =  ^.^^ 
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==432+45  +  9=486, 

651-1 

die  gesuchte  Anzahl  ist  hiernach: 

A  =  141840. 

Untersucht  man  nun  dieselben  Symbole  nach  (20)— (23),  §.8., 
so  erhält  man  die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  die  sich 
durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden  und  ivorin  eine  Ziffer 
wenigstens  dreimal  wiederholt  enthalten.   Es  entsteht  der  Keihe  nach 

Äi  =Ä(e»,  c«,  e^)  +  B{e^,  c«,  0»)  +  -ß(«»,  e\  0«)  +  Ä(e«,  e\  (fl) 
=9.8.7  +  9.8  +  9.8+9.8  =  720, 

^  =  B(e»,  «»)  +  Ä(68,03)=j^  +  9=45, 

A3  =  i?(c»,  c»,  cS  c»)  +  i?(c8,  e»,  ci,  Ol)  +  Ä(c^  eS  c»,  0») 

_9.8.7.6  ,  9.8.7     9.8.7 
-"TTO   +   1.2  +1.2.3^^"' 

Ä4=-ß(e*,e«)  +  Ä(e*,0«)+J5(«2,0*)  =  9. 8  +  9+9  =  90, 

Ä5  =  Ä(e4,  eS  c»)  +  ^(e*,  ijJ,0>)+Ä(eS  cSO*)  =  y^^+9.8+^=360, 

B^  =  Ä(e»,  c*)  +  Ä(e»,  0*)  +  Ä(c>, 0»)  =  9.8  +  9  +  9  =  90, 

Äy=Ä(e«)  =  9; 

die  fri^liche  Anzahl  ist  hiernach 

B  =  2154. 


§.  10. 

Einfacher  als  in  (.9.  geschab,  lassen  steh  die  gesuchten  Ab- 
zahlen  finden,  wenn  man  die  in  (.2.  und  $.3.  aufgestellte  Zer 
legungsweise  anwendet. 

31* 
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Um  die  unter  a)  §.  9.  gestellte  Aufgabe  zu  lösen»  hat  man 
alle  Glieder  des  in  §.  2.  gegebenen  Schemas  in  Caicul  zu  ziehen« 
worin  0  in  der  rten  und  in  einer  höheren  Dimension  vorkommt 
Diess  föhrt  zu  folgender  Darstellung: 

(24)  il/=  (m  —  1  )r  9'^''  +  (m — 1  )r+i  9«-^-i 

+  (m— l)r+2  9'»-'-2  +  . . ..  (m—  l)m-i9i. 

Ausserdem  müssen  noch  folgende  Ausdrucke: 

/>'{!,  2,. ...9)"»,    P'(l,2,....9)"?-iZ[m— l,0']i, 

/^a,  2, ....  9)"»-iZ[wi  — 1.  0«]«, 


/>'(1 ,  2 , . . . .  9)«-'--f  1  Z[m-1,  O^-i]'--!, 

oder  vielmehr  die  Ausdrücke: 

/>(!,  2, ....  9)»",  P'(l,  2 9)«-S  >(!,  2, ...  9)"-« ....  P'(l,  2, ...  9)"»-'-+i 

in  so  weit  untersucht  werden ,  als  in  denselben  eine  Ziffer  wenig- 
stens rmal  vorkommt  und  die  hieraus  fliessenden  Gruppenzahlen 
der  Reihe  nach  mit  1,  (m — l)i,  (m  — 1)2,  (m— l)^  ....  (m — l)r-i 
vervielfacht  werden. 

Diess  kann  durch  folgende  Formel  geschehen ,  die  ich  in  die- 
sem Archiv  (XV.  Thell.  S.  296.)  entwickelt  habe: 

•(25)  'P\_V,  2^  3^...9'•]7=9.^^[r]x8^.9?-'-~' 

-  9.8-S^[r], .  72/(-S^[r]r+x+y 8- .  9^-2r-j,-.) 

+  9 . 8  .72;;[r].6*  (^fjr]rfz+y  8^  (-S;[r]2r+l+,+x .  8- .  9?-3r-x-y-,) 


Hierin  ist  r  zu  belassen  und  statt  q  alimäligm — r+1,  m— r+2,....m 
zu  setzen.  Die  Exponenten  von  x  im  ersten  Gliede,  von  o:  und  ^ 
im  zweiten  Gliede,  von  x,  y,  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden 
die  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele- 
menten 0.  \,2,....q — r  zur  ersten  Classe  im  ersten  Gliede, 
aus  den  Elementen  0,  1,  2, ....  ^  —  2r  zur  zweiten  Classe  im  zwei- 
ten Gliede,  aus  den  Elementen  0,  1,  2,  ....^— 3r  zur  dritten 
Classe  im  dritten  Gliede  u.  s.  w.  Die  Reihe  bricht  ab,  wenn  der 
Exponent  von  9  negativ  werden  sollte. 
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Bestimmt  man  hiernach  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  vorkommt,  so  hat  man  aas 
(24)  för  m  =  6  und  r=:3: 

^=o^^'+f:l:l:|9^+^#o«=729o+405+9^7704. 

Aus  (25),  wenn  man  der  Reihe  nach  ^=4,  5,  6,  dann  r  =  3  und 
für  ^  und  y  die  oben  angegebenen  Werthe  setzt: 

'P[P,  2», ....  9»]*.  W=  10(9. 9  +  9.3.8)  =2970, 

'PW^,  23,. ...93]».  1=5. (9. 9« +  9. 3. 8. 9+9. 6.8*]  =  30645, 

'P[P,  2^....98]«=94  +  9.3.8.92+9.6.82.9+9J0.8»~9.8.~~ 

=  100521. 

Hiernach  ist  die  fragliche  Anzahl 

^=7704  +  2970+30645  +  100521  =  141840, 

wie  oben  §.  9.  angegeben  wurde. 

Untersucht  man  nach  dieser  Methode  die  Zahlen,  die  einer 
bestimmten  Classe  zugehören,  z.  B.  die  siebenstelligen  Zah- 
len,  so  erhält  man  Folgendes: 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
wenigstens  zweimal  erscheint,   ist  nach  §.  5. 

Z>7,2  =  8455680; 

die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  wenig- 
stens dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  nach  (24)  und  (25)  für 
m  =  7,  r=3: 

M  =  (6)3  9*  +  (6)493  +  (6)5  92  +  (6)0  9  =  142650 , 
^,==^'P[P,23,....93]*=15[9.9«+9.3.8.9+9.6.8«]=:91935, 

^a=  \  '/'[l^  2«, ....  93]«=6[9 .93+9.3.8.9«+9.6.8».9+9.1083~9. 8. 10] 

=  603126, 

^3  =  'P[18,23,....93]^=9.9*  +  9.3.8.9M  9.6.8«.9«+9.10.83.9 

+  9. 15. 8*~9. 8.  [10. 9 +  15. 8+3. 7.15] 

=  1426329, 
/>y,j =2264040. 
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Die  Anzahl  alier  siebenzifferigen  Zahlen,    worin  eine  Ziffer 
wenigstens  vi  er  mal  erscheint,  ist  aus  (24)  ond  (%)  filr  fit=7,  r=3; 

Jlf =(6)4  9' +  (6)59*  +  (6)59=  1 J430, 

^1  =  j^-2^ 'P  [1* ,  2*. . . . .  9*]4 = 20 . 9 = 180, 

/la=P2'P[l*,  24,.... 94]»=15[9. 9  +  9.4. 8]=5535, 

ils  =  j /^[l*,  2*,.. ..94]« z=6[9.9«  + 9.4.8.9  +  9.10.8«]  =54486, 

il4='P[l*,2S....94]^  =  9.93  +  9.4.8.9a  +  9.10.8».9  +  9.20.8» 

=  173889, 
Dj,^  =  245520. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  we- 
nigstens fünfmal  erseheint,   ist  fär  m=7,  r=5: 

ilf=(6)59«  +  (6)ö. 9  =  495, 
-^Ii=^'/>[1»,  2»,. ...9»]*=  16.9=135, 

4s=6.'P[1^2^....9»]«=6[9.9+9.5.8]  =  2646, 

^3='/^[15, 25,.. ..9öf  =  9.92+9.5.8.9  +  9.15.82=12609, 

Z>;,,5  =  15885. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  we- 
nigstens sechsmal  erscheint,    ist: 

ilf  =(6)6.9  =  9, 

^i=6v'/^[16,26,....9«]6=6.9  =  54, 

^2='P[ie,  26, . ...  96f  =  9.9  +  9.6.8=513, 

Z>7,g  =  576. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
siebenmal  wiederholt  erscheint,  ist 

Hieraus  bestimmen  sich  nun  die  Anzahlen  aller  siebenstel- 
ligen Ziflfern,  worin  eine  Ziffer  gerade  ein-,  zwei-,  drei-,....  sie- 
benmal erscheint  (nicht  mehr,  nicht  weniger),  und  man  erhält: 
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£1-544320» 

A=  ^r.2—^r.3 =8465680— 2264040=6191640. 

£3=^m-i>7*4=2264040-245520  =2018520, 

JS:4=^r»4— ^r.5==^4ö620  --15885     =229635, 

£6=^r,5—^r»«=  15886    —576        =15309, 

£5=/>y,5-/V.»==576        -9  =576, 

Er=Dr,r-0      =9  —0  =9. 

Die  Sunime  sämmtlicber  Anzahlen  gibt 

Ä=£;i+jE;«  +  iE8  +  ....+£V  =  W000OO, 

wie  diess  sein  inuss,  und  es  bestätigt  sieb  bierdureb  die  Richtig- 
keit der  gemachten  Schlüsse. 

m 

Um  die  unter  b)  §.9.  gestellte  Aufgabe  zu  iOsen,  bat  man, 
da  die  0  als  r-  und  Mehrfaches  keine  neca  Grvppen  tmUhrt,  Mo 
Symbole 

P'(l,  2,....9)'»-r,    />'(l,2,....9)"--'-S....P'(l,2,....9)* 

nach  §.  3.  und  f.  4»  in  B«aug  auf  die  darin  vork<mi melden  Ter* 
scbledenen  Ziffe?»  zu  untersuchen«  Man  erhält,  wenn  man  tn-^r 
statt  m  in  (7)  setzt; 

(26)  Ä«^r  =  [m-r  +  li-l  =  [10]m-r-l. 
Ferner  hat  man  die  .Symbole 

P'(l,2,  ....9)"«,  P'(l,2,....9)"-S  P'(l,2,....9)'»-».... 

....P'(l,2,....9)"-»'+i 

auf  die  unter  sich  verschiedenen  Gruppen,  ivoritt  Irgend  ein  Ele- 
ment wenigstens  rmal  wiederholt  erscheint,  zu  untersuchen. 

Diess  geschieht  durch  die  in  diesem  Archive  (XV.  Thell. 
S.  287.)  angegebene  Formel,  und  man  hat: 

(27)  'C[lS  2^,  3^ ....  9r]g=[9]^r+i  +  [7-f]i  [8]g_Hi 

^  [q-2r  +  ll  [8]g-2r+2-[fy-2r]a[7],^2rf* 
+  [^-3r  +  ii[7]^-»r+a+[9-3r]a[6]^.,r+i 
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Hierin  hat  man  bei  der  Anwendung  r  zu  belassen  und  statt  g  die 
Werthe   iw  — r  +  1,    m — r+2,   m— r  +  3....fn  zu  setzen. 

Soll  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen  bestimmt  werden* 
welche  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden  und  worin 
eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  erscheint^  so  hat  man  m  :=  6  und 
r=3  zu  setzen,   und  erhält  aus  (26): 

Aus  (27)  entsteht,  wenn  mau  r=3  und  folglich  ^=4,  5,  6  schreibt: 
4='qi»,23,....98]4=^  +  |i|=81. 

Die  gesuchte  Anzahl  ist 

^6,3  =  2154. 

Untersucht  man  auch  hier  nach  dieser  Methode  die  Zahlen, 
welche  einer  bestimmten  Classe  zugehuren>,  z.  B.  die  si eben- 
ste 11  igen,  so  erhält  man  für  die  Anzahl  der  unter  sich  verschie- 
denen  Zahlen,    worin  eine   Ziffer  siebenmal  vorkommt   (qz=z7, 

r-7): 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  sechsmal  erscheint  (m  =  7,  ^  =  6,7 
und  r  =  6),  aus  (26)  und  (27): 

.4,=:'C[1«,  2«,....9»]»=j  =  9, 

Q   10        a  Q 
^a='C[l«,  2«,....9»f  =^  +  l.J^=8I. 

^7*6  =  99 ; 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  fünfmal  wiederholt  erscheint  (m=7, 
r=5,    y  =  5,  6,  7): 
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<4i  =  'C[l«,2»,....9«]»==9, 

J,='C[1»,  2»,  ....9*1«=^  + J3  =  8I, 

Fährt  man  aof  diese  Weise  fort»  so  erhält  man: 

^7,4  =  219  +  9  + 81 +  405  + 1485=2199, 
Är,3  =714  +  405  +  1449  +  4131=6699, 
i?y,2=:2001 +2919+6399=11319, 
^,1  =  11439. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Anzahlen  aller  siebenstelligen  Zah- 
len, worin  eine  Ziffer  gerade  sieben-,  sechs-,  fünf-,....  einmal 
erscheint  und  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden. 
Sie  sind 

G5  =  Äy,«  —  ^7,7  =  90  , 
G5  =  ^7,5  —  Äy,5  =  450  , 
G4  =  Äy,4  —  Äyjft  =:  1650  , 
63=^,3  —  ^,4  =  4500. 

G2  == -^7,2  ""  ^»s = 4620 , 
Gl  =r  Bf,i  —  Bjy^  =  120. 
Ihre  Summe  ist  11439,  wie  diess  sein  mui^s.  .  ^ 

.  §..12.:  ■    ■  ■  , 

1 

Die  unter  b)  $.  9.  aufgestellte  Aufgabe  kann  noch  auf  eine 
einfachere  und  folgende  Weise  gelost   werden. 

Bemerkt  man  nämlich,  dass  bei  Darstellung  der  Gruppen  der 
Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  die  Anordnung  der 
Elemente  bei  der  Anschrift  keinen  Einfluss  auf  die  Gruppen  und 
ihre  Anzahl  übt  und  dass  sofort 
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...On,ai)"-..  =  C'(<lB,  Ob-I, 

ruppen    nur   mit  anderer  Anordnatl 


ist,    weil   immer   diesellten  Gi 

der  Elcmeute  berausfliessen ,    bu  kam  man   diese  Bemerkt 

die  zehn  Zahlzeichen  anwendeD  und  folgende  Aoordni 

Cd,  2,  3,  ....9,  0)-" 
nahten. 

Werden  nun  unter  der  vorstehenden  Elementenanordi 
Gruppen  (hier  mstelliüe  Zahlen,  die  sich  durch  verschiedene  Zir- 
fern  unterscheiden)  gebildet,  so  entstehen  alle  muglicben  Grup- 
pen mit  Wiederholungen,  von  denen  nur  eine,  näniücb  diejenige, 
welche  0  in  der  mten  Dimension  führt,  als  nicht  zalässig 
schliessen  ist.    Hiernacb  hat  man  die  Gleichung: 

(28)  C'[1.2,3,....9,0]"=[i0]„,-1, 
welche  schon  oben,  (8)  §.  3.,  auf  anderem  Wege  aufgefunden 
und  die  Menge  der  tnstelligen  Zahlen  angibt,   die  sich  durch  v< 
scbiedene  Ziffern  unterscheiden. 

Wendet  man  nun  das  Gesagte  auf  Bestimmung  der  Anzahl 
aller  mstelligen  Zahlen  an,    die    sich   durch  verschiedene   Ziffern 
nnterscheiden   und  nnrin  eine  Ziffer   wenigstens  rmal  wiederholt 
erscheint,  so  leitet  sich  aus  der  in  diesem  Archiv  (XV.  Tbel 
S.  287.)  angegebenen  Formel  folgende  ah: 

(29)  '  C[I',  V. » 9',  0']-= [10]._,H ,  +  [m-r]  [9]._^,-I 

-[m-2r+  IJ  [9]™-.,+..-f».-2r],[8]-^+. 


P(Ir  r=l  geht  (29)  in  (28)  über,  wie  dies»  sein  muss. 

Bestimmt  man  nun  aus  (29)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
nannten Mengen  der  siebenstelligen  Zahlen,  die  sich  durch  rer- 
fcbiedene  Ziffern  unterstheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens 


ern 


einmal,  zweimal, •. 
fi„,='C[I',  2".. 


iebenroal  vorkommt,  f 
i,0']'=[10],— 1=11 


)  ist: 


B„='C[1",2« 8MP]'  =  [10],+S[9],-4[9],-6[S], 

11319, 
[101,+4[9J,-2[9].-[8].-l= 


+  318],  +  !.  [7], 
B„  =  'C[1',2'.....  9",  Ol': 
B„.=  'C[1',  2«, ....  9«,  0']'=[10]. +  3(9],— 1=21 

£„j  =  'C[l>,2« 9'.0T  =  [10J, +2[9],_1=S49. 

£„  =  'C[1»,2' 9«.0T  =  [10],  +  l[9i-I=99. 

i!„,='C[l',  2" 9»,0']'=10-1=9. 

Ea  sind  dieselben  Mengen,  die  in  Q.  11.  gefunden  wurden. 


Lindman:  DeindieUB,  guiäut  dUudieari ptmti,  man  siiHe,  HSJ 

Die  in  $. 0,  aogegebene Methode  warde «ebon  teXV.  Bande 
des  Archivs  mitgetheilt  und  ist  hier  nur  der  VoilstäDdigkeit 
wegen   aufgenommen  worden. 

Mit  den  hier  angegebenen  Sitien  lassen  sieb* nun  ancb  die 
Mengen  der  tnsteliigeo  Zahlen  angeben,  worin  eine  Ziffer  hueb* 
atens  rmal  wiederholt  erscheint 

Die  hier  aufgeföhrten  Gesetze  finden  unmittelbar  ihre  Anwen- 
dung auf  Decimalbriiche,  denn  die  Einreihung  der  0  geschieht  bei 
diesen  auf  die  umgekehrte  Weise,  wie  bei  den  ganzen  Zahlen»  und 
verliert  ihre  Bedeutnog,  wenn  sie  den  Scbless  der  übrigen  Ziffern 
bilden  sollte. 


De  indicus,  qnibas  dijadicari  possit,  nuiii  sit  7  aat 

factor  numeri  integri  dati. 

Anctore 

D*^.  Chrisiiano  Fr.  LindmaUj 

Lect  Strenga. 


Tomo  XXV.  pag.  170.seqq»  hnjus  Archiv!  Dohu  Reyer  4e 

divisione  numeronim  per  Septem  dispntavit,  in  quam  rem  ego  quo- 
que  olim  inqvisivi.  Aliam  ac  D**  Reyer  regulam  Inveni,  qoam 
hie  profero,  non  qnod  regdara  divisione  ipsa  comniediorem  dari 
posse  existimem,  sed  quia  via,  qua  inventa  est,  attentione  non 
prorsus  indigna  videtur. 

Sit  igitur 

T  =  anx^-t-om^iai^^^  +  0«^»«"-*+ ....  +  a^a?  +  a«. 
Constat,  hoc  polynomiom,  per  x — k  divisnm,  snppeditare  residaam 


468  Lindman:    De  tmlteHs,   fßtlliHa  tUJud/eari  possir.    tntm  Sit 


ÄH=B^-t-«„_iA'.- 


.3  A"-*  + +  ai&  +  ao 


et  quantitalem  w — k  factorem  [lolynomü  7'  esse  iion  p 
est  ßik^^O.  Qund  si  x  et  k  sgiecialeni  valnrem  accipiur 
tioii  est,  eit  tik:=0,  duiiimodn  Rk  factoreni  x — /c  habeat.  PosUo 
i«itur  x:=lO,  nianireslum  est,  iiumeruni  quemcunqae,  cujus  noiae 
sunt  an,  Db-i  tett.  (atque  ideo  o,,  «,_i ....  <  10),  polynomio  T 
exhiberi.  Jaro  posilo  £  =  I  autA^^  —  l,  inveniuntnr  r«<rulae  cogni- 
tae,  qaarum  beneßcio  cognoscere  licet,  sitne  9  aut  II  factor 
meri  dati 


IO"ff„  +  ll>-i 


„-1  + . 


.  +  IOa,  +  ((ü 


necne.  Sin  auteni  &=Z  et  fc=  —  'i  constituitur,  regulae  inveniui 
tur  factorem  7  et  t'acloreni  13  dignoscendi,  quae  tanien,  ut  due 
sunt,  luanifesto  null!  sunt  usui.     Itaqae  aüae  quaerendae   sunt. 


Pusitis  radkibus  cub 


7=3^-3  +  1,     13 


riis  uiiitatis  negativae   ^a 
-,    quum  sit 

:3a  +  3+l. 


liquet  esse 

7  =  (3-«)(3-| 
Utambaere^nli 


13  =  (3  +  «)(3  +  (3)  =  (-3-<.)(-3-^. 


reperiantur,  residuuiu  Rk  prius  per  k~ 
deiode  per  k—ß  dividatur,  ubi,  divisiooe  facta,  lUtera  k  pril 
aequalis  3,  tum  aequalis  —3  ponatur.     Prior  difisiu  dut 


«nCf  +  ffB- 


._ia"-"+....+fla)ft+aBa"-i+Bn- 


,ia+a«-a)  *■•-■+... 


Si   haec  expressio  ulterius  per  k — ß  dividitur  et  ea  pars    quoti 
qoae  est  numerus  integer,  per  Q  desi,^'natur,  reperimus 


"^  (*-.)(i-fl 


Hne  fracliones  r=rk  ponuntur  et  aii  eundem  denommatorem  redn« 
cantur.  Congestis  deinde  terminis,  in  qaibus  a  eundem  habet  in- 
dicem,  beneScio  tbeorematia  cognili 


7  aui  13  faclor  numeri  integri  äati,  469 

«P-i  +  aP-*/5  +  aP-^ß^  +  . . . .  aßP-^  f  ßP-^=    ^_^ 
rcperitur 

^  r  f  ^^      aP—ßP.       ^P=»      aP-1  — /5p--^, 

Quum  vero  sit 

a  = ^ =  Cos«^  +  iiSinrt-,   p  = s =  Cosy  —  «0105-»  .. 


t 


liquet  esse 


«,-ß,     "'"PS 


quamobrem  invenitur 


1  p=«     ASin;>g-— S^n(p-l)y 

vel,   quia  est  ^. 

ASinpj — Sin(p  — 1)5- 
ap. =  Oo,    si  eat  ps=0, 

1        p=n      ASiii;»|-Sin(p-l)J 

Manifestum  est,  valorem  absolutum  quantitatis  tk  nümeram 
integrum  esse  oportere,  si  k^ — k  +  l  factor  numeri  T  esse  po- 
tent Functiones  goniometricae,  quae  in  forroolf  invebta  iiisunt, 
eam  paene  inutilem  reddere  Tidentur.  Qaom  vero  consideramus, 
esse 

ÄSinp|-.Sin(p— 1)| 

**  - — ^  =  1(— 1)«,  8test/>=3ifi, 


■*a^a^^i^M 


S1D3 


55 


»9 


=  A(— 1)»,  „    „    ,,==3»n+l, 

sCA-lX-l)",  „    „    „=3m+2. 


470  Limämüm:  OtMüctti^  gtüimB  ^fudteari  pamti,  mm  Htetc. 
melior  regola  Mperitnr.    Posito  jam  kss3,  eyadit  k* — /;-|-l=7  et 


3Smp3-.Sin(p-.l)^ 


n 

S =1.(00—08  +  05— etc.) 

SInf 

+  3.  (fli — 04  +  oj-  —  etc.) 
+  2 .  (fla— 05  +  fl0 — etc.). 

Itaqne  nnmenis  datos  o  dextra  parte  ad  sinistram  in  classes 
triam  Dotaram  dispertiatar.  Ultima  clasais  unam,  diiaa  Tel  tres 
notas  habere  potest.    »Sit 

T=  |331|719|I57|035. 

Summa  nnper  allata  fit 

=:l.(6-.7+9-I)+3.(3-.6  +  I-3)  +  2.(0-l+7-3) 
=  1.6— 3.4  +  2.3=0 

alque  ideo  est  nnmems  datns  per  Septem  sine  residao  divisibilis. 
Posito  deniqne  ifc=— 3,  fit  k^^kW^VS  et 

^^      -3Siii;>|-Sin(p~l)| 

S  Op =  1.0o— 3.(01—04+07— «tcO 

'=«  SidJ 

— 4.(fla — «5+03— etc.) 
— 1 .  (03 — 05 +09 — etc.). 

Naoc  niuneros  datus  in  classes  qnoque  dispertiatar  eodem  modo 
atqoe  aotea,  nisi  qnod  nota  peonltina  fit  prima  oota  dassis  primae. 
Sit  numerus  datos 

=|119I010I695|564|8. 
Summa,   de  qua  nunc  agitur«  est 

=  l.«-3.(4-6+0-9)-4.(6-»+l-l)-.L(5-.«+0-l) 
=  1.8  +  3.10  +  4.3+1.2=52. 

Sequitur,  ut  13  sit  factor  numeri  dati. 
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De  usu  coordinatarum  polarium  in  qaadratara  carraram. 
Supplementom  quoddam  librorum  de  calculo  integrali. 


I 


Aaclore 
D".  Christiano  Fr.  Lindm 
Lcct.   Slrengn. 


Qu  am  quam  multa  genera  coordinatarum  excogitari  possant, 
rectilinearum  (amen,  inlerqne  eas  orthogonalium,  atqae  polarium 
usus  est  frequentissimus.  Ulnimqtie  genus  sua  habet  commoda, 
ita  ut  proposilum-  quoildam  nunc  hoc,  nunc  illo  genere  utendo 
facilius  ascequi  liceat.  In  planis  curvis  quadrandis  ulrumque  saepe 
genus  aeque  cammode  potest  adhiberi,  interduin  vero  usus  alterius 
GommodioT  est.  Verum  quidem  est,  superficiem  secloris  ope  coor- 
dinatarum polarium  inveniri,  segnienti  autem  coordinatis  ortbogo- 
nallbug,  qua  tarnen  sola  re  decernendum  non  est,  utrum  genus 
coordinatarum  praecipue  adhibendum  sit,  quia  saepe  usu  venit, 
ut  conrdinatae  polares  supctficiehi  segnienti  tonimodiua  exhibeant, 
dummodo  tnan<;u]um  addatur  vel  subtrahatur.  Quum  vero  utraque 
ratio  eandem  affert  utililatem ,  ea  nimirum  eligenda  est,  cujus  usus 
minimum  affert  labarcm,  id  quod  ex  aequalione  curvae  pendet. 
Omnes  scriptores  de  calculo  integrali  docent,  quae  formulae  hac 
in  re  adhibendae  sint,  sed  coordinatas  orthogonales  eatenus  ante- 
ferre  videntur,  quoad  Üs  saeplas  utantur  carumque  usum  pluribus 
exemplis  illustrent.  Quae  quum  ita  sint,  quidquam  nequeiis  pror- 
BUB  inutile,  qui  caiculum  integralem  discere  velint,  neque  prae- 
ceptoribus  ingtatum,  qui  exempla  qualiacumque  accipiant,  facturus 
mihi  Visus  sum,  er  asum  utnusqne  generis  coordinatarum  in  cur- 
vis quibusdam  algebraicis  quadrandis  inter  se  conferam,  praeser- 
tim  quum  occasio  ita  praebeatur  agendi  de  integraÜbus  quibusdam, 
qnorum  meutio  jam  antea  (Tom.  XXIII.  pag.  446.)  facta  est. 
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I.    Si  quis  eam  curvam,  quam  Foliuni  Cartesii  vocant,  qua- 
drare  vult,  magna  inde  exsistit  molestia,  quod  aequatio  hujus  curvae 

ar'+y*  =  flary 0) 

tertii  est  gradus.  Facile  intelligitur,  formulam  usitatam  sine  idonea 
substitutione  adhiberi  non  poiäse.  Quum  vero  meliorem  reperire 
non  possum«  quam  qua  usus  est  Moll  weide  in  Lexico  Klüge- 
liano  (Tom.  IV.  pag.  r23.)9  ad  hoc  opus  lectorem  delegans  usura 
tantum  coordinatarum  in  hac  corva  quadranda  ostendere  conabor. 
Positis  igitur 

p^^rSinfp,    as:=zrCo8q>, 

aeqnatio  (1)  in  aeqoationem  simplicem 

gSinyCosy 

*'""SinV  +  Cos'V ^^ 

mutatur.    8ector  igitur  quidam  (=  Sg>)  aequatione 

*^  "  V        ''^'^■-'2  J       (Sin  V  +  Cos  V)* 

o  o 

dätur.    'Divisibnc  per  CosV  'supra  et  iufra  facta,  evadit 

—  ^*   P  y       tg^y  dq> 

^^-jj       (l  +  tg3gOä'Ci^' 


positaque  tgV  =  2* 


c  —  ?!   /*  *^'^      c?2     _a^      tgV 


.    .    (3) 


n  a« 


Superficies   totius   ovalis    ponendo   9=0"  reperitur  =-fi-.    Sin  au- 

tem   superficies   a  curva  et  ordinata  quadam  et  axi   abscissarum 
terminata  quaeritur,   sector  a  triangulo 

—.*•*€!•      r        —  «*       Sin^Cos^y  a«        tgV 

-2^'n9>i^os9^-2  •(Sin3y+CosV^-2-(l+tgV)* 

tantisper   subtrahatur,    dum    sit  tgg)_;  V|  vel  de  parte  curvae  in 
axin  abscissarum  convexa  agatur,     Quod  si  quaeritur  segmentum 

a  parte  concava  terminatum^  ponendum  est   a— 9>  p^o  9  vel  anguli 
numerandi  sunt  ab  axi  ordinatarum,   quo  fit 


cuHfornm.   Supplem.  qnoddam  Ubrorum  de  caiculo  (mepraif.  473 
c        -_  ?!      Cot'y     _  a*  ll__ 

cui  deDk|ue  addendum  est  triangulum.  Facillime  perepicitar,  qao- 
modo  sumendus  sit  angulus  <p,  quando  segmenta  ab  infinitis  cur- 
▼ae  ramis  terminata  quaerantar. 

II.    Apad  Moigno*)  proponitur  cutvsl,  cujus  aequatio  est 

3^-96flV+100a«a:*— ar*=0.      ....     (4) 

Positis 

y=zrSin<p,    a:  =  rCosg), 

prodit  aequatio 

r«(Cos  V  -  SinV)  =  4a2(25Cos  V— 24Sin«g>) 

v^i  fermulis  goniometricis  notissimis 

r.  =  98««  +  g|;- (6) 

Itaque  inveuitur 


5  =  49««/'^  rf^+«/'-^ 


9>i  9>t 


=49fl«(^-<p,)  +  T4       f^ \    \      '    ■    ^^ 

E  figura  (Tide  Moigno)  patet,  «nperficiem  partis  finitae  inveniri, 
81  in  integrali  per  4  multiplicato  ponitqr  9)2  =  0   et  arcui  9>|  datur 

is   valor,    quem    habet  <p,    quando  est   r  =  0.     Posito    igitur   in 
aequatione  (5)   r  =  0,    habebimus 

1  2 

Cos29=— ^,     Cosg>=J:^V6, 

ubi  Signum  superius  adbibendum  est.    Itaque  est 

2 

g)j  =  Are  Cos  Ä  V6 , 

ubi  Are  Cos  solito  modo  designat  arcum  roinimum,   cujus  Cosinus 
«it  z=jlV6,    Ita  invenitur  superficies  (Ä)  totius  partis  finitae 

A  =  4a«[49  Are  Sin^V6  +  1(5— 21/6)] 

=  4a«  [49  ArcCos^  + 1  (6 — 2  V6)]. 

*)  Le^ont  die  Calc.  Diff.  et  Integr.  Pari •  1840.  Tom.  I.  p.  222. 
Theil  XXVL  32 
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Segmenta  partis  linitae  ut  eiiemplo  (irinre  reperiuntur.  Si  sectori 
ab  inlinilis  raniie   terminati    quaenintar,  an;>u]uii  7  intra   limites 

2 
et  ArcCossVÖ  suraatur.     SegmcriU  facile  inveFtrri  posnnt.  '     " 

Eandem  euperlidern  coordinnlis  [ecIilineiH  utentes  detoniin)!^ 
conabimur.     Ex  acquntinne  (4J  invenifur 

qiiae  tarnen  exprem»  usu  forniulae  engnitae 


■«±W=±[V^'^i^^^V"^ 


n 


in  rorinamf  oncini 
quadratuiD.  Nihil 
quantitas   sub  sif;no 


redigi  nun  potent,    quia  a^~ß   ann    e 

t'oritiula  illa  en  ntUia  f^t,  quod  ape'  ejl 

idiculi   siniplicinr   fit.     Eiiimvero  habebimi 


:     Y  24a*  +  |  \^]00.,«  -3:-^  + y  ürfi-'^  VlOOfl^ 


Priinuni  nmniiini  dijii(licari<1liii 
Quoniaru  fiiiperlides  qtiaesita  rei 
ß;ruens,  satis  est  positivns  t^tn 
rare.     Sequitur   ut 


,  qiininod"  eignasumerenpnrteut 
pectLi  axium  aeqiiulis  est  et  con 
11  conrilinatarum  valnres  conside- 
liiü  exira  iineos  adbihendum    sit. 


I  intdr  raiiicates  nunc   decerneridum  est.     Aequatione  (4) 
differentianila   reperilur 

rfy  „  ■r(j'-flOff^) 

lU  ~ yif  -48«^)' 
unde  patet,  tangeiitera  curvae  e«ae  horinonlalera  in  duobus  punctis, 
quoriim  coordinatae  sunt  x^Q,  ^=::t4'iv'6,  et  verticatem  in  octo 
punctis,  quorum  coordinalaa  dedit  IVIoi»nfl,  praelereaque  in  duo- _ 
bua  punclie,  quae  M  oigno  vblitus  e&i  et  qunrnm  conrdinatae  t 
a;  =  J:10H,  y  =  0.  Ex  bis  d«cem  punclis  quattuor,  quorum  c( 
diaatae  sunt  ^=6q,  j=  +  4av'3,  3:=— flo,  s=±4oV'3,  , 
suTit  in  ea  curvae  parle,  de  qua  nunc  agilur.  Hiiic  intelMgituT, 
valores  ipsius  y  intra  limites  0  et  4nV6  (inclus.)  et  valores  ipsios 
X  iotra  limites  0  et  6a  (inclus.)  conlineri.  Jam  Tacile  perspicitiw, 
onines  valores  ipsius  y  a  nihüo  usque  ad  4«V'3  expressione 


{ 

m 


y,=\f- 


24oä  +  |V^100o" 


~\f'- 


Ua'- 


yV^lOOo' 


ezhiberi,  omnes  autem  valores  a  JnvS  usque  ad  iavfi  expressioDM 


euneantm^y  Suppiem*  guoddam  Mrorum  4ecatcui&  integroB.  473 
Si  quaeritur  eadem  superficies  (=  A)  atque  aatea,    inTeniliir 

o  o 

Posito  jam 

prodit 

quia  positivorum  tantum  vaforum  ratio  babenda  est.  Etiamnunc 
ambigitur,  utrum  Signum  inter  radicales  sumendum  sit    Maximam 

Ainctiow««  «  V^lOOa^— ^^  est  c=50a^  et  locam  liabet^  quando  est 

ar=öiH^2  vel  ±=:  VlOÖa«— ar«.  Limites  autem  Integralls  (iy 
sunt  :ir  =  0,  o:  =  6a»  quorum  uterque  minor  est  quam  5aV2. 
Vaiot  igitur  factoris  aJterius  semper  est  major  quam  5aV2.    Jam 

si  factores  x  et  V^lOÜo* — x^  erunt  permutati,  iidem  valores  atque 

9j{ite^  invenientuf«.  Quoniam  vero  est  V  IQOa* — x^^x  pro  orani- 
b.us  valoribus»  quibus  nunc  utenduni  est,  sequitur,  ut  somi  debeat 

X  =  V^25ci»  +  2a7—  V25aa— 2aT. 

Uniltea  tiunt  »pcO»' t  =  12a  et 

, ädz  adz 

"^^^  VWa»  +  2ai "'"  V^a*~2ii* 

His  in  aequatione  (7)  substitutis  evadit 


.=8.[/"vvr-^./-.>rs^|]. 


.0  d 

Posito 


V 


24o— 22 


25a  +  2z 
habebimus 

a    24-25tt*      j  49cit£rfw 

2 
Limites   z  =  05    2;==  12a  t|:iaa^enAi:  JQ  «;=?  V6»  t/=0  r^sp«,  qui- 
bus permutatis  evadit 


^V^5STS^^7       (r+i^=-^«v6+-5-Arctg^y6. 

o      ■       •  O  '    - 
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Eodem   modo    reperitur 

äumnia  horum  iiitegralium  per  iia  rnultipiicata  dal 
^  =  4n»|49Arctg=  V6  +  I(5— 2V6)|. 


Quum  vero  sit  Arclg?  V^i^ArcCoss,  valor  superüciei  idem  i 

alque  antea,  sed  niulta  majore  lahore  inventuä. 

Sin  Butem  quaereretur  «uptirfiüiea  (=B)  a  parte  turrae  conS 
cava  et  ordinala  qiiadani  et  axi  abscissaruin  terminata,  habereni 

B=f''dx\  24na+J\^iüÖ^^"^H/"WY  24ffl^_Jv"l00a»-Ha* 

ut)i  eat  Xy_L^a.  Fucile  apparet,  quam  lata  et  molesta  compnta) 
inde  sit  orltara.  tlJc  tarnen  spatiirni  non  detiir  buic  computatioi 
quippe    quam   parvi   referal  ulterius  persequi. 

III.     Alia  apud  Moigno*)  oiciirrit  curva,  cujus  aequatio  «i 
y*  +  '■lx^y^^x*—Ga.rf'—-2ax^  +  a^x'  =  0.     .     .     (8) 
Ut   haec   i'urva    ope    coordinatarum    polarium    quadretur,    pon&tl 
yt^^rCoacp,  x  =  rS\nip,  quo  facto  aequalio  (8)  transit  in 

r»— 2flrSinqi(l  +  2Co8^<p)  +  aasi„aq,  — 0.     .     .     (Qj 

Etiamsi  haec  aequatiti  non  aeque  siniplex  sit,  quam  quae  prioi 
exeniplo  jnventa  est,  euperficies  tamen  quaesita  haud  diHiculb 
cogno^cere  licet.     Aequatione  (l>}  solula,  prodeiint  aequationes  ' 

r'  =  aSin9)m--2CosV+3Co»g)\^l  +  CosVl. 
T"=^a^\n<p\\-\-1Cos\—1Ct>8ip't/'\-{-CoB^if\.  ii 

Ut  facillime  perspicitur,  ille  valor  curvam  exteriorem,  hie  im 
rem    competit.      Superlicies    sectnris    cujusdam,    quando    anguli 

sectoris  est  ^<fi  {tpi w),    exhlbetur  formulis 


*)  I.e.  pag.2ä5.  Terminus  lamen  ullirous  apud  Moi)^nu  eat  2(j*X^. 
Qnum  vero,  auRlnre  Hoigno,  punctum,  cujua  Eaordinatae  aant  x=.1i, 
jr  =  0,    «il  punclum  duplex,    teruiinnii  ultimits  sie  a''x' ,    neceisa  eal. 
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o  o 


+  2a»  y    **'  iSin»9Cos*p€ig)(l+2Cos«g))V^l+Cos2'g>,  .    .  ...^ 
0         . 

■.■■■•  •  ;  :  ;:  .  ■.»•■«  . •  .•    . 

c»  o 

— 2a«  /   *  •  Sin  V  Cos  gjdfy  (1  +  2  Cos  "9)  ^^l+Cos^- 

P 

Jam  Tero  est 

1  •  1    ^ 

=  2g)i  —  g  { Sin  2g>i  +'3  Sin  4g)i  +  ^  Sin  69»^  |. 

*        *  .     '.      ■        .  ■■  •        *   . 

Integrali  posteriore  ponatur  Sin9>=  V2Sintf;,  quo  facto  evadit 

/''^  Sin  29  Cos  ^»dy  (1  +  2Cos  «g))  V^i  +  Cos«9 , 
•     .  ,  •••;: :'  :.  .=    "ul   /.i 

0 


^iT"^'  S\n^Gös^(d--iSitk^)dil/;      * 


ubi  est  if^ii=irÄrcSih-^7^.    FiäeHlime  perspi^tof  «äs«  • 


I      5  ..'■»; ;     i 


,  •.      .  ■*■  .       •.■«•»      '•  .''1        '\ . 

/^'  Sin  «9  Cos  g>€i9)  (1+2  Cos  «9)  VI  +  Co^ 

Sin^^Cos  ^ilfdilf—  I        Sin^V'Cos^t/id^j 

1  2 

.     ==^{4i>>|+2Siii2ijF|-77Sio4i^-T,g^^j,       .,     ,j;t,. 

Itaque  est  **  *        *" 

'  ^9i      )  ■  a^    i.  :  .  '    .i'.  1:  .1.'    M,;»  . 

I  =a«(9i  J:tf;i)— lg(Sin29>| -f  3Sin49i-f  ^Sin69|} 

ubi  aigmin  superip«  est  BpeUnUi  S^,,' ,  inferins  aeetfitUfSf,".,,  Si 
ex.  gr.  est  <pi  =  ^  Ideoque  ti=J.   '?F«T^ta',,       ,,  ,:;    ,;    ,,^,,j, 
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Superficies  segmenti  cujusHam  ut  in  exemplo  primo  invenirfl 
polest. 

Usus  coordhialarum  ürlbogonalium  bot  loco  salis  facilis  etfl 
comniodus,  nisi  quod  valnres  ipsius  y  inter  se  accuratiuS  diatiifc-l 
guend)  6unt.     Aequatione  (8)  solveada  habebiinus 


uiide  liquet,  quantitatem  x  valores  negativns  non  admittere.     Quitt' 
vero  opus  non  est  nisi  valores  posilivos  ipsius  ^  respicere,  poaati 

Quantitas  ista  radicatis  in  doas  mdices  Mtnplices  transfonnari  pot- 
esl.     Ita  iiivenittir 

y,=  Va:(2a^— V^öi,  ei  est  x'^a. 


y3  =  Vö^  —  Va;(2a— a:),  si  est  x^a 


Ex  bis  valoribus  y^  competit  curvam  interiarem.  Valnres  y^,  yg 
sant  curvae  exlerioris,  yi  partis  concavae,  y^  partis  tonvexae. 
Ducta  igilur  per  punctora,  cujus  coordiaatne  sunt  y~0,  x=xi 
(^i_.f)>  recta  aii  ordinatarum  paralleln  pnsitaque  ^A  euperficie, 
qnae  ab  bac  rei-ta  »l  üxi  abscüearani  et  parte  quadaut  curvae  ia- 
teTinris  cnntinelur,    habebinius 

a*  a  —  x,  2  

=;  -g-  Are  Cos —{a—Xi)  Vxj  {2a— .t,)—  g  Xi  V  (tCi 

atque  ideo,  posita  Xi=a,  totam  euperuciem  iHteriorem  ^a''l  7  ~  Q  Vm 

ut  antea.  ^ 

Jam  rero  si  poeuerimus  superficiem  ab  iisdem  rectis  et  partofl 

quadam  curvae  exterioris  concara  teriDinatam  =  Ai ,  ipvenlemusff 

Ai  =C  "  yidx=r  ''  ,lx  \^a;(2o-.T)  +  ^fZf  ''dxSTx 


quae,   posita  X\  ^  a,    transit  In 
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Segroentum  a. parte  «onvexa,  axs  abactosaram  et  otdiiiaAa  (foftdaa 
inclusuni  £äciiiiine  rep^dritar.  •  ^  ■■     .u 

IV.    Ap^d  Moigso  ;^qci\rrit  .eurva»   cujo« .  aeqaatio  est 

.V*  — a:*  +  26a:«y=0. (10) 

Positis   ,iy  =  rSing),    a::=rCosg)  inTenitur 

Quando  agitur  de  ramo,  qat  sapra  axin  «absdssartttn  Ja^et 
f  j>g)_OJ,  evadit 

0  o 

vel,  qacniam  est 

O  O  0.0.  •' 

=?L2*«29'+^'  *S(i-H>)-9'-|sin29]=5[Sin»9tg2y  f |l  tgcj+y)-^]. 

I 

Sit  ex.gr.  (P=g   et  evadit 

6  ' 

Sectof  n  ramis  sub  axi  abscis^arum  terminatus  r^perlbnr»  si  an- 
gulus  fp  ponitur  negativus,  et  saperficiesl  segmenti  inter 'curvam  et 
ordinatam   et  axin  abscissarum   comprehensi,    si  S^p  a  triangulo 

=  Y  Sin  q>  Cos  9 = ^  ^^*  V  Sin  ^q>  tg  2^  subtrahitur. 

Goordinatls  erttiogonalibus  ntentl  cömpatatio  fit  wolestior« 
Quantitas  x  ex  aequatione  (10)  quaerenda  est,    quoDiam  aequatio 


*)  Qaia  saperficiet  tota  antea  inveiit*  «•<  .=±19*^  •^^^'/g  1,  tequitnr, 

ut  «egmealaiii ,  9«m4  fibscinditiir,  :«i  rwiaper  pwucUiU.  (jx^xmg^  >ysa;0)i 
axi  absciMarain  perpendicularit  d^fltarji .  «^laiGifciilatii  arfne^n^liw:  oh}«». 
radin«  tit  =:a. 


respectu  hujas  quantitatis  facilias  ^olvi  pofest.     Si  positivi  tan- 
tum    valores    quantitatum  'Tdriabiliuin   tre^piciantur,    ponenda    est 

ü^itt'iVr^y^^y  V6^4-'|y^.   -3äm  sit.kl=:^aaperficiei  a  corva  et  axi 
ordinataram   et  recta  abscissarum  axi  pavailela  termioatae:    inve- 

niemuö  A^  /i'  -orrfy  =:  /  ^ % V^6y+y V^^Hp-   Posita y=r itgtf;, 
evadit 


<> 


v*l,ex.nntw  formuluii.gooioinetricis 

o  . 

Alia  variabtA  ir' pr^  tiliti  if;  introducta^    quia  tum  est 

Cos  jif; = i  t  v"r+7  +  v"n=^j 


iiiTenituT 


<» 


^^V^Xj  (1  —  22)«      +/  (1-2*)»      }' 

tibi  est  2i  =     r       — =» 

Po^tqaani    quaiititates    sub    signo  /  solito  modo   factae  tont 
rationales  y  reperitur 

»1  dz  V^^ÖTT)       (3zi--l)V^     ,    1  ,  VTfi;  + v^s; 


+  ÖI7öl 


> 


(i  -  ty- .  ~4(i-z,)  \Ar+^  ^  8V2  vT+ii  -  -HA'iii 


/ 

o 
Substituto  val6reipsius2i  et  reductionibusquibusdam  factis,  habebimus 

quae  formnla  adeo  est  implieita,   nt   dnbitari  possit»    ntnim  mole« 
stius  Sit,   eam  adhibere  an  invenire. 
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Literarischer  Berieht 

ci. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik, 

Am  19.  Aucrusl  des  vorigen  Jahres  (1855)  ist  leider  nieder 
einer  der  verdientesten  deutseben  M a tb ein ati leer,  der  zu;;leich 
aticb  ein  trefflicher  Lehrer  war,  der  Kaiserlich  Russische  Celle- 
gttenrath  und  Prufessor  am  Gyninaaio  illustri  zu  Milan,  Dr.  Mag- 
nus iieary;  von  Paucker,  der  Wisseiischaft  durch  den  Tod 
entrissen  worden.  Der  Herausgeber  ties  Archivs,  frelrher,  so 
lange  er  das  ülfick  und  die  Ehre  hatte,  mit  dem  Verstorbenen  iq 
literarischer  Verbindung  zu  stehen,  demselben  immer  die  grüsste 
Achtung  bewahrt  hat,  .freut  sich,  seinen  Lesern  den  folgenden, 
von  dem  vvürdigen  Sohne  des  Verstorbenen,  dem  beständigen 
Sekretair  der  kurländischen  Gesellschaft  Rir  Literatur  und  Kunst, 
Herrn  M.  C.  von  Paucker,  ihm  freundlichst  eiogesandten  Ne- 
krolog mit  nur  geringen,  hier  durch  den  beschränkfen  Raum  ge- 
botenen Abkürzungen  miltheilen  zu  können.  Magnus  1>eorg 
von  Paucker's  viele  trefflicht?  Schriflen  und  praktische  Arbei- 
ten, die  allen  Mathematikern  bekannt  sind  und  daher  einer  voll- 
ständigen Aufzählung  hier  nicht  bedurften,  sichern  ihm  für  alle 
Zeiten  einen  wiirdigen  Platz  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft, 
und  seine  vielen  LSchGIer  werden  seiner  Immer  mit  der  grOssteo 
Liebe  und  Dankbarkeit  gedenken.  Als  der  Herausgeber  in  der 
nur  erst  ganz  vor  Kurzem  erschienenen  Nr.  XCIX.  dos  Literari- 
schen Berichts  Paucker's  verdienstliche  Arbeiten  Ober  die  Ge- 
»talt  der  Erde  anzuzeigen  die  Freude  hatte,  war  ihm  sein  bereits 
erfolgter  Tod  noch  gan»  unbekannt;  desto  mehr  wurde  er  durch 
die  von  seinem  würdigen  Sohne  ihm  gegebene  Nachricht  von  dem- 
selben überrascht  und  betrQbt,  freut  sich  aber  nun  auch  um  sr> 
mehr,  ihm  jene  als  Schrirtsteller  ihm  rühmenden  atti  ehreoden 
Worte  in'a  Grab  nachgerufen  zu  haben.  '^*''<lb.' 
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IVekrolofT. 

Mugnus  Georg  von  Paucker. 

G«borflD  cit  S(.  SimoDi*  in  Ehitlnnd  am  15.  Anvem 
Goturben  zu  Milau  nm   l».  Augutt   IHää. 

Sniin  eines  um  seiner  Pflicbttreue  vod  RechtaciiaSenbeit ,  vrie 
um  seiner  sittlicdei)  Strenge  unil  literarischen  Bililiiiig  »illen  in 
seiner  Ueineinile,  bei  seinen  Eiiipe plärrten  und  Anitjsijenossen  in 
Ansehen  und  tirosser  Achtung  stehenden  Landpredigers  in  Ehst- 
land,  genoss  Paucker  einer  sehr  sorgfältigen  Er^.iehung  zuerst 
im  elterlichen  Hause  und  seit  seinem  eilTlen  Jahre  hei  einem  On- 
kel in  der  nun  ivenige  Meilen  entlegenen  Kreisaladt  Wesenberg. 
Zu  Ende  des  Sommers  1801  al)er  erhielt  er,  nebst  mehreren  ver- 
wandten Knaben  seines  Alters,  zu  Hause  in  einem  kub  Erfurt 
gebürtigen  kennlniasreicben  Juristen,  Herrn  Johann  Heinricti 
Fidojustus  Heuser,  einen  trefflieben  Lehrer,  der  seine  glück- 
lichen Anlagen  rasch  zu  ent^'ickeln  iiusste  und  besonders  als 
gründlicher  (jeomeler  ihm  eine  .entschieden  v-onvaltende  Neigung 
zu  den  niatbemaliacben  Wissenscbafteii  einflüsste,  deren  theore- 
tische Consequenz  und  praktische  AniTendbaikeit  den  aufstreben- 
den Jüngling  sehr  anzog  und  frühzeitig  seinen  Si-burfsiuD  übte. 
Erst  15  Jahre  alt  war  er  daher  schon  im  Stande,  die  zu  der  vod 
seinem  Vater  im  Jahre  1^4  veranlassten  Stiftung  einer  ehstUn- 
dischen  Landjirediger- Wittiven-  und  \Vaisen-Kasse  erforderlichen 
Berechnungen  mit  Sicherheit  nach  den  zum  Grunde  gelegten 
lUortalitäts-Verhältnissen  auszuführen  und  selbstsländig  einen  Ka- 
lender fQr  das  Jahr  IS03  ausiuarbeilen,  der  handschriftlich  noch 
vorhanden  ist.  Zu  Anfang  dieses  Jahres  bezog  er  die  neugegiün- 
dete  Landes-UniTeraiIät  in  Dorpal,  >vo  ei  sich  unter  Leitung  der 
ihm  sehr  wohlHollenden  Professoren  G.  F.  Parrot  und  J.  W.  Pfaff 
dem  Studium  der  Physik  und  der  sogenannten  exacten  Wiuen- 
Bchaften,  Astronnnüe,  lUecbanik  utid  Hydraulik,  mit  grusstem 
Eifer  hingab,  auch  darin  solche  Fortschritte  machte,  dasü  her^s 
im  Jahre  1806  Professor  Pfaff  „einige  aslrugnostistbe  Notüceo" 
und  eine  Abhandlung  „über  den  Sehungsbogen  der  Fixsteru»" 
von  ihm  der  Veröffentlichung  durch  den  Druck  nerth  erachtete 
und  seinen  „astronomischen  Beitrtigen"  einverleibte,  gleichwie  P. 
auch  im  Sommer  I80S  die  „Vermessung  des  Embachslrnms  in 
Livland  von  seinem  Ausfluss  aus  dem  Wtrij&nv  bis  zn  seitHn 
Einfliiss  in  den  Peipussee  in  einer  Länge  von  VI  Meilen,  mit 
einem   Spiegel -Sextanten   durch  ein  Dreiecknetx"  trigonometriBcfa 
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aitefuhrte,  eine  Arbeit,  dir,  begleitet  vtin  Tiefen menäungrn  und 
einer  genauen  Karte  ober  den  Lauf  des  Flusses,  von  der  neu  er- 
richteten Naturforscher-Getieilicbaft  in  Dnrpal  jetzt  nflell  bald  50 
Jabran  noch  der  Veröffentlichung  würdig  befunden  wurden  und, 
itaclirlein  die  Karte  bpreifs  in  Berlin  gestochen  ist,  nächstens  in 
dem  „Archiv"  der  Gesellschaft  an's  Liebt  treten  wird,  da  sie, 
deren  Ictztnm  Jahresberichte  S.  87,  zufolge,  aurfi  nach  dem  gegen- 
wBrtrgen  Standpunkte  der  Wirtsenscbaft  nor  wenig  zu  wüirschen 
flbrig  ISsat.  Nachdem  Profest^nr  Pfaff  zu  Anfang  des  Jahres  1809 
Dorpat  Terlassen,  begab  sich  auch  P.  nach  St.  Petersburg,  wo 
er  bei  Zarskue-Selo  den  ersten  Telegraphen  in  Riissland  errich- 
tete and  dafür  mit  einem  Brillantringe  von  Kaieerlk-her  Huld  be- 
lohnt wurde.  Zugleich  bereitete  er  sich  hier  fQr  den  Militärdienst 
bei  dem  Corps  der  Wasser- Commnnikatinnen  vor,  in  welches  er 
als  Offizier  eintreten  sollte,  als  er  im  Herbste  1810  zum  Ober- 
lehrer der  Mathematik  und  Na tnrwissensc haften  an  das  Gymna- 
sium zu  Wiburg  bernfen  ward,  welches  damals  zom  Diirptschen 
Lebrbezitk  mitge hörte.  Hier  nirkte  er  indessen  nur  wenige  Mo- 
nate, da  schon  am  1.  December  1810  der  Observator  und  aussei- 
nrdentliche  Professor  der  mathematische»  Wissenschaften  in  Dor- 
pat, E.  Chr.  Friedr.  Knorre,  starb,  an  dessen  Stelle  P.  zu 
Anfang  des  folgenden  Jahres  voclrt  wurde  und  im  Juli  181 1  ein- 
trat. Hier  beacbftftigten  ihn  die  schwierigsten  Aufgaben  der  höhe- 
ren Mathematik,  und  verbreiteten  sich  seine  amtlichen  VortrSge 
vornehmlich  über  die  Analyais  des  Uuendtichen,  die  Differential- 
nnd  Integral-Rechnung  etc.,  daher  die  Zahl  seiner  Znbiirer,  die 
ihm  mit  Nutzen  zu  folgen  vermochte,  begreiflich  nur  eine  geringe 
war,  unter  ihnen  namentlich  auch  der  unISngst  verstorbene  Inge* 
nieur -General  von  Hezel  und,  wenn  wir  nicht  irren,  auch  der 
später  beriihmle  Akademiker  Friedr.  GeorgWilh.  von  Struve, 
der  bald  nachher  sein  Amtsnachfolger  an  der  Sternwarte  zu  Dor- 
pat ward.  Denn  schon  am  12.  September  1811  war  der  PrnfesMor 
Beitier  In  Mitau  verstorben  nnd  sein  erledigtes  Amt  am  dasigen 
Gymnasio  illustri  ward  im  folgenden  Jahre  P.  angetragen,  der  in- 
dessen zuvor  noch  im  März  1813,  nach  öffentlicher  Verfheidigung 
seiner  Inaugural- Diasertation!  de  nova  explieatinne  pbaenomenl 
eiaaticitatis  corporum  rigldorum,  76  S.  4.  unter  dem  Prüsidio  6eg 
Professor  Job.  Gottfr.  Huth,  als  dermaligen  Decans  der  FaciiV 
Ht,  die  philosnphiscbe  Doctnr«(lrde  erwarb  und  Im  Juni  als  au9-' 
aerftrdentlicher  Professor  hestütiet  ward,  ehe  er  zu  Anfang  August 
sein  neues  Lehramt  als  Oberlehrer  der  mnthematisclirn  nnd  phy- 
sikalischen Wissenschaften  und  Observator  der  Sternwarle  in 
MItau  antrat.  Hier  erflffneto  sich  ihm  ein  zwar  nicht  sehr  weiter, 
aber  reich  gesegneter  Wirkungskreis  fflr  Jugendbildung  nnd  Ver 
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I  Kräfte    Uiri^ 


breitung  niMenschaniichtr  Keniilniase.  item  er  mit  tiiierroflclti 
Eirer  ein  volles  MenscbenaKer  hiniltiruh  seine  besten 
reichen  Erfalirungpn  gewiilmet  )iat.  Er  liegiifi^te  sich  aber  nicht 
mit  dem  hioss  niünillichen  Unterrichte  in  allen  Ziveigen  der  Mathe- 
matik und  in  der  Phyoik,  in  welchen  seine  Schüler  bia  autu  Uni- 
verüilätsstudiuin  vorbereitet  wurden,  eonderii  »uchte  auch  durch 
zahlreiche  Schrll'ten  der  Wissenschaft  in  neilern  Kreisen  Anhän- 
ger und  Kreuiiile  zu  verschaffen,  ivohei  er  später  vornehndicb  die 
(iraktische  Anwendung  der  wissenschaiDichen  Emingenscharten  auf 
gemeinoätztge  Zweckf:  im  Leben  und  Verkehr  der  Menschen  im 
Auge  halle  und  nach  allen  Seilen  durch  Wort  und  Schritt  aniu- 
bahnen  bemüht  war.  Noch  im  Jalire  1813  lie^s  er  seine  „Theorie 
der  Dertvationen  "  zur  Eröffnung  des  Lehrcursus  in  dem  Jahre  tSI4 
erscheinen.  Seine  beredten  Worte  ,,zur  Feier  des  Allerhöchsten 
tieburt^restes  Sr.  Kaiserl.  Majestät",  gesprochen  im  grossen  Hör- 
saale des  iiymtiasium  illustre  zu  Milau  am  l'J.  IJecember  IS16, 
16  S.  4.,  hatten  die  Zugabe  eines  neuen  Lehrstuhls  für  die  prak- 
tische Mathematik,  das  Militär-  und  Ingenieur-Wesen  zum  Ziel, 
damit  das  Gyninasium  im  Stande  sein  miige,  dem  Zutrauen  noch 
kräftiger  und  vollständiger  zu  entsprechen,  dessen  es  bisher  ge- 
würdigt worden,  wie  Aehntiches  vor  wenigen  Jahren  von  der  ehst- 
ISndischen  Ritterschaft  bei  der  Ritter-  und  Domscbule  in  Reval 
bewirkt  worden  ist.  In  dem  zur  Eröffnung  des  Lehrcursus  aof 
dem  tiymnasio  illustri  zu  Mitau  im  Jahre  1817  gedruckten  Pro- 
gramm verbreitete  er  sich  „über  astronomisch  -  trigonometrische 
Landesvermessungen",  und  in  demselben  J»hre  machte  er  in  Bah- 
nenberger's  und  Baron  Lindenau's  Zeitschrilt  für  Astronrtmie 
und  verwandle  Wissenschalten  Bd.  III.  S.  :tti4etc.  eine  kurze  Mit- 
theilung „über  die  geographische  Länge  und  Breite  des  Cap  Do- 
messness  von  Knrland."  Ueberhaupt  entwickelte  er  im  Jahre  1817 
eine  grosse  literarische  Thäligkeit,  da  ihm  in  der  am 'J3.  Novem- 
ber 1815  gegründeten  und  von  dem  dermaligen  Krregs-tiouverneur 
lu  Riga  und  Oberbefehlshaber  lon  Liv-  und  Kurland  etc.,  Mar- 
quis Paulucci,  sehr  bereitwillig  am  2.  December  d.  J.  bestätig- 
ten kurländischen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst,  nachdem 
auch  deren  Statuten  am  'iO.  December  1816  confirinirt  und  ge- 
druckt worden,  die  Pflif^hten  eines  beständigen  Sekretärs  dersel- 
ben übertragen  wurden,  denen  er  sich  mit  dem  lebendigsten  Eifer 
und  einer  gewissen  Vorliebe  unterzog.  Dies  leuchtet  gleich  sehr 
aus  der  „ersten  Beilage  zu  den  Statuten  der  literarischen  Sacie- 
tät  in  Kurland,  die  Zwecke  derselben  und  deren  Aiisfilhning  be- 
treffend" vom  28.  März  1817  hervor,  welche  gewisse rroassen  als 
Programm  ihrer  künftigen  Wirksamkeit  für  die  historiscb- 
lilorarischea  und  rein  wissenschaftlichen  Interessen  um 
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TCr  Ostseeprovinzea  ku  beirncbteii  ist,  als  aus  de«  Jabr*s-Ver- 
baodlungen  dieeer  (iesellachart,  deren  1.  Uand  I8IU,  der  xwette 
Dm  die  Mille  dee  Jahres  1823  in  Mitao  bei  J,  F.  SteTfenhagen 
und  Sohn  in  4  erschien  und,  ausser  dem  von  ihm  abgefasslen 
bistorischeo  Tbeil,  auch  eine  Menge  rein  wisseiischafllicber  Ar- 
beiten des  Secretgro  neben  sehr  werlhvollen  historischen  und 
iiterariaehen  Itlitlheihingen  vieler  andern  Mitglieder  der  kurifindi- 
sehen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst  iimfasst.  Diese  Jah' 
res-VerhandluD^eii  aber  begn'tndelen  in  sehr  nürdiger  Weise  den 
gelehrten  Ruf  dieser  Gesellschan  und  das  gerechte  Vertrauen  zu 
ihren  errolgreicben  Bestrebungen  im  In-  und  Auslände.  Um  so 
mehr  vrar  es  zu  beklagen,  dass  Miasverstütidnisse  in  dem  engem 
Ausschuss  der  Gesellschaft  Paucker  veranlassten,  dieses  Amt 
und  die  RedHCtion  der  Jahres  -  Verhandlungen  sofort  aufzugeben, 
welche  seitdem  zu  erscheinen  aufhörten.  Aus  dem  Jahre  1817 
rOhren  noch,  ausser  den  „Relationen  über  die  Sitzungen  der  btir- 
ländiachen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst",  welche  er  in 
der  allgemeinen  deutschen  Zeitung  ffir  Russland  zu  Mitau  bis  zum 
2.  Juni  1821  fortsetzte,  auch  Mittheilungen  „aber  die  Erscheinun- 
gen der  Capillariiat"  in  eben  dieser  Zeitung  und  in  deren  ErgSn- 
Zungsblättern  1817  und  1818  zur  Widerlegung  verschiedener  vom 
Professor  G.  Fr.  Parrot  d.  S,  darüber  geäusserten  Ansichten, 
and  in  Bode's  astrononiischeni  Jahrbuch  (Berlin  1817J  ßir  da« 
Jahr  1818  S.  173  etc.:  „Astronomische  Beobachtungen,  neue  Me- 
thoden zur  Prüfung  des  Ganges  der  Uhren  aus  korrespondlrenden 
SonnenbOhfin  und  zur  Berechnung  der  Parallasen  enthaltend." 
Im  folgenden  Jahre  I81S  liess  P,  nicht  allein  eine  vollständige 
„Uebersicht  der  Verhandlungen  der  kurländischen  Gesellschaft  Itir 
Literatur  und  Kunst",  sondern  auch  ein  „ Jahresprogranioi  des 
Museum  und  Athenäum  der  Provinz  Kurland"  besonders  erschei- 
nen, um  grössere  Theilnahme  für  diese  Institute  im  gebildeten 
Publikum  daselbst  zu  erwecken,  was  auch  nicht  ohne  Erfolg  blieb, 
da  namentlich  das  kuriflndische  Provlnzial- Museum,  das  nach- 
malige Schosskind  des  wGrdigen  Staatsraths  v.  Recke,  auch 
Gegenstand  der  sorgrailigsten  Pflege  seiner  Freunde,  des  Ur.  Lich- 
tenstein und  des  jetzigen  Direktors,  Herrn  Landhofmeistera 
Baron  Klopmann,  seit  jenem  Jahre  ohne  Unterlass  vielfach  he 
reichert  und  geschmackvoll  ausgestattet,  eine  der  grössten  Merk- 
würdigkeiten und  Zierden  der  Hauptstadt  Kurlands  geworden  ist, 
das  dem  Laien,  nie  dem  Kenner  eben  so  viel  Belehrung  als  On- 
terhatlung  zu  gewühren  vermag,  indem  es  über  die  Natur  und 
Geschichte  der  Provinz  AulklSrungen  giebt,  die  man  nirgends  so 
anschaulich  und  vollständig  wieder  linden  kann. 
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^•ecbül-itter  trflherer  College,  Proresenr  Huth.  in  Uorpat  verstor- 
ben, imil  ffei  Wiedcibc»eUiinj;  dieises  Lehrstulils  die  sllgetDeiiie 
Auriuerksanikßit  auf  P.  f^et'ichiet,  ohne  dass  er  Veratilassuog  hatte, 
s'kU  um  denselbeu  zu  benerbe».  Inde^jsen  nioebte  es  ihn  wohl 
etwas  überraschen,  daas  ihm  der  aualändisclie  Professor  ßraii- 
des  bei  der  Wahl  des  Conseils,  neun  auch  nor  mit  ein  oder  zwei 
Stimmen,  vorgezogen  tvard,  der  zwar  anfangs  DHch  Uorpat  über- 
zusiedeln bereit  war,  später  aber  in  Breslau  z\ 
»ogeu  sab,  darauf  die  Professur  der  Astrnnomi 
in  Uorpat  P.  fSrmliiih  angetragen  nard.  Da  dii 
der  frAhent  ihm  ungSnstigen  und  nur  durch  Bn 


t  Ideiben  sich  1: 
e  find  Mathematik 
s  jedocb  in  Folg« 
'  Ablehauflg 


fipäti^r  vereitelten  Walii  geschah,  so  konnte  er  es  nicht  für  i 
■Dessen  halten,  dem  in  eolcher  Weise  na  ihn  ergehenden  Rufe  su 
folgen,  wieirohl  es  an  Ueherredtingen  dazu  vmt  mancher»  frSheren 
Freunden  in  Üorpat  nicht  fehlte.  Das  Conseil  entsehied  sich  da- 
her fi'ir  die  Trennung  der  bisherigen  Professur,  indem  aieilenOb- 
sen^dor  und  ausserordentlichen  Professor  Wilhelm  von  Slruvr 
1820  zum  ordentlichen  Professor  der  Astronomie  ernannte,  den 
damaligen  Professor  Bartels  in  Kasan  aber  im  Januar  I82L  zun 
Professor  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  in  Uorpat  be- 
rief, der  seinen  Dienstantritt  im  folgenden  Jahre  mit  einer  lateini- 
schen Dissertation  über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
bezeichnete.  t^m 

Unterdessen  hatte  P.  In  der  [leimatb  sich  mit  einer  Jugti^^f 
freiindiri  seiner  Geschnister,  der  Tochter  des  Majors  Carl  F*rl^| 
drich  von  Baggehuffwu  dt  und  dessen  erster  Gemahlin  He- 
lene geh.  V.  Ulrich,  der  geistreichen  nnd  liebenswürdigen  Anus 
Christina  Wilbelmine"  von  Baggehuffwudt, -zu  Woibifer 
am  8.  August  I8I9  vermählt,  welche  ihm  in  iiebevoilster  Hinge- 
bung das  Leben  verschünle  und  sein  Verbleiben  in  Mitau  lieb  und 
werth  zu  machen  wusste;  denn  sie  waren  hier  gar  bald  völlig 
heimisch  geworden  untl  hatten  in  vielen  Kreisen  Liehe  und  Frennd- 
acbafl  gefunden ,  mit  denen  sie  seitdem  einen  freundlichen  Verkehr 
unterhielten;  und  nach  der  Geburt  des  ersten  Rindes  hatte  ihre 
Elternfreude  in  sinniger  Weise  die  Stiftung  eines  Frauenvereins 
in  Mitau  veranlasst,  in  welchem  ihr  lebhaftes  Mitgefühl  für  die 
Leiden  und  Freuden  der  Mitmenschen  sich  noch  einen  weitern 
segensreichen  Wirkungskreis  eröffnet  sah,  dessen  anregende  Ele- 
mente bei  mancher  Aufopferung  an  Zeit,  Mühe  und  Kosten  die 
geougthueudste  Beschäftigung  so  in,'als  ausser  dem  Hause  gewährte- 

hausliches  Glück  aber  gab  ihm  auch  die  recht| 
meinem  Beruf  nnd  nur  unennüdeten  Förderung  ^ 
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liebgewonnenen  Wissen  scfiaft.  Wnr  die  „Anwendung  der  Methode 
der  kteiiisten  Quadratstinnie  auf  physilmlificlie  Beobachtungen" 
schon  1819  Gegenstand  eine«  Gymnasial- Programme;  seine  1820 
gedruckte  „niatheniatbche  Gederktafel"  ein  präi^nunter  Auatlluck 
seiner  Lehrweise  ')  und  das  Programm  %m  Eröffnung  de«  Lehr- 
cursus  im  Jahre  18'2I  „Einiges  Über  die  geometrische  Auflüsnngi 
cubischer  Gleichungen"  voll  Scharfsinn  und  strenger  Consetfuenz. 
wie  so  viele  seiner  streng  mssenschalllichen  Arbeiten  der  Art  in 
den  Jahres  -  Verband longen  der  kurländischen  gelehrten  Gesell- 
schaft**), so  enthielt  dagegen  seine  am  1^.  IJccember  1822  im 
grossen  Uürsaale  des  Gymnasium  zu  Mitau  gehaltene  Rede  eine 
begeisterte  SchilderniK;  der  neuesten  Entdedcnngen  am  gestirnt«« 
Himmel  und  der  raschen  Fortschritte  in  der  Axtrononile.  Kine 
Fracht  grüssteo  Fleisses  und  in  seiner  Lebrthjtigkeit  beim  Gym- 
naernm  gesammelter  zehnjähriger  Erfahrung  aber  war  das  181^' 
£0  Königsberg  von  ihm  erschienene  und  dem  berühmtesten  deut- 
schen Geometer,  Professor  Gauss  in  Giittingen,  logeeignete  Lehr- 
buch: „die  ebene  Geometrie  der  graden  Linie  tind  des  Kreisesi 
oder  die  LIemente"  IQr  Gymnasien  und  zum  SeHist Unterricht. 
Gleichzeitig  fügte  er  dem  seit  1814  von  ihm  tierechnelen  Mitaa- 
schen  Kalender  anch  eine  „Ostertafel  des  Jnlianischen  Kalenders 
(lir  immerwährende  Zeiten  der  Zukunft  und  Vergangenheit  (von 
1383  bis  1U14)  auf  eine  Periode  von  532  Jahren ,  nach'  einer  neuen 
Einrichtung  berechnet,  Mitau  IS'23"  hinm.  so  wie  er  seit  den 
letzten  drei  Monaten  des  Jahres  1821  üt>er  '25  Jahre  hindurch  sehr 
regelmässige  „raeteorotogisehe  Beobachtungen  auf  der  .Sternwarte 
in  Mitan"  anstellte,  deren  Ergebnisse  er  spüter  in  den  „Arbei- 
ten" der  fturtändischen  Gesellschaft  ausliihrlicfa  bekannt  gemacht 
bat  und  die  zu  seinem  Vorschlage  zu  dergleichen  an  verschiede- 

*)  In  demitiben  Jahrn  vard«  P.  Milglird  der  Nnlurüirticher-UBaell- 
■chaft  in  IHi<ikHit.  Femer  war  P.  Elirenmitglieil  der  NatarfvraRlivr-CäeacM- 
acliaft  in  Dorpat.  nrdentlicIieB  Mitglied  der  iiteraritoh •  (irnktitHiben  BAt- 
fCervertiindung  in  Riga,  der  Geieltnchnfl  für  Geachicliln  d.  Atlerthumskunda 
der  OaUee-GuMTcrnemenl*,  r<irrF.s]ioiidireiidea  Mitglied  di^r  ehatländlarhen 
iiterariachen  Gnsellarhaft  xu  KcthI  und  der  ^oMli  den  aciencea .  lettre* 

**}  Mehl  unerwähnt  hann  liier  bleiben,  welelien  regen  Antheil  f. 
auch  an  der  von  dem  General  Tenncr  für  Lilthaii«u  )iia  nn  die  GränceD 
Korlaad*  auageführlen  Griidmeatiing  und  «|iäter.  in  den  Jahren  18S&  und 
isac,  nueb  in  den  votu  PnifBiiiiir  Sirute  in  Jakobitadt  nnd  bei  Kreuz- 
barf .  nie  auf  der  ln««l  Hnf^land  uBtereommenHii  satruanniaalieo  Heh«n- 
healrmmungen  und  genauen  Rererhnua^n  der  rrrtten  ruaaiirhen  Gradmea- 
auuK  gennmiiirn  tiat,  wiifür  ihm  wierierhnll  daa  Allcrhrir.hate  WuhWallrn 
f^r.  Kaiaerl.   Hnjealnt  \iB7.e\\gl   «ard. 


k 


UUritrheher  Berkhl  i.l. 


1 

Witten!  ntfiS 


nen  Orten  gleichzeitig  anzuBtellendeii  ver|[lei«li enden  Witterunj 
heobarblungen  *)  geführt  haben  in  Kurland,  wie  in  Ehst- 
Livland.  Sehr  »orgföltlge  Cnlerftuchungen  und  VergleicbuRgen 
«letzten  ihn  1823  auch  iti  den  Stand,  aU  deren  Resultat  „aiitheo- 
lischa  Best) mm ua gen  inländischer  Maasee  und  Gewicble"  in  Rau- 
□  scb's  iteuem  Museum  der  deutschen  Provinzen  Ruaslands,  Bd>  I. 
Heft  1.,  Dor[mt  1824 ,  mitxulheilen ,  die  ihn  eipäler  noch  iax  einer 
(lehr  umfassenden  Arbeit  über  die  Metrologie  Ruftelands  veranlass- 
ten, welche  handschriftlich  in  6  starken  Quartanten  der  Kaiserl. 
Akademie  der  Wis^enacbaften  im  üctober  1831  vorgestellt  »urde 
und  hei  der  ersten  Vertbeiluiig  der  Uemidon-'schen  Prämien  im 
April  1832  ihm  den  vollen  Preis  von  5000  Hbt.  Bco.  Assign.  «-r>varb. 
Eben  »o  hatte  schon  im  Januar  ]8J'i  sein  „Memoire  sur  la  con- 
»tructinn  s^omelrique  des  eqiialions  dn  trnisieme  degre  et  sur 
Ics  proprietes  pr'rncipalefi  de  ces  equalinns,  demontr^ps  par  la 
[i^ometrie  elemenlaire",  ah^edruclcl  in  den  Memoires  de  l'Acadäniie 
dessciencesdeSt.  Petersb.  1826.T.  X.  p.l58— 26^..  die  Ehre  sei- 
ner Krnennung  zum  correspondirenden  Milgliede  dieser  Kaiserl. 
Akademie  zu  Wege  gebracht.  Seine  ThStigtieit  auf  der  Mitauer 
.Sternwarte  aber  sab  sich  kund  durch  Mittbeilungen  in  Bade's 
«stronnmiscbem  Jahrbuche  /u  Berlin  18'25  „liber  das  Mittagsfern- 
röhr  aul  der  Sternivarte  zu  Mitan"  und  „Resultate  der  Abena- 
lionstheorie  der  Kixtjterne,  Planeten  und  Kometen",  ferner  „über 
conespondirende  Sourieiihriheti'-,  und  in  seinen  Berechnungen  fibet 
iS'Auf-  und  Untergang  im  Jabre  1827"  in  der  Beil.  N'r.49. 
sur  allgemeinen  deutschen  Zeitung  in  Mitau  1826.  Desgleichen  finden 
sich  in  Scbumacber't  astrononi.  Nachrichten  Bd.  lil.  Alton»  I.S27 
seine  ,.  Bestimmung  der  Polbiibe  der  Mitauer  Steniivarle "  und 
„Zenitbdistauzen  des  Polarsterns,  zur  genauem  beslininiung  der 
Polhidie  der  Mitauer  Sternnartn,  mit  einem  ]8zoHigen  Reicbee- 
Ijacb-Ertelscben  Verticalkreis  im  Sommer  1828  gemesseii"  in 
Bd.  VII.  .\ltona  182(18.359  ff.,  auch  ein  Aufsatz  „über  Refractions- 
tafeln"  ebend.  S.  401. 

Aber  nicht  allein  an  nissensrhaftlicheii  Zeitschriften  des  Aus- 
landes iia'irji  P.  jleissigen  Anlbeil,  auch  der  Literatur  des  Inlan- 
des war  seine  Aufmerksamkeit  beständig  zugeuandf.  So  lieferte 
er  im  Ostseeprovinzen- Blatt  von  Sonntag  zu  Ri^a  1826  S.  203  ff. 
eine  ansfffhrliche  Anzeige  der  vom  Professor  Struve  herausge- 
gebenen „üeschreibnng  des  grossen  Refrartors  von  Fraunhofer 
anf  der  Sternivart<>xu  Dnrpat",  auch  in  dessen  literarischen  Sopple- 
m«nt - BlStlern    1827  eine  anerkennende  Benrtheilnng  des  „Catato- 
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gus  Dovus  slellaruni  du|ilicüiin  ot  roultipliciui» "  diefea  berilhmten 
AHtrnnomen .  oncl  auüh  in  deo  literarimch«^!)  Be(;leit«rn  der  futg«ii- 
Hen  .lahrgSn^e  noch  mehrere  literarische  Anzeitieii.  Beurtheilun-' 
jrcn  itnd  Kritikeii  wisHeiischal^licber  Werke  seinCH  Farhg,  dexgjei- 
f^heii  1830  fbf-nii.  (ktri  Auszug  aus  einer  grütiacm  Abhniidlnfig  „Aber 
den  Julianiflcheu  und  iire^orian wichen  Kalander."  In  den  Qua- 
tembera  vom  Professor  Tra  utvett  er  zu  Mitaii,  1629.  Bd.).  Hfl,  I., 
besprach  P.  die  neuesten  „Erscheinungen  in  der  nadirwiniienschaft- 
Itchen  Literatur",  bestimmte  im  Uft. '2.  „die  geographische  Breite 
van  Milau"  und  Iheill«  im  Hft  3.,  Mitau  I8W,  seine  Beobachtun- 
^en  mit  ,.  iilier  den  Gang  der  W.'JTrae  und  de»  Luftdruulcs  zu  Mitau. " 
Zur  TheÜMHbme  an  den  Dorpater  .fahrbiichern  Tär  Literatur,  Sta- 
tistik und  Kunst,  besonders  Russlands,  aurgefordert ,  lieferte  er 
in  dessen  zweitem  Hefte  im  Juli  1833  eine  ausführliche  Anktindi- 
fCung  seines  „praktischen  Rechenbuchs  für  iidandiscbe  Verhält- 
nisse", dessen  erstes  Heft,  „allgemeine  Regeln",  bereits  IS34, 
das  zneite  sebr  reichhaltige  Heft  von  334  S..  „Handels-  und  Fi- 
itanzrechnungen"  enthaltend  und  dem  Herrn  Finaniminister  Grafen 
Can  crin  gewidmet,  zu  Mitau  IH-lfi,  da«  dritte  dem  Wirkt.  Kammerheirn 
Grafen  J  o  h.  F  r.  v.  M  e  d  e  m  dedicirte  Heft  über  „  administrative  und 
5lia'iomi<:'cheRechnungpn"zu>litaul837,aufl24S.  8.,  undgleichieilig 
auch  eine  2.  Aufl.  des  I.  Heftes  erschien,  ein  Werk,  das  f{lr  so  viele 
Hezii-hungeii  des  täglithen  \VikebrB  im  Handel  unii  Gewerbe  un- 
entbebriiefa  geworden  und  seineu  bi^iber  fast  nur  den  Gelehrten 
vom  Fach  bekannliin  Namen  auch  in  den  fernsten  Kreisen  unserer 
Lande  und  Städte  populär  gemacht  hat.  Während  Paucker  in- 
dessen fQr  die  Dorpater  .lahrhücher  noch  ferner  thätig  war  und 
1833  in  deren  4.  Bande  St.  5.  S.4'iO  — 452  L.  Pansner's  „Ver- 
buch einer  tabellarischen  Uebersicht  der  russischen  Münzen"  einer 
aus fübrli eben  und  gründlichen  Benrtbeilung  unterzog,  bei  welcher 
Gelegenheit  er  sich  über  das  Müu^fsystem  Russlands  sehr  vor- 
theilhaft  aussprach  und,  zur  Fixirung  des  bisher  so  veränderlichen 
Cnurses,  dieses  System  auf  den  Metallwerth  der  den  Schwankun- 
gen im  Werlhe  t\es  Papiergeldes  weniger  ausgesetzten  Silber- 
Münee  zu  gründen  vorschlug,  was  bekanntlich  von  der  Staatsre- 
gierung  für  nütziiih  und  zweckgeroSss  erkannt  und  auf  dem  Wege 
der  Legislation  im  Jahre  IS-IQ  allgemein  eingeführt  worden  tst. 
Im  5.  Bande  St.  3  der  Jahrbacber  8.  177—217  liererle  er  noch  im 
Sept.  1835  eine  „Metrologie  der  alten  Griechen  und  Rfimer,"  die 
auch  besonders  abgedruckt  und  den  Gymnasien  des  Dorpater 
Lehrhezirks  mitgetheilt  ward,  und  im  Uctbr.  1835  ebend.  S.  ^6 
—362  eine  „Valvations  lab  eile  riiirnsiher  Deuarien,  verglichen  mit 
russischen  Gewichten  und  Miinzen."  In  denisethen  Jahre  erschien 
auch  in  dem  Berichte  der  Kaiserlichen  Academie  der  Wissenschaf- 
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ten  über  die  vierte  Zuerkeirnini^  der  üemidowsche»  Preise 
„AiWHDg  Ana  seiner  neuen  Bearbeitnog  dta  erston  Theils  (l«r  ms* 
sisoben  Metrologie-  St.  Petersbor^  1835  S.  21—57  umi  demnächst 
in  den  Etattraths  Schumacher  Jahrbuch  für  die  Jahre  1836  und 
1837.  gedruckt  lu  Stuttgart  und  Tübingen,  8.,  S.  74—87  „die 
Maasse  und  Genicbte  RusBlanda  und  seiner  Provinsen,"  itebat 
einem  „Nachtrag."  Seine  onermildete  vi issenschaRlicbe  Tluit%- 
keit  in  jener  Zeit  bekundet  noch  ein  dem  Herrn  Curator  da» 
Dvrptechen  Lehrbezirks,  General  y.  CrafrstrGm,  zugeeignete» 
gelehrtes  Werk  unter  dem  Titel  „ (>eomeIri»che  Aoalysis,"  ent 
haltend  des  ApoUnnius  Ton  Perga  sectio  ratinnis,  spatii  et  delafj- 
minata,  nebst  einem  Anhange  (Leipzig  bei  Leop.  Voss  1837.  " 
nod  164  S.  8.  nebst  Ö  Kupfertafela)  und  „die  Osterrechnun^ 
Einführung  eines  bessern  kirchlichen  Kalenders  und  Oster- Kau ont 
(Riga  und  Leipiig  1837,  4.  X.  und  KG  S.  nebst  37  8.  Tabellen^ 
dedicirt  dem  Herrn  Minister  der  Volks^AulklSruiig,  Geb.-Rath 
Uwarow,  so  wie  eine  in  der  knriSndischen  (Gesellschaft  ffir  Li- 
teratur nnd  Kunst  vorgetragene  Abhandlung  „über  die  neueste 
Astronomie,"  nsmentlch  über  die  von  dem  Prot.  ArgelandeF 
etrtdeebte  Beweguag  unseres  Sonnenaysteius  im  Welträume  und  des 
Akademikers  v,  Strore  neueste  Entdeckungen  aa  den  Dop|Ml> 
Sternen. 

Schon  im  J.  1825  »ar  Pancker  zum  Hofrath  und  1827  >tin 
ColL.Rath  befördert  «orden*).  Im  J.  1831  ward  ihm  der' ehren- 
volle Antrag  gemacht,  die  Stelle  eines  ordentlichen  Mitglieds  der 
Kaiserlichen  Academie  der  Wissenschuften  zu  St.  Pelersbuif 
einzunehmen.  Der  damalige  Gebalt  eines  Akademikers  war  nOT 
2500  Kbl.,B..A.  und  die  Emagung  des  ungleich  kostspieligeren  Siaf- 
entbalts  in  der  Residenz  mit  den  grüssern  Kosten  der  Erziehung 
seiner  3  Slihne  und  einer  Tochter,  wozu  seine  amtliche  Stellung 
und  seine  ökonomische  Lage  in  Mitau  manche  Erleicbferung  dar- 
bot, legten  ihm  aber  die  unabweisbare  Pflicht  auf,  der  ihm  zöge- 
dachten  Ehre  einer  solchen  Dienstveränderung  zu  entsagen,  da 
die  Aussichten  fiir  ihn  in  Petersburg  durch  Nebenarbeiten  seine 
Subsistenz mittel  als  Akademiker  vermehrt  zu  sehen  sehr  ungevf  isü 
waren,  dagegen  die  Nnthu'endigkeit,  solche  zu  ernerlien  und  die 
dazu  erforderliche  Zeit  dem  Amte  und  dessen  gesteigerten  Anfor- 
demngen  zu  entziehen,  sich  als  gewiss  und  unerlässUcb  heraus- 
stellte. Daher  war  es  natürlich ,  dass  er  es  vorzog  zu  Mitaii  in 
seinen   bisherigen  Verbältnissen   und  in   der  gewohnten  und  Uet 
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gewunneneii  i^aitsnirksamkAit  zu  Terfeleibe»,  woftr  er  steh  wahrentl 
aeiiies  Sommeranrenthalls  in  Reval  zur  Zmt  der,  t*<g«n  Her  mit 
srnsser  Ueßigkeit  in  Riga  und  Mitau  aus^ebrochenen  Cholera- 
Epidemie,  verlängerten  Sc1iuiri?rien  entectiiei).  Er  kehrte  daher 
im  AugQxt  IH31  nach  Mitau  zu  neuer  Tretidiger  Wlrltsamkpitziirflcli, 
die  indetis  nach  wenl?  Jahren  durch  bfiusliehe  Leiden  schmerzlich 
getrabt  wnrde.  Am  -1.  März  1834  ward  seine  Familie  ziilet/t  durch 
die  Geburt  einer  Tochter  vermehrt.  Seitdem  aber  krSnkelte  ihm 
die  Krau  und  biMete  i^iicb  hei  ihrer  (tchwücbücbeii  und  zarten 
Kürperconstitution  nur  ku  bald  rtn  Lungenleiden  aus,  das  am  22. 
April  1835  ihrem  Leben  und  schönen  gesegneten  Wirken  ein  Ziel 
setzte,  movere  erii  halbes  Jahr  (ipftter  auch  das  Schmerzenskind 
der  Mutter  ine  Grab  folgte.  Seine  verehrte  Stiefmutter,  geb.  v.  Fri- 
derici,  eilte  darauf  aus  Ebstland  herbei,  durch  ihre  riebevolle 
Vorsorge  seinen  Schmerz  zu  lindern,  seinem  Hauswesen  vorzu< 
stehen  und  seinen  verwaisten  Kindern  so  viel  möglich  die  unver- 
geasliche  Mutter  zu  ersetzen ,  und  zwei  jugendliche  Schwestern 
wetteiferten  mit  einander,  dem  geliebten  Bruder  das  verüdete 
Haus  wieder  freundlich  zu  beleben.  Als  beide  nach  ein  paar 
Jahren  sich  anschickten,  der  hiihern  Bestimmung  des  Weibes  und 
dem  Zuge  ihres  Herzens  folgend,  an  der  Hand  ihrer  Erwählten 
sich  einen  eigenen  Haussland  zu  gründen  imd  die  geliebte  Mutter 
sie  (lunn  nach  F.hstlaml  und  Petersburg  zu  begleiten  bereit  war, 
vermählte  sich  Paucfcer  vier  Wochen  vor  der  Trennung,  am  7. 
Mai  1838  mit  Friiulein  Tbeodosic  Trolta  v.  Treyden,  welche 
seildeni  das  (ilück  seiues  Lebens  und  den  Trost  seiues  Alters 
mit  sanfter  Hand  und  liebevollem  Herzen  bis  zu  seinem  letzteu 
Hauche  gegründet  und  bewahrt  hat,  während  seine  Kinder  alle 
ihn  durch  ihre  kindliche  Verehrung  und  die  würdige  Erfüllung 
ihres  gewählten  Berufs  vielfach  erfreuten.' 

Schon  1836  war  er  nach  Ablauf  seiner  25jShrigen  UieiwUeit 
im  Lehrfache  auf  neue  5  Jahre  für  sein  bisheriges  Amt  ^wShll 
und  1837  mit  dem  St.  Antienarden  ä  Gasse  für  seinen  au^cMich- 
neten  Dienst  belohnt.  Im  Snninier  IH3Ö  wohnte  er  auf  besondere 
Einladung  auch*der  feierlichen  Einweihung  der  Uauptsternwarte  zn 
Pulkowa  bei  und  1842  wieder  für  sein  Lehramt  genahlt  und  be- 
stätigt, ward  er  nach  Ablauf  nener  6  Jahre  als  Oberlehrer  und 
Observator  des  Gymnashims  in  Mitau  xu  Ende  des  Jahres  J8J6 
lurmlich  emeritirt  und  zur  Anerkennung  seiner  Itterüriscben  Ver- 
dienste ihm  der  St.  Wladimir- Orden  4.  Classe  Allerg«,  verliehen, 
seine  Schüler  aber  überraschten  ihn  am  15.  I>ee.  zum  Zeichen 
ihrer  Dankbarkeit,  bei  U  eher  reich  ung  eines  vergoldeten  Silhetpw- 
koU.  in  den  ihre  Namen  gravirt  waren,  mit  einem  Sinnlichen,  bei 
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welchem  «iu  tu  diesem  Ziveck  hesonders  gedichtete«  lief 
danes  Lied  gesungen  wurde. 

Während  das  Gymnasium  und  desaoti  Sternwarte,  der  Mitau- 
Bche  Kniender  und  die  Brnbachtun^en  der  Temperatur  und  Witte- 
rung ZM  Milau  und  nScbsIdero  die  Kortnchnlte  und  neuesten  Er- 
mnt;en Schäften  der  htihern  Malheniaük  und  Astronomie,  wie  die 
raschere  Entwickelung  der  Literatur  unserer  Provinzen  die  Auf- 
merksambeit  und  Tbätij^keit  Paucker's  unausgesetzt  in  Anspruch 
nahmen  und  diu  stille,  anmutfaige  Blumehwell  rn  seinem  Gärtchen 
und  Treibhaus  seine  Musse^tunden  mit  Duft  und  Blüthen  erfSllle 
und  sein  friedliches  Stillleben  freundlich  erheiterte,  war  er  beducbt 
seinen  Milmeiisclien  noch  in  anderer  Weise  nützlich  zu  werden 
und  auch  ihr  Seelenheil  zu  fürdern.  Seit  dem  24.  MSrz  IUl9  be- 
reits Mitglied  der  kurländischen  Ablheihing  der  ruäsischen  Bibel- 
gesellschaft und,  nach  deren  Aufhebung  im  April  1^-26  und  Wie- 
derherstellung nm  25.  lUfirz  1832,  ebenso  Mitglied  der  kurlSndiachni 
Sectionscomität  der  evangelischen  Bibelgesellsrbaft  in  Russland, 
war  er  fiir  die  Fiirderung  ihrer  Z»eckc  unablässig  besorgt  und 
bat  seit  dem  Ende  Decemlter  184:*  als  Director  und  spüter  aach 
Schatzmeister  dieser  Comität  mit  der  an  ihm  gewohnten  Ausdauer 
und  Beharrlichkeit  die  Theilnabme  fast  aller  evangelischen  Land- 
gemeinden des  kurtändiscben  Gouvernements  an  den  Segnungen 
der  Bibeiverbreifung  anzuregen  und  zu  erhalten  gewusst. 

In  {tleicher  Weise  hat  er  seit  dem  15.  Juni  1831  zum  engein 
Ansscbuss  als  Mitglied  gehörend  und  seil  dem  30.  Decbr.  1838 
zugleich  aU  Schatzmeister,  seit  dem  21.  Septhr.  1846  aber  auch 
noch  als  Geschäftsführer  der  kurlSndischen  Gesellschaft  für  Lite- 
ratur und  Kunst,  durch  Wort  und  Schrift  eine  für  deren  Zwecke 
sehr  erspriessliche  und  fiSr  Verbreitun<r  niitzlicher  Kenntnisse  Im 
Vaterlande  sehr  erfolgreiche  ThSügkeit  entHitkelt,  indem  er  nie- 
derholt darauf  hinwies,  „wie  wichtig  es  gerade  in  jetziger  Zelt 
sei,  dass  es  einen  Ort  in  unserer  Nähe  gebe,  wo  man  darauf  be- 
dacht ist,  das  heilige  Feuer  der  Wissenschaft  nicht  erlöschen  au 
lassen."  In  diesem  Sinne  redigirle  er  von  1839  bis  1847  die  in 
drei  Bänden  erschienenen  , .Sendungen,"  tvelchen  er  die  Geschichte 
der  Gesellschalt  seit  1821  vorausschickte  mit  den  zugehilrigen 
Mitglieder-Verzeichnissen,  nebst  näheren  Nachrichten  über  die 
Sammlungen  der  Gesellschaft,  denen  der  um  dieselbe  so  hoch 
verdiente  Staatsrath  von  Recke  gleiche  INachrichten  über  das 
burlSndische  Provinzial- Museum  hinzufügte,  Unter  den  mannig- 
fachen literarischen  Abhandlungen,  Aufsätzen  und  Mittheilun- 
gen in  diesen  Sendungen  nehmen  auch  Paucker's  Nachrichten 
Aber  den  .,Encke'schen  Kometen  bei  seinem  Wiedererscheinen  im 
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Jahre  1838"  und  flewseii  BelrBchtuiif{  ..flber  die  (Frenzen  der  Sicher- 
h(>it  in  den  TbalSRclien  d#r  neuprn  AHtronomie,"  tto  wie  sein 
SrndechTeiben  „Über  die  Reinigung  der  deutschen  Sprache  von 
Fremd«  lirtern "  ein  besonderes  Interesse  iti  Anspruch.  Freilich 
Tand  die  Vermeidung  aller  Fremd ivürler  in  der  deutsche«  Sprache 
in  unserm  Publikum  nicht  viel  Anklang  und  iioch  weniger  die  Um- 
bildung dieser  Fremdwürter  in  bisher  ungeniibnliche  deutsche  Be- 
zeichnungen, die  nicht  immer  ganz  genau  den  Begriff  des  Ober- 
setzten  lateinischen  oder  rranzüsisuhen  Fremdwortes  wiedergeben, 
auch  dem  deutschen  Sprachgehrauch  und  allgemein  anerkannten 
Sprachregeln  nicht  immer  vrilMg  entsprechen.  Dennoch  (iQhrte  et 
mit  rGcksichtdloser  Beharrlichkeit  selbst  in  einigen  mathematischen 
Werken  die  beabsichtigte  Sjiruchreinigung  mit  miiglicbster  Scharr« 
durch,  namentlich  in  seiner  „ßildlehre,"  n eiche  zu  Leipzig,  and 
in  i^einer  ..idedern  Grllssenrechnung,"  welche  zu  Mitau  im  J.  1846  im 
Druck  erschien,  aber  eben  »egen  der  etwas  gewaltsamen  Umbildung 
allgemein  angennnimener  Kunetausdrücke  wisseuschaftlicber  Be- 
zeichnungen, welche  Aa»  Verständniss  erschwerte  und  diesen 
Schriften  die  verdiente  Berücksichtigung  entzog,  in  der  gelehrten 
Welt  wenig  Eingang  landen,  wevhalb  eine  Uehertmgung  dieser 
Werlte  in  die  russische  oder  franaüsische  Sprache  denselben  ge- 
wiss eine  viel  günstigere  Aufnahme  und  einen  viel  grössern  Erfolg 
sichern  dürfte,  sobald  die  umgebildeten  deutschen  KunstausdrQckn 
in  die  herkümmlichen  wisseriscbartticben  Bezeichnungen  der  Rassen 
und  Franzosen  umgesetzt  wiirden.  Dessenungeachtet  beharrte 
Paucker  bei  solcher  gezwungenen  Schreibiveise  auch  in  den  von 
1846  bis  I8SI  von  ihm  herausgegebenen  „Arbeiten  der  kurländi- 
schen  Gesellxchaft  liUr  Literatur  und  Kunst,"  von  denen  lU  Hefte 
'  erschienen  sind,  nebst  den  1850  besonders  gedruckten  „Sitzungs- 
berichten" der  Gesellschaft,  in  welchen  letztern  diese  ungewöhn- 
liche Ausdrucksweise  Öfters  »tOrend  aufTällt.  Dennoch  haben  die 
Leser  der  mancherlei  anziehenden  und  lehrreichen  Arbeiten  sich 
darüber  eliensn  leicht  hinwegzusetzen  ge^usst,  wie  die  Verehrer 
von  Jacob  Grimm  sich  Qtier  dessen  besondere  n.  g.  altdeutsche 
Schreibweise  und  Rechtschreibung  beruhigt  haben,  wiewohl  auch 
sie  in  Deutschland  schwerlich  jemals  zu  allgemeiner  Gellung  ge- 
bracht werden  dürfte,  und  anch  der  von  ihm  so  warm  empfohlene 
Gebrauch  der  nur  lateinischen  Schrilltzeichen  daselbst  wohl  niemuls 
allgemein  eingeliihrt  werden  wird.  Immerhin  ist  es  nicht  zu  leug- 
nen ,  dass  Paucker's  Bestrebungen  bei  uns  dazu  beigetragen 
haben,  die  Fremdwörter  in  der  deutschen  Sprache  möglichst  zu 
vermeiden  und  auch  auf  die  Rechtschreibung  mehr  Sorgfalt  zii 
wenden,  als  bisher  geschehen.  Da  die  erwähnten  Arbeiten  der  kur- 
IXndlschen  literarischen  Gesellschall  viel  verbreitet  sind,  so  hedaif 
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en  keiner  tvcileren  lleraahluiiK  Her  rpii'blüilti(>eii  BeitrK£;e 
UerausK«l>ci'^  Bu  densellien  und  ernäbneit  ivir  nur  rioch  fieinef 
xur  B^lückw ttnscbunf;  der  KBiüerlich«n  Universitäl  zu  Dnrpat  an 
ihrem  SOjährigen  Jubelfeste  im  ISamen  der  CesellHchaft  zmu  12. 
heclir.  1SS2  «ingceandten  Ahliandliin^  „das  elliptit^che  Poteullal," 
seiner  1853  ini  ..Inland''  mitgeth eilten  vrisHenschafttichen  Aufsälxe 
und  endlich  auch  seiner  neuesten  in  den  Bulletins  der  mathemi- 
tischen  CUsse  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wisxen schaffen 
abgedruckten  Althandlungen  (iber  „dan  aslrononiiücbe  Landen- 
niaasH."  ferner  „zur  Theorie  der  kleinsten  Quadrate,"  zweiter 
und  fünfter  Artikel,  und  über  „die  Gestalt  der  Erde"  mit  sehr 
snrgniltigen  Berechnungen,  die  ihn  lange  und  viel  beschnftißt  haben. 
Eine  nicht  minder  umfasnende  Arbeit  über  die  Astrnn(>mie  der 
Allen  ist  leiiJer  unvollendet  gebiiefacn,  so  eifrig  er  noch  bis  zulelst 
daran  gearbeitet,  da  niederholte  Kranbheilslalle  ihn  daran  ver- 
hinderten. 

So  ist  die  Summe  seines  68jahrigen  Lebens  und  SOjähtigen 
öffentlichen  Wirkens  allerdings  Arbeit  und  Mühe  genesen,  aber 
nur  im  Dienste  der  Wahrheit  und  Wissenschatt.  denen  er  nach- 
geforscht sein  Leben  lang,  die  er  gefiirdert  und  verbreitet  hat,  <o 
lange  es  Tag  für  ihn  war,  ivobei  Liebe  und  Wohlivoller)  g^en 
Jedermann  den  Grundzug  seines  rharekfers  bildeten,  obn-ohl  er 
alter  Sentimentalität  abhold  war  und  liefe  religiöse  Anschauung, 
ohne  Früramelei,  wie  heller  scharfer  Verstand,  bei  grCsster  An- 
spruchslosigkeit, Herz  und  Geist  adelten  und  seineu  persBnlichen 
Umgang  aneiehend,  wie  seine  Unterhaltung  anregend  und  lehrreich 
machten.  So  gehurte  er  zu  denen,  von  deren  Pilgerfahrt  hienieden 
und  ihrem  Ringen  und  Kämpfen  um  das  höchste  Kleinod  des 
Lehens,  per  ardua  ad  astra,  der  Prophet  Daniel  geweissagt: 
„Viele  werden  gereiniget,  gelüutert  nnd  bewähret  werden.  Die 
Lehrer  aber  werden  leuchten,  wie  des  Üimmels  Glanz  und  die  t 
viele  «ur  Gerechtigkeit  gewlesen,  wie  die  Sterne, 
ewiglich." 


Arithmetik. 

Elemente  der  Zahlen-Theorie,  allgemein  f 
dargestellt  von  Dr.  Herm.  Schwar£,  Lehrer  der 
matik  und  Physik  ara  Pädagogium  zu  Halle. 
Schmidt.  1855.    8.    2Thlr.  20Sgr. 

Dieses  Buch  enthStt  eine  recht    dentliche    und   elementar  f 
hftitene   Darstellung    der  Hanptgeseliie  der    Zahlen-Ther>rie, 
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trird  xur  weiteren  Verbreitung  (Heues  schönen  Theilx  der  Math«' 
matiL  lieitr^ea ,  weshalb  wir  «s  lur  Beachtung  empfehlen.  Der 
Hauptinhalt  ist  rntgeit^er.  Einleitune-  Ge»>chichlliches.  Arith- 
metische  Hülfssfitze.  Erster  Abschnitt  Von  der  Oongruens 
der  Zahlen.  Ziveiter  AhRchnill.  Von  den  Resten  der  Po- 
tenzen. Dritter  Abschnitt.  Theorie  der  quadratischen  Reste 
und  nichtre>«te  im  Besondern.  \'ierter  Abschnitt.  Von  der 
Auflösung  der  a[l<reineinen  Congroeiizen  zweiten  ürades  mit  einer 
Unbekannten.  Fi'infter  Absch  nitt.  Theorie  der  quadratischen 
Formen  und  Auflösung  der  allgemeinen  (Jleichung 

Sechfiter  Abschnitt.  AnUtifiung  der  allgemeinen  Gleiehung 
zweiten  Grades  zwischen  den  Unbestimmten  X  und    Y. 


Geometrie. 

Die  eyclischen  Curven  methodisch  mit  besonderer 
Räcksicht  aufOonsIructionen  zum  Gebrauche  fürTech- 
niker,  soivie  als  Uebungsbeispiel  für  angehende  Ma- 
thematiker, behandelt  von  Ür.  Hermann  VVeissenborn, 
MitTFigurentaf.  Kisenach.  liaereke.  1856.  8.  ITbtr.lSSgr. 

Eine  sehr  ausfohrlicfae  analytische  Behandlung  der  verschie- 
dene Arten  von  Cyctoiden,  Gpicycloideti,  Hypocycloiden,  u.  a.  w. 
die  auch  einiges  Eigenthümüche  enthält.  Was  aber  der  Herr  VI. 
auf  S.  V.  der  Vorrede  über  die  analytische  Behandlung  selbst 
sagt,  und  nie  es  scheint,  als  eine  Eigeulhtimlicbkeit  fSr  sich  in 
Anspruch  nimmt,  hat  wohl  jeder  Anfanger  in  der  Analysis  längst 
gewusst  Als  Material  zu  Uebuiigen  in  der  analylis^chen  Behandlung 
der  Curven  kann  das  Buch  AnfSingern  immerhin  empfohlen  werden; 
Technikern  empfehlen  wir  weit  mehr  das  nette  Schnftchen  von 
Zehme,  nämlich:  „Elementare  und  analytische  Behand- 
lung d  er  verschiedenen  Cycloiden  ii.  s.  w.  für  technische 
tjchulen  und  zum  Selbfi  tunlerrichte  von  D  r.  Zehme,  Di- 
rector  der  Pro vinzial-Gewerb-Schnle  zu  Uagen,  Iserlohn 
und  Elberfeld.    1851    Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXVI.S.61 


Astronomie. 

Ueber    de»  Zusammenhang  der  Flecken  und  Prolii> 
heraoien    der    Sonne,    vgn    K.  v.  Littrow,    Director    der 


k 


UUfuritehrr  Bericht  i'l. 


.  k.   Steronnrte    t. 
■  hrga(i|;es     1855 
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In  lÜener  sehr  verdienstlichen  Abhandlung  lifferl  Herr  r. 
I.itlrow  ein*  Berechnung  seiner  bei  Gelegmhpit  der  ^rnsaeu 
.Sonnenßnsternis«  vom  2S.  Juli  1831  zu  Rixthlift  an  der  Ost^iee 
(bei  Danzig)  gemachten  Beobachtungen,  so  iveit  ei^  die  Natur 
Holcher  Beobachtungen  zulSseit.  Wir  halten  diese  Abhandlung  (ur 
eine  in  jeder  Beziehung  laehr  lehrreiche  Dartitellnng  der  Art  und 
Weise,  wie  dergleichen  Beobachtungen  am  besten  ui)d  vortheilbaf- 
lesteo  zu  benutzen  und  zu  berechnen  sind,  und  empfehlen  nie  einem 
Jeden,  »er  xich  mit  ähnlichen  Rechnungen  zu  beHthäftigen  beab- 
sichtigt, zu  forgr^Itigster  Beachtung,  da  sie  auch,  ausser  der  Dar- 
atellung  des  Rechoungsverfabrens  und  den  der  Rechnung  am  besten 
EU  Grunde  zu  legenden  Fornieln  und  astronomischen  Elementen, 
noch  viele  andere  sehr  lehrreiche  Bemerkungen  Über  dergleichen 
Beobachtungen  überhaupt,  über  die  verschiedenen  Quellen  ihrer 
Unsicherheit,  Über  die  beste  und  bequemste  Art,  dieselben  anzu- 
stellen, a.  s.  tv.  enthält.  Von  den  gewonnenen  Resultaten  erlaubt 
uns  der  beschränkte  Raum  hier  nur  anzuführen,  dass  auch  hier 
von  Neuem  der  deutlichste  Beweis  geliefert  ist  (s.  S.  Vi.),  dass 
die  hier  zur  Sprache  kommenden  Erscheinungen  keineswegs  dem 
Monde,  sondern  unzweifelbafl  der  Sonne  angehören.  Wir  machen 
nochmals  einen  Jedepi  auf  diese  sehr  beachtcnswerlhe  Abhandlung 
aufmerksam. 


Physik. 


Das     dioptrische    Mikroskop,     dessen    Ein  rieb  tUM 
und  Behandlung,    von    Karl   B.Heller,   Prof.  der  Nnta^ 
gescbichte  am  akademischen  Ober-Gym 
Wien.    Rrauinüllpr.  1856.    b.    16  Sgr. 

Eine  knrze  recht  deutliche  Beschreibung  der  Einrichtung  niitf4 
des  Gebrauchs  des  Mikroskops.  Die  Theorie  ist  darch  die  ele- 
nientar'sten  mathematischen  Formeln  begründet,  und  Jeder,  wer 
aus  einem  physikalischen  Lehrbuche  oder  physikalischen  VortrS- 
gen  die  einfachsten  dioptrischen  Grundformelo  kennt,  wird  diese« 
deutliche  SchriFitchen  leicht  verstehen,  da  auch  Alles  durch  sehr 
deutliche  Figuren  erläutert  ist 


A 
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Arithmetik. 

Programm  des  kais.    küa.  Obergymnasiums   zu  fiüh' 
misch-Leipa   am    Schlüsse    des    Schuljahres  1855. 
half:     Ueber  Kettenhrüche  rom  Professor  Paul  Hacket. 
Prag.    Haase  Söhne.    1S55.    4. 

Dieses  neun  Bogen  starke  Programm  enthalt  eine  sehr  deut- 
liche Darstellung  der  ganzen  Lehre  von  den  Kettenbrfichen ,  und 
genügt  seinem  in  dem  VorvTorte  von  dem  Herrn  Verfasser  ange- 
gebenen Zwecke:  „den  gereifteren  Gymnasialschülern  zu  zeigen, 
welch'  hohes  Interesse  eine  Lehre  gewShre,  die  das  Urtheil  und 
die  mathematische  Begabung  in  so  hohem  (>rade  fürdert"  in  vor* 
ziiglicher  Weise.  Nachdem  die  allgemeinsten  SHtze  und  Auf- 
gaben in  §.1.  bis  §.4.  eine  gründliche  Behandlung  gefunden  haben, 
beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  §.5.  mit  den  Eigenschaf- 
ten der  NäherungsbrQche  jener  Kettenbrüche,  deren 
Theilzähler  und  Theilnenner  positive  ganze  Zahlen 
und  die  Theilzähler  durchaus  gleich  1  sind.  g.  7.  behan- 
delt die  Transformation  der  Kettenbrüche,  §.  8.  die  Ver- 
wandlung der  Kettenbrüche  in  Reihen;  §.0.  die  Ver- 
wandlung der  Reihen  in  Kettenbrüche,  no  selbst  auch 
die  Gaussische  Reihe  vorkommt;  %.  10.  die  sämmtlichett 
verschiedenen  Anwendungen  der  Kettenbrüche  in  sebi" 
vollständiger  und  lehrreicher  Weise;  g.  IL  endlich  ist  der  Ge- 
schichte und  Literatur  der  Kettenbrüche  gewidmet.  Aus  dieser 
Inhaltsangabe  werden  die  Leser  sehen,  dass  in  dieser  Schrift 
eine  sehr  vollslündige  Behandlung  der  Theorie  der  Kettenbrüche 
T1Ü.XXVJ.  Uft.  2.  -  a 


uterarischer  BerfeM  CIL 


m    UnterrichiM 


> 

^ 


geliefert  ist,  und  der  Zustand  des  mathematischen 
auf  dem  Leipaer  Gymnasium  muss  jedenralls  ein  sehr  guter  sein, 
;  müglich  ist,  dieses  Programm  dem  Unterrichte  gereif- 
terer  Schüler  in  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  als  Leitraden 
ru  Grunde  zu  legen.  Auf  die  dem  Herrn  Verfasser  eigcnthiim- 
licho  schematische  Methode  der  Berechnung  der  Theilnenner  bei 
der  V'erivandlung  der  Quadratwurzeln  in  Kettenbrüehe  ist  noch 
besonders  aufmerksam  zu  machen.  Aus  den  angehängten  Schul- 
nachrichten haben  wir  endlich  mit  besonderem  Vergnügen  ersehen, 
daas  die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene  und  die  Kegel- 
schnitte von  dem  mathematischen  Unterrichte  auf  den  üslerreichi- 
schen  Gymnasien  nicht  ausgeschlossen  sind.  Wie  wichtig  eine 
solche  Vorbereitung,  namentlich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
für  den  höheren  mathematischen  Unterricht  auf  Universitäten  ist, 
wird  ivohl  jeder  Universitfitslehrer  erfahren  haben:  denn  wo  soll 
man  bei  den  Vorfragen  über  Differential-  und  Integralrechnung 
mit  Einschluss  der  gewöhnlichsten  Anwcndunf^en  auf  Geometrie 
die  so  nülhigen  Beispiele  zur  Uebung  und  Erläuterung  anders 
hernehmen,  als  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitteo?  Und  es 
ist  jedenfalls  ein  grosser  Nachtheil  für  den  akademischen  Unter- 
richt in  den  genannten  Wissenschaften,  wenn  die  Zuhürer  nicbl 
schon  eine  einigermassen  genügende  Bekanntschaft  mit  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  von  der  Schule  mitbringen. 

Uaber  eine  Restbetracbtung  der  Arcussinus  -  Reibe. 
Als  ich  eben  im  Begriff  bin,  das  vorliegende  Heft  des  Archivs 
BD  schliessen,  wird  mir  da«  erste  Heft  der  von  den  Herreu  Pro- 
fessoren Schlümilch  und  Witzschel  an  der  höheren  polyteeh- 
nischen  Lehranstalt  zu  Dresden  berausgegebcnen  „Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik"  zugesandt,  in  diesem  Heile 
der  genannten  Zeitschrift  findet  sich  S.  48.  ein  von  Herrn  Profes- 
sor Schlümilch  verfasster  Aufsatz  mit  der  Ueberschrift:  Rest- 
betracbtung der  Arcussinus-Reibe.  Bei  meinen  Vorle- 
sungen über  die  höhere  Analysis  ist  es  mir,  wie  gewiss  auch 
manchem  anderen  gewissenhaften  Lehrer,  immer  sehr  unangenehm 
gewesen,  die  Entwickelung  der  Function  Arcsiniz  in  eine  Reihe, 
weil  ich  wegen  der  WeillHuHgkeit  der  Ausdrücke  der  hühereo 
Differentialquotienten  dieser  Function  eine  genügende  Betrachtung 
des  bei  der  Entwickelung  dieser  Reibe  mittelst  des  Maclaurin- 
scben  Satzes  hervortretenden  Restes  nicht  zu  geben  vermochte, 
iu  der  Differentialrechnung  nicht  vortragen  zu  künnen  und  in  die 
Integralrechnung  verweisen  zu  niiissen,  wo  dieselbe  mittelst  des 
bekanntea  Satzes: 


mrraritchtr  BtrtcH  Ctl.  'i 

Wenn,    indem  v^,  «, ,   Ug,   «3,....   Functionen   von  tr 
bezeichnen,    l'ür  jedes  zirischen    den   GrStizen  a  und   b 

liegende  :i' 

«  =:;  «o  +  H,  +  Ma  +  Kj  +  »4  +  . . . . 
ist,    so  ist  für  jede^  zwischen    denselben  Gränzen  lie- 


j  '  itx^j   '  «u5.T  +  /  '  WiS-r  +  f  '  «^x  \  I  '  ",ear+,... ' 


allerdingB  leicht  und  mit  aller  Strenge  gegeben  nerden  kann. 
Deshalb,  nnd  weil  ich  selbst  schon  üTter  mich  bemfihet  habe, 
diesen  tvichtigen  Punkt  des  mathematischen  Unterrichts  auf  eine 
genngende  Weise  zur  Erledigung  zu  bringen,  miisste  naltlrlleh 
der  oben  genannte  Aufsalz  des  Herrn  Professors  Dr.  Schlümilch 
von  besonderem  Interesse  fiit  mich  sein;  und  da  ich  annehmeu 
durfte,  »lasB  dies  auch  bei  vielen  Lesern  des  Archivs  der  Fall 
Sein  werde,  überdies  anch  das  Archiv  stets  die  JUestimmuog  ge- 
habt hat  und  immer  haben  wird.  Alles  aufzubewahren,  was  irgend 
zur  Förderung  des  mathematischen  Unterrichts  wesentlich  beizu- 
tragen geeignet  ist,  so  beschloss  ich  sogleich,  die  von  Herrn 
Professor  Dr.  Schlümilch  gegebene  Restbetracbtung  der  Arcus- 
sinus-Keihe  den  Lesern  noch  in  diesem  Hefte  mitzutheilen,  wenn 
dieselbe  den  Anspriichen  der  Wissenschaft  zu  genügen  geeignet 
sein  sollte.  Aber  in  dieser  letzteren  Beziehung  bin  ich  nun  frei- 
lich leider  sehr  getäuscht  worden;  und  so  ungern  sich  das  Archiv 
auf  ausführliche,  sehr  in's  Einzelne  gebende  Kritiken,  die  we- 
niger als  bloss  kürzere  resümlrende  Ani;aben  des  wesentlichen 
Inhalts  der  betreffenden  Schriften  in  seiner  Bestirnmung  liegen, 
einlässt;  so  scheint  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  in  diesem 
Falle,  wo  es  sich  um  einen  sehr  wesentlichen  Punkt 
des  mathematischen  Unterrichts,  dessen  Verbesse- 
rung, wie  schon  erinnert,  eine  der  Hauptaufgaben  des 
Archivs  ist,  handelt,  die  Pflicht  dieser  ZeitschriTt  zu  sein, 
alle  Lehrer  der  Mathematik  auf  das,  nach  meiner  Meinung, 
Ungenügende  der  von  Herrn  Professor  Dr.  Schlümilch  in 
dem  ersten  Hefte  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik"  gegebenen  Restbetrachtung  der  Arcussinus-Reibe  auf- 
merksam zu  machen,  und  so  vor  hier  leicht  möglichen  Tauscban^ 


•)  M.  1 


meine   Eleme: 


'   Diffei 


«Rhnung.   Thl.  II.  S.  et.  g.  9.  and  S.  89.  §.62.  und  g.  63. 


iai-   und    Integral- 


t 
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gen  EU  walireo,  was  nur  im  Teinsten  Interesse  für  den  Fortscbii 
des  mathematischen  Unterrichts  geschieht. 

Im   Wesentlichen  ganz 
•Scblümilch    den    folgendei 


Füi  positive  . 


nd   ß   i 


Lim 


B(«+IK«+2J.. 

obald  K>^  und  tt=(x 

sich  interessant'  ist,    so  theüe  ich   den  Be- 
zugleich  diesem    Aufsatze    einen    audero    ala 


ichtig    beweiset  Herr    Professor   I 
arithmetischen    Satz : 


Da    der  Satz 
weis  hier  rait,    ii 

bloss  kritischen   Inhalt  zu  geben  und  dadurch   für   die 
teressanter  zu  machen.     Aus  dem  Binomi.schen  Lehrsätze  für 
sitlve  ganze  Exponenten  oder  auch  aus  der  Gleicht 


(1  +  2:)^ 


-i_a+£)t-i 


l+Cl+^)  +  (l  +  ^)"  +  ... .+(!+:»:)' 


J 


wenn  man  überlegt,  dass  die  Reihe  rechts  für  i^  >  0  und  ä>1 
offenhar  >  k  ist,  folgt  auf  der  Stelle,  dass  für  jedes  Null  über- 
steigende x  und  für  eine  jede  die  Einheit  übersteigende  positirfl 
ganze  Zahl  k 


'^(l  +  W 


ist.    Wenn  man  dies  auf  den  Ausdruck 


annendet,   so    erhalt  man: 


cf  +  m 


^(^y 


ß±m 


p  +  n.+i(«-/i)- 
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I  das  noch  ivillkührliohe  positive  ganze  k  so,  das« 
klT       (•,  also  kicc — ^)^1 


n — I  und  durch  Mulliplicatiou 


und  folglieh  för  m=0,  J,  2,  3,... 
aller  entstebcuden  Ungleichungen ; 

g(p+i)(g+g)....(g  +  «-i)    t riF 

woraus  unmittelbar  der  zu  beweisende  Satz   folgt. 

Bekanntlich  ist  nun,  wenn  man  nicht  unterlasst,  die  Quadrat- 
wurzel gehürig  positiv  und  negativ  zu  nehmen: 

8"+iArcBina:  _  8".(l— :E')-i  _ £".(1 +a:}-i(l  — 3:)-i 
aar"+i        "~  Bai»  ~  ^dx" 

also  nach  der  bekannten  Kegel   fiir  die  mehrmalige  Differentiation 
der  Producte: 


1.3.«,         /l-a^Y 
+  (2M-l)(2n-3)U  +  :c/ 

1.3. 5. »3  ß~^\  I 

-  (2n-l)  <2h-3)  (2n-5)  Vi  +^^ 

+ 

.  die  Binomial-Coeflicienten  für  den  Expo- 
Aus  diesem  Ausdrucke,  den  wir  hier  mitgetheilt  haben,  weil 
er  an  sich  nicht  ganz  ohne  Interesse  ist,  Idtet  Herr  Profeeeot 
Schlümilch  durch  Schlüsse,  anf  die  es  uns  hier  weiter  nicht 
ankommt  und  die  bei  der  Verfehltheit  der  ganzen  Betrachtung  in 
ihrem  wesentlichen  Bestandtheile  kein  Interesse  anderer  Art  haben. 


^n    Aiiadraiib   h.  m.    Eulei 
,   T.  1,  Cap.  VI.  §.201. 
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weluhe  dio  Leaer  also  der  Kilrice  ivegen  a.  a.  O.  selbst  nachseiH 
geil,  ab,  dass,  wenn  e  einen  nicht  weiter  angebbaren  ficht* 
ith  bezeichnet,    sich  eetzen  lässt: 

_1.3.5....C2n-l) 


Nach  dem  Maclaurinscben   Satze  ist  nun 


«.,=Ao,+q«.+go). 


+..-  + 


/''l'^L 


f  fi« 


i+i. 


»enn  itir,    den    zweiten    von  Cancliy    gegebenen   Ausdruck   i 
Restes  *}  benutzend,  indem  9  eine  die  Einheit  nicht  übersteigen^ 
positive  Grösse  bezeichnet, 

setzen,    Im  Falle  der  ArcuHSinus-Reihe  ist  folglich  nach  dem  Obige 

■    '■3.5-.(2w  — 1)     1(1  —  ^)3:1°    1^  aTi  +  ■& j: 
'^      2.4.6...,-i»      ■  I  \~&x  I     "ö?    1— dar' 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  ob  dieser  Rea 
sich  der  Null  n&hert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst.  Herr  Pra- 
Tessor  Schlümilch  schliesst  dies,  unter  der  Voraussetzun;;,  dass 
X  positiv  uod  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  mit  Hiilfe  des 
oben  bewiesenen  arithmetischen  Satzes  ohne  Weiteres  in  einer 
der  er  uns  erlauben  mü°;e,  dieselbe  mit  einem  Worte 
zu  bezeichnen,  dessen  er  sich  S.SO,,  bei  (Jelcgenheit  der  Benr- 
theilung  einer  Schrift  des  trefflichen,  so  vielfach  verdienten  Fe  eb- 
ner, gegen  Poisson,  bedient,  allerdings  nicht  mit  der  Pietät, 
mit  welcher  jeder  IVlathematiker  das  Andenken  dieses  Man- 
nes von  so  immensem  Verdienst  bewahrt.  Um  unsere  Leser 
der  Grundlosigkeit  der  in  den  Worten:  „bei  unendlich  wa 
sendem  ji   wird  hiev    (nach  Nr.  I.  für  «=I  und  ß  =  i) 


Lim 


l.3.5....(2n-l) 


0; 


die    übrigen    Factoren    bleiben 
lange  x  die  Einheit  nicht  i'ibers 
sich  Limßn4-i  =  0  unter  de 
«Ich  leicht  anf  l^a;^- 


1 


fe. 
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ebenen  Schlussrolgeruug  des  Herrn  Crofssora  Schiitmilch  bu 
überzeugen,  ist  die  folgende  weitläufigere  AuseinanderseUung  er- 
foTderlicb. 

In  dem  obigen  Ausdrucke  des  Restes  Rn+i  kommen  die  fol- 
genden Factoren  vor: 

.        '•3.5....('.J«-1)       )(1t-»)jj»       I        kf[+^ 
"'        2.4.6....2n      ■     !    1—&J:    I     '     &'     M   l—&x' 
Jeder     dieser    Facloren    erfordert    eine    besondere     Uetracbtung, 
nenn    wir    zu    vültir;er    Klarheit    über    das   Verhalten    des  Restea 
ßn-t-i   bei   in'a  Unendlicbe  wachsendem  n  gelangen   wollen.     Wir 
stellen   dieselbe   im   Nachstehenden  an. 

I.  Da  £  ein  nicht  näher  beälimmbarer  ächter  Bruch   ist,   bo 
ist  i  der  grüsste  Werth,  welchen  4^  überhaupt  haben  kann. 

II.  Für  a  =  1  und  j3=  i  ergiebt  sieb  aus  dem  oben  bewie- 
senen arithmetischen  Satze,    dass 


1.3,5....(2/t 


-1) 


sich  de 
für  11  = 


2.4.6....2n 
Null  nähert,  wenn  n  in's  Unendliclie  wächst,  oder  kuri. 


ist 


■  3.S....f2ji~l) 


2.4.6... 
III.     Der  hSchste  Werth,  welchen  der  Brach  - 

ihmen  kann,    ist  die  Einheit.     Denn,    uns   der  Etlri« 


(l-9)x 


über- 


haupt 

wegen  einer  analytischen  Schlussweise  bedienend,  aus 

folgt  unter   den    geraachten   Voraussetzungen: 


x—^x  ^  1  —  &X, 
der  Voraussetzung  entspricht  *). 


■)  Dan  auch  -j_j  -  nie  groiaer  hIi  x  ixt, 
SchlSiae  allgeändert  werden  kimnlen ,  erhellet  le!i 
llückaichl  auf  die  Note  aut  der  fnigenden  Seite)  i 
Scliluasweiiin  nngenandt  haben,  zog  ea  alier  doc 
gebrauchte  Schlussweise  b e im b ehalten  , 


lacli  die 


gebraacbteo  Wort. 


e  folgen  dea 

Ich   würde   (mit 

:ntlich  liebet  diei« 

or,    die   im  Texte 

ch  den  ton  Herrn  Prof.  S. 

Iren  bleiben  «DdllGtae 


Diuglich«t  e 


iiichlie 


8.  UurmiMiir  WsrM^  Ctt.    . 

»'•■   4V.    Abo  liMiii  aeeh  '  '  - 

•■  ..  ■  •    .  .  •    ■  ...    '    .  '■••  . 

ta-»)j;|« 

*•■.-■•■  • 

wie  weit  aoch  n  wachsen  mag,  die  Einheit  nie  ObereMgeii  ^*  * 

V.    Der  hdehste  Werth,  welchen  der  Bmch 

■  f  _  a 

iberhanpf  ennehmen  kann ,  Ist  die  beettmnite  von  O  and  n  miab* 
hftngige  GrOeee 


t-- , 


r-i' 


wobei' wir  Jedoch  0  ^  j?<I  ansonehmengenOthigteiiid.  Dennani 

folgt  mter  den  gemachten  Voraosaetsnngens 

aUo  2^a~2a:,   und  folglich  'O'^l^  was  wieder  bekanntlich  rieh- 
^g  ist 

VI.    Der  höchste  Wertb  also,   welchen 


Vi? 


annehmen  kann,  ist  die  von  •&  and  n  unabhfingige  Grosse 


VII.    Also  ist  der  höchste  Werth,   welchen 
annehmen  lutnn»  die  endliche  völlig  bestimmte  Grosse 


^x 
^x 


*)  Aach  selbst  dano,  weon  sich  unter  gewissen  VoraossetsoDgea 
sollte  nachweisen  lassen,  das«  diese  Grösse  bei  wachsendem  n  in*s  Un- 
endliche abnehme,  würde  doch  immer  onten  No.  VUI«  beetefaeo. 
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VIII.     Wie  steht    es  denn    nun   aber  endlich  mit  dem  Factor 


-^  des  Restes  Rn-^i''-  Weiss  denn  Herr  SchlÖmilch  von^mehr 
als  andere  Mathematiker?  Die  strenge  Analysis  iveiss  von  O 
weiter  gar  nichts,  als  dags  diese  GVüsse,  um  in  Worten  zu  reden, 
eine  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grosse  ist.  Dass 
diese  Grösse  eich  auch  mit  n  ändern  niuss  oder  wenigstens  kann, 
u'ird  tvohl  Herr  SchlÖmilch  nicht  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein;  wenigstens  hat  bis  jetzt  noch  Niemand  die  Unabhängigkeit 
der  Grösse  &  ron  n  behauptet,  viel  weniger  bewiesen,  let  aber 
&  von  n  abhängig  und  ändert  sich  mit  demselben  Eugleich,  weiss 
man  ferner  Ton  9  weiter  nichts,  als  dass  es  eine  posifiTc,  die 
Einheit  nicht  übersteigende  Grösse  ist,  d.  h.  dass  &  zwischen  Null 
and  der  Einheit  liegt,  so  bleibt  immer  die  Möglichkeit,  dass,  wenn 
n  ins  Unendliche  wächst,  ■?  dgr  Null  sehr  nahe  kommt  oder  sich 
der  Null  nähert;  dann  wird  aber  der  in  dem  Reste  ßn+i  vorkom- 
mende Factor  ^i  wenn  n  zunimmt,  tn's  Unendliche  wachsen,  und 
daraus,  dass,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  der  Factor 
1.3.S....(2n— 1) 


ich  der  Null  nähert; 


>nd liehe  Grösse 


2.4.( 
ferner  die  Gi 


..2n 


i¥. 


V"! 


nicht  übersteigt*);  endlich  s  möglicherweise  i 
sen  kann :  folgt  rücksichtlich  des  Verhaltens 
1.3.5-.(2»i-l)     U\~~&)xl 


Rn 


bei  1 


2.4.6.. 
Unendliche  wachsendem  ■• 


l~&a:  f 


)'s  Unendliche  wach- 
des  Restes 

+  &X 


■^  V  1- 


■9x 


Hiernach  ist  also  die  in 
tik  und  Physik"  a.a.O.  v 


er   „Zeitschrift  für  Mathema'* 
1  Herrn  Professor  Dr.  Schlömilcb 


*)  Selbst  dann,  wenn  otiigs  Grüaee  bei  tracbsBndem  n  sich  der  Mull 
näherte,    würde  nichls  rücksiL-htUch  des  Verhalten«  de«  Hestea  folgen. 
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gegebene  Restbelrachtung  der  Arcussin 
tig.  —  „Sed  sapienti  sati"  ivozu  v 
len:     „er rare   humaQum    est." 


i-Reihe  null  und  nie 
r  jedoch  noch  fügen  Trol-<l 
G. 


Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben 
allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  In  systemati- 
scher Folge  bearbeitet  für  Gymnasien,  höhere  Bür- 
gerschulen und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  E.  Heis,  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Kütiigt. 
Akademie  zu  Mfinstcr.  Siebente  vermehrte  und  ver- 
besserte A  uflage.     Küln.    Du  MoDt-Schauberg.    IS56. 

Von  dieser  mit  Recht  beliebteu  und  weit  verbreiteten  Aulga- 
ben- Sammlung  ist  ho  eben  die  siebente  Auflage  erschienen. 
Müge  das  In  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Buch  noch  lange 
fortfahren,  zur  Hebung  und  Belebung  des  nia thematischen  Untei- 
tichts  beizutragen!  Eine  weitere  Empfehlung  eines  Buchs,  das 
so  viel  Anerkennung  gefunden  hat,    würde  unpassend  sein. 


Anleitung   zur   Wa Idtverthberech oung,    so 
^rechnung  des  Uolzzuwachses  und  nachhaltigen  E 
agcs  der  Wälder.    Von  Karl  Breymann,  Professor  ai 
knstalt  in  Mariabrunn.     Wien.    Braa^ 


mällc 


.  1855. 


1 


Dieses  ausgezeichnete  Buch  betrifft  freilich  einen  technischen 
Gegenstand;  aber  sein  ganzer  Inhalt  ist  so  durch  und  durch  ma- 
thematisch, dass  es  in  diesen  Literarischen  Berichten  besprochen 
und  den  Lesern  überhaupt  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden 
verdient.  Der  erste  Abschnitt  mit  der  üeberschrift:  „Die 
Waldwerthberechnung"  enthält  eine  überaus  gründliche  und 
vollständige  analytische  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zins- 
und  Kentenrechnung  mit  einer  grossen  Anzahl  sehr  lehrreicher 
Beispiele  und  Anwendungen  auf  die  Waldwerthberechnung.  Der 
zweite  Abschnitt  mit  der  üeberschrift:  „Erforschung  der 
Gesetze  des  Holzzuwachses"  ist  gleichfalls  einer  der  lehr- 
reichsten des  Buchs,  da  er  ganz  das  Interpoliren  oder  Einschal- 
ten betrifft,  und  eine  sehr  lehrreiche,  vollständig  durchgeführte 
Anwendung  dieser  wichtigen  mathematischen  Methode  auf  die  Be- 
stimmung der  Gesetze  des  Noizzuwachses  liefert.  Die  Inlerpo- 
lationsformeln ,  welche  der  Herr  Verfasser  in  Anwendung  bringt, 
entwickelt  er  in  ganz  selbstständiger  Weise,  und  gelangt  zuletzt 
zu  der  eleganten  Formel  von  Lagrange,  deren  praktische  An- 
wendung er  gleichfalls  erläutert.  Dass  der  Herr  Verfasser  bei 
diesem  Gegenstande   sich    bloss   der  eigentlichen  Interpolation*-  k 
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oder  EinBchaltungsraethoden,  iind  nicbt  der  Melbode  der  kleinsten 
Quadrate  bedient  hat,  Qndeii  «vir  vollständig  gerechtfertigt ,  und 
eehen  es  als  einen  Betrein  iseiner  Umsicht  und  genauen  Keniit- 
niss  des  Weeeo^  dieser  Metboden  an.  Die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  nird  jetzt  so  häufig  auf  alle  möglichen  lijnge  an- 
gewendet, dass  man  sich  oft  sehr  wundern  mtiss,  wie  wenig 
Diejenigen,  welche  dergleichen  Anwendungen  mit  Zugrundelegung 
oft  sehr  roher  und  ihrer  Natur  nach  höchst  ungenauer  Beobach- 
tungen und  Versuche  tuacben,  die  Grundliedingungen  zu  kennen 
scheinen,  welche  bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kletosten 
Quadrate  erfüllt  sein  müssen,  wenn  dieselbe  z\x  Werlh  habenden 
Resultaten  fuhren  soll.  Wir  wiederholen  also,  dass  wir  es  ganz 
billigen,  dass  der  Herr  Verfasser  sich  nur  der  eigentlichen  Inter- 
polationsmethoden  bedient  hat,  und  hätten  nur  gewünscht,  dass  der- 
selbe auch  der  schüuen  Methode  von  Cauchy,  die  im  Archiv. 
Tbl.  II.  Nr.  II.  S.  41.  in  einem  besonderen  Aufsätze  entwickelt 
ivorden  ist,  seine  Aufmerksamkeit  geschenkt  hätte,  da  wir  über-  . 
baupt  wünschen,  dass  von  dieser  trefflichen  Methode  einmal  eine 
grossere  praktische  Anwendung  gemacht  werden  möchte,  was  bis 
jetzt  noch  nicht  geschehen  zu  sein  scheint.  Der  dritte  Ab- 
schnitt mit  der  Ueberschrift:  „Anwendung  der  tiesetza 
des  Holzzuwachses  zur  Bestimmung  des  nachhaltiges 
Ertrages  der  Wälder"  enthält  weniger  mathematische  Ent- 
wickelungen  wie  die  beiden  ersten,  ist  aber  in  praktischer  Be- 
ziehung gleichfalls  eehr  lehrreich.  Der  Anhang  enthält:  „Ta- 
feln für  den  Werth  der  Einheit  nach  den  am  häufigsten 
in  Anwendung  kommenden  Abstufungen  des  Zins-, 
fusees."  Wir  empfehlen  dieses,  wie  gesagt,  namentlich  auch 
in  mathematischer  Beziehung  lehrreiche  Buch,  welches  zugleich 
einen  höchst  vortheilhaften  Begriff  von  dem  wissenschaftlichen 
Geiste  der  k.  k.  Forstlehranstalt  zu  Mariabrunn  zu  erwecken  geeig- 
net ist,  nochmals  der  Beachtung  unserer  Leser,  namentlich  auch 
der  Beachtung  der  Lehrer  an  allen,  mehr  eine  praktische  Rich- 
tung verfolgenden  Lehranstalten:  Realschulen,  höheren  Bürger- 
und Gewerbeschulen  u.  s.  w.  recht  sehr. 


Mechanik. 

Bekanntlich  hat  Poinsot's  Theorie  de  la  rotation  (über- 
setzt von  Herrn  Professor  Schellbach'))  eine  gewisse  Berühmt- 


r  leider  nicht  xu  Geiichl  geikat 


rp;  185».     S.  36, 


I 


Lilerariicher  Bericht  Cll. 

heit  erlangt.  Vielleicht  ist  es  daher  manchem  Leaer  des  Archivs 
auFgefallen ,  daes  das  Archiv  hisher  über  diese  Theorie  und 
lehe  dersellien  sich  anschliessende  iSchriften  geschwiegen  hat. 
Der  Herausgeber  bekennt  aber  offen,  dass  er,  ohne  zu  einem  hier 
so  nothnendigen  lieferen  Eingehen ,  was  schon  das  grosse  An- 
sehen des  Urhebers  dieser  Theorie  beanspruchen  niusste,  nenn 
Berechtigung  zum  Ausspreche»  irgend  eines  bestimmten  Urtheils 
gegeben  sein  sollte,  Zeit  gewinnen  zu  können,  gewisse  Zweirel 
an  der  vollkommenen  inneren  Richtigkeit  dieser  Theorie  der  Ro- 
tation gehegt  hat.  Desto  interessanter  niusste  es  für  ihn  sein, 
dass  diese  Theorie  jetzt  einen  sehr  bestimmten  Angriff  in  den 
trefflichen,  von  Herrn  Terquem  herausgegebenen  Nouvel  les 
,  Annales  de  Maf heraaf iques.  Tome  XV.  Fevrier.  1856. 
p.  63.  erllihrt.  Derselbe  geht,  wenigstens  mittelbar,  von  Herrn 
Saint-Guilbem,  Ingenieur  en  chef  des  Ponts  et  Chauss^es,  aus, 
und  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  hJilt  es  der  Herausge- 
ber für  seine  Pflicht,  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen,  was 
Herr  Saint-Guilhelni  «nd  der  verehrte  Herr  Herausgeber  der 
Nouvelles  Annales  über  die  berühmte  Theorie  de  la  rota- 
tion  sagen,  so  weit  es  hier  der  beschränkte  Raum  gestattet. 
Mögen  die  Leser  hieraus  von  Neuem  ersehen,  wie  grosse  Vor- 
sicht bei  allen  solchen  Dingen  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  be- 
vor man  sie  namentlich  in  den  Unterricht  und  die  Lehrbücher 
aufnimm  tl 

Der  betreffende  Aufsatz  ist  überschrieben; 

Nouvelle  Solution  syntb^tique  du  probl^ine  de 
la  rotafion  des  corps;  par  M.  P.  Saint-Guilbem, 
Ingenieur  en   chef  des  Ponts  et  Chaues^es; 

und  beginnt  auf  folgende  Weise; 

„Le  Probleme  donf  11  s'agit,  et  qui  a  ponr  objet  la  d^termh 
nation  du  mouvement  d'un  corps  de  figure  invariable  autour  d'un 
point  fixe,  est  considere  par  les  g^om^tres  comrae  un  des  plus 
importants  et  des  plus  difliciles  de  la  m^canique  rationelle.  Tod- 
tes  les  Solutions  de  cette  question,  jiisqu'ä  celle  de  M.  Poin- 
60 1,  avaient  €i6  d^duites  de  l'analyse  par  des  caiculs  plus  on 
nioins  compliqn^s,    plus  ou  moins  Elegants: 

Dans  un  Memoire  lu  h  l'lnstitut  en  1834,    nilostre  auteur  de 
la  Theorie    des   couples    a   espos^  une  Solution   synthetique, 
remarquable  par  les  vues  ^levees  et  les  considcSrationa   ing^i 
ses  qu'elle  renferme.      Cette  Solution,    prdsentäe  sous  une  forme 
tr^s  -  simple  et  depouillee  de  l'appareil  des  caiculs,  est  enträe  Sans 


(I 
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objectioD  dans   le  domaine  de  la  ecience  oü  eile  a  teiiu  ju^qu'a 
präsent  ane  haute  place. 

Aujourd'  hui  un  de  nos  savants  confr^res  ä  l'Aca 
d^mie  de  Toulouse,  n.  Clascheaa,  conteBte,  avec  toste 
l'autorite  que  donnerit  de  grandes  lumieres  etnneeprit 
rigoureux,  la  soliditi^  d'nn  des  principes  foadamentaux 
8UT  lesquelies  eile  repose;  il  n'nttribae  qn'^  nne 
compeniintioii  d'crreiirH  l'exur titiide  des  re- 
sultatfl    auxqnels    eile    condult. 


es  un  exa 


emise. 


Nous  partageo 
nioti  de  iiotre  savant  confrere;  l'assettion  qi 
i  laquelle  nous  avons  d'abord  refusö  de  croire,  est, 
pour  nous,  malntenant  parfaltement  jnMtifieei 
HDe  application  trea  simple,  placke  ä  la  fin  de  ce  Mä- 
moire,    niet    en   evidence   l'erreur    du  principe   aaqnel 


nons    faiso 


allu 


In  einer  Note  fügt  Herr  Sai  nt-Guilhem  hinzu:  „L'erreur 
est  de  supposer  que  la  force  centripefe  d'un  point  roateriel  qui 
fait  partie  d'nn  corpB  dou^  dun  monvenient  de  rolation  est  pro- 
porfionelle  ä  la  distance  de  ce  point  ä  Taxe  instantanö;  eile  est 
reetlenient  proportioneile  ä  la  distance  de  ce  point  au  centre  de 
conrbure  du  peÜt  arc  qu'il  decrit  dans  un  instant." 

Herr  Saint- Guilhem  weiset  hierauf  die  Falschheit  der  Theo- 
rie Poiosot's  noch  besonders  durch  eine  ÄuTgabe  nach,  wegen 
ivelcher  wir  aber  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  die  Le- 
ser auf  die  Nouvelles  Annales  selbst  verweisen  müssen,  in- 
dem wh  nur  den  Scbluss  der  gegebenen  Auflösung  mittheilen: 


„Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  formule  (4)  devient 


(5) 


»=VI 


+  3si 


,V)' 


Pour  qne  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  m  soit 
^gal,  comme  le  suppose  M.  Poinsot,  ä  la  perpendicuJaireabaissee 
de  ce  point  sur  laxe  instantanä  correspondant,  il  Taut  que  l'on 
ait,    quel  que  soit  <p. 


(l  +  si" 
5-f3si 


»9')» 


Or  cette  ^quation  n'est  satiGfattequepar  les  valeurs  9>  =  90''.(]±2n), 
n  ätant  an  nombre  entier  quelconqae;  ces  valeurs  correspondenf 
au  point  unique  oü  la  trajectoire  vient  cuuper  le  plan  des  xy. 
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Alnal   1a  sointlon   du   prolil^uae   de  I»  rot»ti«n  t 
corpi  pur  Df.   Polnsot   est  Inaccrptable. " 

„Note  du  Kedacteur.  L'erreur  eignalee  provient  de  ce  que 
les  vitesses  dependent  d'infinimetit  petits  du  premier  ordre,  tels 
6ont  les  contacls  des  tangentes;  tandis  que  les  forces  acceleralri- 
ees,  et,  par  consequent,  les  forces  ceniripetcs  dependent  d'infi- 
fiiment  petits  du  secood  ordre,  tels  sont  les  contacts  des  cercle« 
de  coLirbures." 

Der  Unterzeichnete  enthSIt  sich  für  jetzt  jedes  be- 
stimmteren Urtheils,  hofft  aber  späterhin  anf  diesen  jedenfalbi 
sehr  merkivärdigen  Gegenstand  zurüclizu  kommen.  Nur  so  riel  n'ill 
sich  derselbe  fQr  jetzt  erlauben,  eu  sagen,  dass  ihm,  insofern  die 
Herren  Saint- Gu  ilhem,  Gascheau  und  Terquem,  wie 
kaum  bezweifelt  werden  hunn.  Recht  haben,  der  wahre  Grund 
und  die  wahre  Veranlassung  de»  Fehlers  lediglich  darin  »u  lie- 
gen scheinen,  dass  man  sich  einer  ganz  strengen  Grän- 
zenbetraehtung  entschlagen  und  mit  vageren  Aiischaa- 
uiigen  des  Unendl  i  ch  •  Klei  nen  u.  s.  w.  begnügt  und 
zufrieden  gegeben  bat.  Wie  nothivendig  strenge  Betrach- 
tungen der  ersteren  Art  also  auch  in  der  Mechanik  sind,  ^ird 
eich  faieraus  von  Keuem  deutlich  ergeben.  G. 


Nautik. 


Von  Capt  V.  T.  ßraefe. 


Ueber  Orkane.    Für  Seeleute. 
Hamburg.  Meissner.     1836. 

Dieses  kleine,  mit  praktischem  Sinne  abgefassle,  recht  lehr- 
reiche Schriltchen  empfehlen  wir  Seeleuten  und  allen  den  jungen 
Leuten,  die  sich  dem  Seewesen  widmen  wollen,  auch  Physikern, 
recht  sehr  zur  Beachtung.  Es  ist  sehr  verständig  abgefasst,  giebt 
überall  leichte  praktische  Regeln  zur  Vermeidung  der  Orkane  auf 
der  'See,  und  macht  den  Eindruck,  dass  der  Herr  Verfasser  viel- 
fach aus  eigener  Erfahrung  geschöpft  und  seine  Regeln  selbst  anf 
der  See  erprobt  hat.  Nach  der  gleich  am  Anfange  gegebenen 
Erklärung  sind  Orkane,  Cyclonen,  Typhoons  Stürmet  dl«  nicbt 
wie  die  gewühnlichen  Winde  in  ein  und  derselben  Richtung  wehen, 
sondern  sich  kreisfCrmig  mit  grosser  Geschwindigkeit  um  einen 
Mittelpnnkt  (Centrum,  Vortex  des  Orkans)  bewegen.  Ausser  die- 
ser kreisförmigen  Bewegung  besitzt  aber  der  Orkan  noch  ein0 
sweite  fortschreitende  Bewegung  des  Vortex  und  mit  ihm  ded 
ganzen   OHianfehles  in  einer  gewissen  Richtung.     WSbretid  dM 
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Rad  sich  um  seine  Axe  dreht,  folgt  diese  der  Richtung  des 
Wagens;  eben  so  dreht  sich  der  Orkan  um  den  Votfex,  »ährend 
das  ganze  Sturmfeld  sich  in  einer  gewisse«  Richtung  fortbewegt 
Die  kreisförmige  beMegung  der  Orkane  hat  die  ausserordentliche 
Eigenschaft,  dass  in  beiden  Hemisphüren  zu  Seiten  des  Aequa- 
tors  der  Wind  sich  stets  und  ohne  Ausnahme  gegen  die  Sonne 
dreht.  Die  Richtung  der  fortschreitenden  Beilegung  der  Orkane 
ist  nicht  so  genau  bestimmbar  wie  die  kreislurmige.  Im  Allge. 
meinen  geht  dieselbe  auf  beiden  Hemisphären  von  Osten  nach 
Westen,  indem  sie  sich  allmählig  nach  dem  Pole  ihrer  Uemi- 
sphäre  zu  krümmt.  Diese  Richtung  geht  also  im  Süden  der  Linie 
von  Osten  nach  Westen  und  Süden,  im  INorden  von  Osten  nach 
Westen  und  Norden.  Die  Orkane  kommen  in  den  Herhstmotiaten 
oder  in  den  Jahreszeiten  beider  Hemisphären  vor,  v,o  die  Sonne 
sich  von  ihrem  Sommersolstitium  nach  der  Linie  zu  beivegt,  im 
Süden  also  vom  December  bis  April,  im  Norden  vom  Juni  bis 
October,  doch  dehnen  sich  die  Zeiten  ihrer  Erscheinung  über 
diese  Termine  aus.  Die  Orkane  sind  eine  Erscheinung  der  beis- 
sen  Zone  und  niag  die  Gegend  ihres  Vorkommens  als  zwischen 
30°  N.  und  30"  S.  liegend  betrachtet  iverden.  Die  Breiten  nahe 
der  Linie  von  8°  S.  bis  8"  N.  sim!  davon  ausgenommen.  Mitun- 
ter finden  sie  sich  anf  hiiheren  Breiten ,  doch  ist  ihr  Auftreten 
dort  nur  vereinzelt  und  als  Ausnahme  zu  betrachten,  —  Dies  sind 
die  Hauplgesetze,  auf  welche  der  Herr  Verfasser  seine  prakti- 
schen Regeln  zur  Vermeidung  der  Orkane  auf  der  See  gründet. 
Das  lehrreiche  Schriftchen  ist  dem  verdienten  Director  der  Ham- 
burger Sterntvarte,    Herrn  C.  KQmker,  gewidmet. 


Vermischte  Schiiften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.    (S.  Li ter.  Ber.  Nr.  XCIX.  S.  15.) 

Jahrgang  1855.  Band  XVL  2.  Heft.  S.  21)4.  Fritsch: 
Resultate  der  im  Jahre  1854  in  Wien  und  an  einigen  anderen 
Orten  des  itsterreicbischen  Kaiserstaates  angestellten  Vegetatinns- 
beubachtungen.  —  S.  415.  Pick:  Ueber  die  Sicherheit  barome- 
trischer Höhenmessungen.  (Besonders  angezeigt  Literar.  Ber.  Nr.  C. 
S.4,)  —  S,  447.  Schönbichler:  Die  Complanation  des  schiefen 
Kegeis  durch  Vermittelung  der  Integrale  /rf^sin''"5j(l — Asin^gj}"" 
und  /(fq:cos^''q:(I  — Äcos^g))""  und  Auflösung  dieser  Integrale  in 
trigonometrische,  durch  einen  stälen  logarithmischen  Caicul  be- 
rechenbare Factoren  (eine  lesensvierthe  Abhandlung  aus  dem  Ge- 
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biete  der  reinen  Mathematik).  —   S.  S40.  Oeltzen:     Eigene  1 
gegangen  von   Fixsternen,    abgeleitet  aus   der  VergieichuDg    der 
Histoire  eheste  mit  den  Argelander'eclien  nürdlicben  Zonen, 

Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  1.  S.S.  K.  v.  Littrow: 
Nachträgliche  Mittheilung  bezüglich  der  in  den  Sitzungen  vom 
IH.  Jfinner  und  22.  März  d.  J.  vorgelegten  Arbeiten  des  Herrn  Dr. 
C.  Hornstein  über  die  Bahn  der  Calliope.  —  S,  4.  Gruneit: 
Ceber  eine  geometrische  Aufgabe,  mit  besonderer  Rücksicht  anf 
die  Bestimmung  der  Stillstandspnnkte  oder  Stationen  der  um  die 
Sonne  sich  bewegenden  Weltkürper.  —  S.  35.  Grunert:  Ueber 
eine  astronomiäche  Aufgabe.  —  S.  171.  Zantedeschi:  Naavo 
)  per  le  due  ellettricifü  d'influenza.   (Con  l  tavsla.) 


Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  2.  S.  187.  Haidinger: 
Vereinfachte  Methode  der  graphischen  Winkelmessungen  kleiner 
Krystalle,  —  S.  191.  Schiefferdecker:  Bericht  über  die  vom 
Verein  für  wissenschaftliche  Heilkunde  in  Königsberg  in  Preussen 
angestellten  Beobachtungen  Über  den  Ozongebalt  der  atmosphäri- 
schen Luft  und  sein  Verhältniss  zu  den  herrschenden  Krankhei- 
ten. —  S.23S.  Walfeubofen:  Entwurf  einer  Construction  der 
Luftpumpe.  —  S.257,  Zantedeschi:  Ricerche  sulla  contempo- 
raneitä  del  passaggio  delle  opposte  correnti  elettricbe  in  du  filo 
metalllco.  Memoria  II.  —  S.  282.  Marcus:  Der  Antlgraph  (Ge- 
gen- oder  Verkehrtzeichner.)  1 

Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  3.  S.  361.  ZcngeJi 
Leber  die  Messung  der  Strom-Intensität  mit  der  Tangenten -Bous- 
sole.  — S.411.  v.Littro«:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Flecken 
und  Protuberanzen  der  Sonne  (besonders  angezeigt  Literar.  Ber. 
Nr.  C.  S.  15.).  —  S.  601.  Uornstein:  Opposition  der  Calliope  ii 
Jahre  1856. 
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•  Arithniietik. 

.  .  Note  sur  un«  ni^tbode  poitr  la  redactioo  d'integrat 
Ifs.^^nnies  et  sur  son  appUcation  i  <|aelques  formut 
le«  speciales.  Par  D.  Bierens  4e  itaan*  Publik  P^r 
rAcad^mie  Royale  des  Sciences  ä  Amsterdam.  Amster- 
dam.   Van  der  Post.     1855.    4. 

Die  Grundlage  dieser  Methode  bilden  zwei  allgemeine  Theo- 
reme, welche  fiiglich  als  Erweiterungen  der' sogenannteti  theii^wel" 
sen  Integration  betrachte^  werden  können.  Das  erste  dieser  bei- 
den Theoreme  ist  Tolsendes : 


>5 


Theoreme  I.     8i  dans  une  integrale  d^fin 


iie   r^  F(x). 


dof 


la  fonction  F{x)  peut  ^tre  niise  sous  la  forme  d'un  prodait,  tel 
que  Tun  des  factetirs  soit  la  diff^rentii^Ue  d'tine  fonctien  conniie 
quelconque,   c'est-ä-dire,  lorsqu'on  a 

F{x)  =  f{x).dx.\fii>^))>  ..f 

oh  aöra  audsi   l'^quation  >      .    :fl 


I     tp{x)  dx .  I  /(i) }  dx  ==  q>(b)  ^f(ti)-g>(a). /t«)— 7    fixy,dx.\p(x)]dsfJ 


^  ■  '\ 


„Quoiqne  dans  le  cours  de  cette  Note'%  sagt  der  tlef.r  Ver- 
fasser, ,,on  ne  fera  nsage  que  de  ce  tb^or^me,  il  vaudra  bien  la 
peine  pourtant  d*en  tirer  an  corollaire  interessant",   nämlich  das 


folgende 

Thl.  XXVI.  Hfl.  3- 


3 


^ 

^ 


/ 
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„Theoreme    11.        Lorsque     dans     une    integrale     d^ßl 

Fijj,  x)  dx  la  foDction   S\q,  x)  peut  Ätre  m'ise  sous  la  forme 

d'un  produit,   tel  que  Tun  des  factears  soit  la  differentielle  d'u 
fonction  coimue  ijuelconque  de  q,  c'est-ä-dire,   lorsqii'oii 

F{q,X)  =  tf{q,x)d^\nfl,x)\, 

on  aura  aussi  requation 

/    dqj     ip{q,x).d,.{f{q,x)\dx  =  -J     dxj  f[q,x)dq\(piq,x)\dq-d\ 
+y*  dx[^(ß,x).fiß,x)~<p{,<^,x).lXa,x)y, 

oü  d  est  ta  correction  n^cessaire  dans  certains  cas  de  disconnnq 
de  la  fotiction  F{n,  x)  —  pour  des  valeurs  de  q  et  de  x,  qui 
lient  eiitre  des  Mmites  respectives  incluses,  u  et  j?,  a  et  b,  -^V 
lars  de  l'application  de  la  im^thode  du  changemeiit  daris  Tordre  dar  J 
int^grations.  Tnutefois  ce  r^sultat  ne  peut  valoir  que  seus  tfl 
double  «oadrtion,  k  laquelle  ce  changenient  est  sonmis,  saToIr  qA(!] 

y  — sLim.t p j- —  et  Lim.  /      ydx 

aoient  tontes  deux  iiulles"*). 

„Comme  pour  le  Tlieordme  f.  il  Taut  observer,  qu'on  a  sap^  ~ 
pose  que  <p{q,  x).f{q,  x)  entt  contenu  entre  les  liniiles  oc  et  ^  de 
q:  lorsque  cela  ne  eerait  plus  le  cas,  il  faudrait  ajouter  au  second 
membre  de  cette  ^quat'ton  la  correction 


Lim 


/'[«»■ 


.e).<p(c-f)-/-(c+0.9)(c+s)]." 


Jedenfalls  ist  es  sehr  bemerkenswetth,  dass  der  Herr  Ver- 
fasser dieser  in  allen  Beziehungen  üusserst  Herthvollen  Abhand- 
lung aus  den  obigen  im  Ganzen  liiicbst  einfiK^hen  Quellen  einen 
grossen  Reicbthum  theils  bekannter,  theils  bis  jetzt  noch  unbe- 
kannter Formeln  ableitet,  so  dass  nir  es  für  unsere  Pflicht  halten, 
den  Lesern  des  Archivs  die  vurliegende  schöne  Abhandlung  recht 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen. 
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Til- Zu  üniierer  Freude  büren  wir,  dasn  die  im  Literarischen 
Berifihte  Mr.  LXXX.  S.  1005.  ThI.  XX.  vorläufig  angekifnd igtet 
Tafel  der  heatinimlen  Integrale,  mit  welcher  der  Herr  Ver- 
fasser  der  Wisseaechafl:  ein  überaus  wichtiges  und  angenehniefl- 
Geschenlf  inachen  wird,  au T  Kosten  der  Küniglicheii  Akade- 
mie der  Wissenschaften  z\x  Amsterdam  beraitsgegebeiii 
ihrer  so  sehr  zu  ivitns<rbenden  Vollendung  immer  näher  rückt, 
nnd  dass  von  derselben  hereitä  die  ereto  Abtheilung  erschienen 
ist*).  Wir  wünschen  dem  Herrn  Verfasser  Kraft,  Ausdauer  nnd 
Gesundheit  zu  der  baldigen  Vollendung  dieses  wichtigen  und  sohnie- 
rigen  Werkes.  G. 

Primzahlen-Tafel  von  1  bis  10000,  oder  Zerlegung 
der  Zahlen  von  1  bis  10000  in  ihre  Faetoren.  Darge- 
stellt zur  Erleichterung  für  alle  Die,  welche  mit  v«r-, 
wickelten  Rechnungen  zu  thun  haben,  insbesondere 
rar  Mathematiker  von  Fach.  Von  Franx  Schaller,  Geo- 
meter.    Weimar.   Jansen  &  Comp.     1859.     4. 

Was  diese  Tafel  enthält,  sagt  ihr  Titel.  Ihre  Einrichtung  ist 
von  der  anderer  derartiger  Tafeln  nicht  wesentlich  verschieden. 
Warum  dieselbe  insbesondere  für  „Mathematiker  von  Fach", 
nicht  auch  eben  so  gut  und  nicht  noch  mehr  für  die  anderen  auf 
dem  Titel  genannten  ehrlichen  Leute  brauchbar  sein  soll,  sehen 
wir  nicht  ein.  Druck  und  Papier  sind  recht  gut  und  deutlich; 
Fehler  haben  wir  bei  einigen  Vergleichungen  mit  anderen 
Tafeln  nicht  gefunden,  obgleich  sich  darüber  natürlich  nur  bei 
öfterem  und  längerem  Gebrauche  mit  Sicherheit  urtheJIen  lässt' 
Die  Tafel  mag  daher  immerhin  verdienen,  nicht  ganz  unbeachtet 
gelassen  zu  werden. 

Geometrie. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  bearbeitet 
von  O.  Fort  und  0.  Schlilmi  teil,  Professoren  an  der  po- 
lytechnischen Schule  zu  Dresden.  Erster  Theil.  Ana- 
lytische Genmetrie  der  Ebene  von  O.  Fort.  Zweilej^ 
Theil.  Analytische  Geometrie  des  Raums  von  O.  Schluß 
milch.  Mitiii  den  Testgedruckten  Holzschnitten.  Leip- 
zig. Teubuer.     1855.     8. 

Diesei)  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  verdient  der 
Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  der  Darstellung  wegen  und  wegen 


*)  S.  Miilh.  II.  iih^i.  [)Jl>liDgrnphie.  Nr.  III.  S.  I. 
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der  vielen,  sehr  gut  auBgeführten  Figuren,  die  namentlich  in 
Geometrie  des  Raums  sehr  zur  Erhöhung  der  Deutlichkeit  und 
Anschanlichkeit  heitrat;en,  insbesondere  Solchen,  die  das  Studium 
der  analytischen  Geometrie  beginnen,  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  trerden,  und  eignet  sich  nach  unserer  Meinung  vor- 
zugsweise xum  eigenen  Studium,  zu  welchem  Zivecke  wir  einem 
Anfänger  kaum  ein  geeigneteres  Werk  zu  empfehlen  nüssten. 
Im  Ganzen  ist  der  Inhalt  der  getvGhnliche  und  bedarf  deshalb  im 
Allgemeinen  einer  weiteren  Besprechung  hier  nicht.  Um  aber  den 
1  Verfassern  zu  zeigen,  mit  »velchem  Interesse  der  Unter- 
zeichnete ihr  verdienstliches  und  empfeblungsiverthes  Werk  einer 
genaueren  Durchsicht  unterzogen  hat,  sieht  sich  derselbe  zu  den 
folgenden  Bemerkungen  veranlasst,  wenn  er  auch  dabei  einiger- 
raaassen  von  sich  selbst  zu  reden  genüthigt  sein  ivird,  was  et 
sonst,  namentlich  in  diesen  literarischen  Berichten,  gern  Termeidet. 
ZaitSchst  weiss  es  der  Unterzeichnete  dem  Herrn  Verfasser  des 
ersten  Tbeils,  Herrn  Professor  Fort,  Dank,  dass  er  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  (Tbl.  I.  S.  72.)  —  hier  wohl  in  einem  Lehrbuclie 
zuerst  —  die  Erklärung  dieser  Cnrven  zu  Grunde  gelegt  hat,  nach 
welcher  dieselben  aU  geometrische  Oerter  der  Punkte  in  einer 
Ebene,  deren  Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  und  einem 
festen  Punkte  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen,  definirt  werden.  Dass  der  Unterzeichnete  diese  Erklä- 
rung der  Kegelschnitte,  viie  er  glaubt,  zuerst  als  Grundlage  der 
Theorie  derselben  empfohlen  hat,  darf  wobt  aus  der  Abhandlung 
Archiv.  ThI.XVIl.  Nr.  II.  S.  54  und,  noch  viel  >veiler  zurdck- 
gehend,  aus  der  Abhandlung:  Bemerkungen  über  den  ele- 
mentaren Vortrag  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
in  den  Beiträgen  zur  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik von  J.  A.  Grunert.  Thl.l.  Brandenburg.  183S.  S.223. 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Auch  hat  einer  der  trefflich- 
sten Schüler  des  Unterzeichneten,  Herr  Scoppewer,  Lehrer 
der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaft  am  Gymnasium  zu 
Sorau,  dem  Vernehmen  nach  die  in  Rede  stehende  Erklärtzng 
schon  vor  einigen  Jahren  zum  Gegenstände  eines  Schulprogrammf  i 
gemacht.  In  Tbl.  I.  S.  157.  sagt  Herr  Fort:  „Die  auf  die  Qua«  j 
dratur  der  Hyperbel  bezüglichen  Untersuchungen  greifen  in 
weit  in  das  Gebiet  der  hüheren  Mathematik  ein,  um  hier  einen 
geeigneten  Platz  linden  zu  können ;  sie  bleiben  daher  ebenso  wie 
die  Betrachtungen  über  die  RectiGcation  sämmtlicher  Kegel- 
schnittslinien  von  diesem  Buche  ausgeschlossen."  Herr  Fort 
mitge  dem  Unterzeichneten  erlauben,  sich  der  angenehmen  Hoff- 
nung hingeben  zu  dürfen,  dass  diese  Worte  wohl  schwerlich  ge- 
schrieben worden   wären,    wenn   Herr    Fort  die  beiden   von  dem 
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Unterzeichneten Terfiffentlichten  Abhandlungen:  Eiemen  lare-Dar- 
slelluiig  der  Lehre  von  der  Quadratur  der  Hyperbel 
U.S.W,  im  Archiv.  ThI.  XXV.  Nr.  V.  8.82.")  und  Ällgemeit 
ner,  leicht  elementar  zu  beweisender  ^ata  von  der 
Kectiricafion  und  Quadratur  der  Curven.  Elementar« 
Rectifieation  der  Parabel,  im  Archiv.  ThLXXVl.  Nr,  HL. 
S.  48.,  schon  gekannt  hätte,  wobei  zugleich  darauf  aufmerksam 
gemacht  werden  mag,  dass  das  bald  erscheinende  erste  Heft 
des  27sten  Theils  deu  Archivs  eine  neue  elementare  Qu fti 
dratur  der  Hyperbel  von  dbm  als  trefflicher  Mathematiker  schon 
hinreichend  bekannten  Herrn  Essen.  Lehrer  der  Mathematik  und 
NaturwissenscbaTt  am  Gymnasium  zu  Stargard,  enthalten  wird, 
auf  die  wir  hier  vorläufig  aufmerksam  machen.  —  Als  einen 
besonderen  Vorzug  der  von  Herrn  Professor  Schlümilch  in  an- 
sprechender Darstellun<x  bearbeiteten  analytischen  Geometrie  des 
Raums  sieht  es  der  Unterzeichnete  an,  dass  hier  die  Theorie 
der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  ICbene  gans  allgemein  fQr 
schiefwinklige  Coordinatensysteme  entwickelt  worden  ist.  Dei' 
Unterzeichnete  darf  wohl  der  Meinung  sein,  dass  dies  von  ihni 
in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geometrie.  ThI.  i; 
Leipzig,  zuerst  geschehen  iht ,  da  alle  früheren  Lehrbtichet 
sieh  auf  rechtwinklige  Coordinatensysteme  beschränken  **), .  and 
da  der  Unterzeichnete  die  Darstellung  des'  Herru  Professor« 
Schirimilch  von  der  von  ihm  gegebenen  Entwickelung  durcliaua 
nicht  wesentlich  abweichend  findet,  ferner  auch  die  Formeln,  selbst 
thetlweise  bis  auf  die  Bezeichnung,  mit  den  in  den  angeführten 
Elementen  der  analytischen  Geometrie  von  dem  Unter, 
zeichneten  zuerst  gegebenen  Formeln  übereinstimmeD:  so  kann 
es  der  Unterzeichnete  nattirlich  nur  für  eine  sehr  angenehme  Plticht 
halten,  Herrn  Professor  Schlümilch  verbindlichst  zu  danken, 
dass  er  auf  diese  Weise  zur  weiteren  Bekanntwerdung  Jener  For-r 
mein  durch  sein  verdienstliches  Werk  gewiss  wesentlich  beiget 
tragen  hat.  Da  die  für  schiefwinklige  Coordinatensysteme  ent-t 
wickelten  Formeln  besonders  auch  für  die  Krystallographio  Bedeivi 
tung  haben,  so  glaubt  der  Unterzeichnete   sich   noch  erlauben  ZM 


'y S.  auch  dia  ichünen  Bemerkungen  ded  Herrn  Uirectiira  Niizc  in 
Stralauiid  im  Archiv.  ThI.  \\W.  S.   MO. 

")  S|iätec  in  seinen  im  Lilerar.  Ber.  Mr.  LH.  S.  120.  Tbl..  Mit 
mit yerdieDleni  Lobi; angezeigten  KeilrSgen  zur  Molocular-l'hjitiki 
Nnrnlietg.  1849.  hat  uurh  der  den  WiaienüdiafttiD  laider  zu  A^h  entr 
risiene  treffliche  G.  S.  ülini  die  analytische  Geoiuelrie  für  \i^Wf\i]n 
■Chief winkliKB  Coerdinatensytteme  in  eif^enthüm lieber,  von  der  von  mit 
^Bgebfneii  Oamlellnng  uhw«t<:hender  Wetar  ontwickelt.  -'  '<G. 
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iber  vertiffent^f 


ftfirfan,  hei  dieser  Gelegenheit  auf  eine  von  ihm  fcübeT  t 
Rcbte  AMinndhing!  Zur  Kry  (ttallo^raphie  und  analytiechen  ' 
Geometrie  in  den  oben  enväiinteii  Beiträgen  zilr  r.  u.  a.  Math. 
Tbl.  I.  S.  I4d.  vern-fisen  zu  ilurf'en.  Weil  iler  llaum  leider  ver- 
bietet, hier  mehr  über  das  vorliegende  vefdienatlicbe  Buch  ku 
sagen,  so  wollen  wir  nur  noch  benierlien,  das»  für  den  Anl^nger 
aacb  die  in  »enilicher  Aniiahl  vnrlcomnienden  Annendungen  auf 
spenelle  Curven  und  Flächen  besonders  lehrreich  sein  »-erden, 
>  dem  Buche  also  von  einer  neuen  Seite  her  zur  Empfeblnng 
Aent.  Die  dem  Buche  durch  den  Herrn  Verleger  gegebene  äus- 
sere Ausstattung  ist  in  allen  Beziehungen  trefflich.  G. 


Geodäsie. 

Instruction    über    die    Anfertigung    der    SitaationK 
und  Nivellimentspigne   für   Landesculturarbeiten.      ~ 
nächst    zum    Gebrauche    l'ar   die  Wiesenbau-Technik j 
in   dem   Regierungsbezirke   Trier.     Trier.     Llnt^. 
16  Sgr. 

Dieses  sehr  verständig,   mit  vieler  Deullichlceit  und  nach  i 
serer  IVIcinung  mit  vielem   praliiischen  Sinn    und   Takt   abgefas 
Schriftuhen    eines    ungenannten  Verfassers  verdient  der    allgem 
neren  Beachtung,  als  solchen  Schriften  meistens  zu  Theil  zu  «rer- 
den  pflegt,    enipfohleu    zu   iverden.      Die   drei    beigegebenen  hüb- 
schen Karten :  1.  I>arstel]ung  eines  Terrains  durch  ProilUeicbnungen. 
2.  Darstellung  der   Hiihenverhältnisse    eines   Terrains   durch   E{«J 
Schreibung  der  Hcihennmiisse  in    den   Plan.     3.  Darstellung  elail 
Terrains  durch  HnriKontolen,  dietien  sehr   zur  deutlichen  Erlfintcf 
rnng  der  verschiedenen  (ibiichen  Methoden  der  Terrain  da  rstelhingi 
Bei  der  jetzigen  grossen  Wichtigkeit  solcher  Darstellungen,  s.  B. 
fSr  den  Wiesenbau,  der  immer  grössere  Bedeutung  Htfr  die  Land- 
wirthschaft  gewinnt,  iriinschen  wir  diesem  Schriftchen  recht  >ve)ta  ^ 
Verbreitung  und  sorgfältige  Beachlung. 


aufm 


gen. 
£{«■ 

nngi 
B. 
nd- 


en  The 


ekelt 
nd  Dir 


me  rationell  aus  de 
raindarstellung  ent 
Hermann  von  SchintMng,  Oberstlieutenant 
tor  des  topographischen  Bureau's  des  k.  baierischen 
General-Quartiermeister-Stabs.  Mit  einer  lithogra- 
phirten  Tafel.     M  flnchen.  Franz.  1855.     8.     1  Thlr.        " 

Diese  Schrift  enthält  eine  sehr  geistreiche  —  welches  Wort 
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uns  hier  vorstigs weise  an  eeioer  Stelle  xa  sein  scheint  —  Dar* 
Stellung  der  militai riechen  Terrainaurnahnie  mit  besonderer  Rüclc- 
sicht  auf  die  Lehmannsche  Theorie,  und  erörtert  in  auBseret 
intereSGanter  Weise  die  alls;eineinen  Gesichtepunkte,  welche  hei 
diesem  n-ichtigen  Gegenstände  in  Kückaicht  auf  Methode  und 
Zweck  zur  Sprache  kommen,  so  dass  wir  deren  Beachtung  einem  ' 
Jeden,  wer  sich  mit  dereleichen  Arbeiten,  deren  Leitung;  zu  un- 
serer Freude  in  Baiem  in  so  tüchtige  Hände,  nie  die  des  Herrn 
Verfassers,  gelebt  ist,  zu  beschädigen  bat,  dringend  empfehlea.  Anf 
einem  geringen  Räume  ist  in  dieser  Schrilt  sehr  Vieles  in  174  Paragra-' 
phen  gegeben;  hier  aber  nflthigt  uns  leider  die  Beschränktheit  dei 
Raums,  uns  mit  der  Totgenden  Inhaltsangabe  der  Haoptabscbaitle  en 
begnügen:  Einleitung.  I.Theorie  der  Terrainzeichnang,  constrnctire 
Gmndlage  derselben.  II.  Betrachtungen  über  die  Anwendung  def 
GOnstrucliiren  Gesetze  auf  die  Terraindarstellang  und  (iber  die  >lod^ 
ßcatlonen,  welche  hiebei  einp;etreten  sind.  (Dieser  Abschnitt  entbSH 
eine  sehr  beacbteiiswerthe  Kritik  der  Lehm  ann'schen  Methode^ 
die  der  Herr  Verfasser  mit  den  folgenden  Motto's  einleitet: 

i„Wo   ein    Berg  ist,    da  mache  er   einen  Klecks  bin." 
MSoiy  Friedrich  der  firoase.  *) 


dich  noch  mich  da 


Landkarte  durchaus  nich^ 
sind,  inmaaseen  ich  wede^ 
rzetchnet   finde." 


Kaiser  Otto  Im  Könlv  Slirinbjtrdt, 

von  JtuÜDUa  Kerner.)  ii 

III,  Fehlergränzen  fiir  die   Aufnahme  und  Darstellung  des  Terrains! 

IV.  Die  Aufnahme  des  Terrains.    Scblusswort.  —  Möge  die  Schrift 
die  so  sehr  verdiente  Beachtung  in  jeder  Beziehung  finden !        G. 


Astronomie. 


.lii 

Der  Mond.  Ein  UeberbMck  über  den  gegeüWSrn^tti» 
Umfang  und  Standpunkt  unserer  Kenntnisse  Ton'd'^f 
Oberflächengestaltung    und   Physik    dieses   Wel^bSi^ 


•)  Geiriss  ein  in  viclun  Bezidiun^Bn .  namentlich  mXi  Uficksliilil  altf 
manche  Känstcleien,  »bhr  wahres  und  za  beher/i^endea,  natürlich  abiBi* 
aebr  cum  grano  sali«  %a  nehmcndei  Wort  des  grossen  Knni^s.  I 
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pers.  Von  J.F.  JnliDs  Schmidt,  Astronomen  der  Stern- 
warte deaPrfilaten  Ritter  von  Unkrechtsberg  zu  OlmQtz, 
Mit  sH-ei  farbigen  Stei  ndrucktafeln  und  mehreren  in 
den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Barth. 
1856.    8.     1  Thir.  15  Sgr. 

DerHerrVerrasser  dieser  der  Beachtung  der  Leser  des  Archiv« 
zu  empfehlenden  Schrift  verüffeiitlicht  in  derselben  die  hinterlas- 
senen  Arbeiten  Lohrmanns  über  die  Mondgebirge  mit  seinen 
eigenen  ini  Jahre  1840  begounenen  Beobachtungen  über  die  Ober- 
fliehe  unsere  Erdtrabanten,  und  stellt,  nur  die  not h vreiid igst en 
Erläuterungen  über  Bewegung,  Masse,  Grüese  und  Beleuchtung 
des  Mondes  gebend,  weil  diese  Dinge  grüsstenlheils  als  bekannt 
angesehen  werden  k<innen ,  die  Ergebnisse  aller  lelescopischen 
Beol>achtungen  der  Mondnberfl.^che  zusammen,  verfolgt  dabei  aber 
Qoch  den  besonderen  Zweck,  darauf  hinzuweisen,  dass  ein  sorg- 
fältiges Studium  der  Mondgebirge  für  die  Geologie  von  Wichtig- 
keit werden  kiinne,  insofern  es  sich  dereinst  um  die  Nach  Weisung 
gewisser  Äehnllchkeiten  zwischen  den  Gebirgsformen  der  Erde 
imd  ihres  Trabanten,  und  um  eine  vergleichende  Betrachtung  han- 
delt, in  welcher  man  die  Wirkungen  ungeheurer  Kräfte  untersuch^ 
die  den  Oberflächen  zweier  benachbarten  Himmelskürper  ihre  ge- 
genwärtige Configuration  verliehen  haben.  Die  von  dem  Herrn 
Vferfasser  erreichte  Yollständigkeit  wird  aus  der  folgenden  Angabe 
iee  Hauptinhalts  erhellen:  Allgemeine  Vorerinnernngen  Ober  die 
Bahn  und  die  Grösse  des  Mondes.  UmlaufszeiL  Parallaxe.  GrSsse 
und  Masse.  Rotation  und  Libralion.  Historischer  Rückhiick  auf 
die  selenographischen  Arbeiten  seit  den  letzten  zwei  Jahrhunder- 
ten. Besondere  Versuche,  die  Oberllnche  des  Mondes  darzustel- 
len (Paguerrotj-pe.  Mondrelief  von  Dickert  in  Bonn.)  Ursachen 
der  Veränderungen  der  Mondgebirge.  Bergschatten.  Erdenlicbt 
Erscheinungen  während  einer  Mondlinsterniss.  Atmosphäre.  Ober- 
fläche. Buhenmessungen.  Verlheilung  der  Ebenen  und  Gebirge. 
Ringgebirgsforni.  Massen-  und  Keltengebirge.  Isolirte  Bei^e. 
Bergadern.  Strahlensysteme.  Vergleichung  irdischer  Vulkane  mit 
den  Ringgebirgen.  Dimensionen  einiger  Crater  der  Erde.  Dimen- 
sionen einiger  Ringgebirge  des  Mondes.  Meinungen  über  lel»enda 
Wesen  auf  dem  Monde  und  auf  den  Planeten.  Ein  Tag  und  eine 
Nacht  auf  dem  Monde.  Anmerkungen.  —  Je  mehr  der  Herr,  Veii 
faseer  schon  ISngst  als  genauer  und  eifriger  Beobachter  bekannt 
ist  und  schon  in  mehrfacher  Weise  als  populärer  Schriftsteller 
sich  bewährt  hat,  desto  mehr  wird  diese  auch  äusserlicb  in  jeder 
Beziehung  trefflich  ausgestattete  Schrift  der  Beachtung  unserer 
Leser  zu  empfehlen  sein. 


i 
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literarischer  Bericht 

CIV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Ganss  «um  Gerffichlniss.     Von  W.  Sartorius  v.  Wal- 
tershtkusen.     Leipeig.     Hirzel.     18S6.     I  Thir. 

Diese  historische  Skiz/e  des  firoaseii  Verblichenen  ist  mit 
einer  Hingebung  und  einer  Wärme  des  Gefühls,  «tigleicfi  mit  einet 
so  growen  UeberzeugunK  von  Oeni  unersetzlichen  Verluste.  weU 
chen  die  Wissenschaft  und  die  Georgia  Augusta  erlitten,  geschrie- 
ben, das»  dieselbe  jedes  fühlende  Her/  wahrhaft  ergreifen  muas, 
ganz  abgegeben  von  ihrem  naitirlich  buchet  interessanten  Inhutte. 
Dieselbe  beabsichtigt  mehr  eiu  allgemeines  fiild  des  unvergleich- 
lichen Mannes  zu  entnerfen,  als  seine  bewi]ndernng«ivürdigeB 
M'i«seiischart]ichen  Endeckungen  in  einem  Heileren  Zusammenhangs 
za  erfassen,  eine  Arbeit,  deren  Erfüllung,  wie  der  Herr  Verfas* 
ser  in  der  Vorrede  sagt,  bald  im  vollsten  Umfange  von  einer  an- 
deren Seite  entsprochen  werden  wird;  sie  sucht  zugleich  schon 
jetzt  einer  heiligen,  frommen  Pilicht  zu  genügen  und  in  einer  Zeit, 
io  welcher  der  Schmerz  über  den  grossen  Verlust  noch  recht  Icben-^ 
dig  ist,  das  Andenken  an  den  Hingeschiedenen  frisch  in  der  Seel« 
zu  bewahren.  Gerade  durch  diese  allgemeine  und  weniger  streng 
wlsscnschaltllche  Haltung  eignet  sich  die  Schrift  vorzüglich  auch 
für  ein  grösseres  Publikum,  und  wir  folgen  nur  unserer  innersten 
Uebereeugung,  wenn  wir  dieselbe  hier  zur  allgemeinsten  Beach- 
tung in  einem  «liiglicbst  weiten  Kreise  dringend  empfehlen.  Aucb 
wird  dieselbe  wesentlich  dazn  beitragen,  manche  unrichtige  An- 
sichten  Qber  verschiedene  Ereignisse  in  Gauss's  Leben  zu  be- 
richtigen und  diese  Ereignisse  in  ihr  richtiges  Licht  zu  stellen. 
Till.  XXVL  Hfl.  4.  4 
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Wir  niQsscn  nns  leider  verengen,   hier  eine  grüBsere  Anzahl  '     

Aufzügen  aus  der  in  allen  Ueziehiingcn  Rehr  interessanten  Schrin 
nilxutheilen,  Hnlleti  jVilnch  nicht  unterlassen,  Erniiies  von  dem 
anzufilhren ,  was  iler  Herr  VcrfaHser  über  das  religiiise  BeM'usst- 
sein  des  grossen  Mannes  sn£;t. 

„Dem  rclisii'^en  Beirusstscin  von  Gau^s  Ihe;  ein  unersStlltcher 
Durst  iKich  Wahrheit  und  ein  liere«,  soivohl  auf  geislipre  wie  auf 
materielle  (jüter  sith  erstreikendes  Gerechli^keitsgelGhl  zu  Grunde. 
Die!>e  lieiden  geistigen  Iiichlun!;e[i  unterstützten  sich  gegenseitig, 
bezeichneten  vurnehnilirh  seinen  Chariikter  und  kamen  seihst  in 
den  kleinsten  Lehensverhallnisscn  immer  wieder  auf's  Deullicliste 
cum  Vorschein.  Alles  und  Jedes  musste  von  ihm  mit  der  ausser- 
Bten- ExuutJtndc,  mit  der  grüssten  Gewissenhiiriigkeit  ausgeführt 
n-erilen.  Halle  er  es  z.  B.  mit  einer  BcDliachlnng  zu  thun,  eo 
suchte  er  in  ihr  zu  erreichen,  was  irgend  erreichbar  war;  fährte 
er  eine  Kissenschaftliche  Rechnung  aus,  so  gross  oder  so  klein 
sie  auch  sein  mochte,  sie  wurde  so  scharf  geführt,  al«  es  die 
Hüir^millel  gestatteten;  halte  er  sich  mit  Jemandem  in  Geldan- 
gelegen heilen  aus  einander  zu  set/eti ,  so  lilieb  der  Bruclilheil  eines 
Pfennigs  gewiss  nicht  unben'icksichligt.  Gauss  zeigte  daher  den 
Grundtypus  eines  rechtschaffenen  Mannes;  seinen  Verpflichtungen 
in  Susserster  Strenge  nachzukommen,  stand  bei  ihm  unerschüt- 
terlich fest.  Aber  auch  von  Andern  forderte  er  dieselbe  Rechl- 
schaffenheit,  die  er  selbst  auf  das  Geivissenhafleste  ausfible. 
Der,  welcher  es  gewagt  haben  würde,  auch  in  der  unbedeutend- 
sten Angelegenheit,  ihn  ahsichllich  zu  hintergehen  oder  gegen 
ihn  nicht  durchaus  rechtschaffen  zu  verfahren,  würde  ohne  Zirei- 
fet  für  alle  Zeit  seine  Achtung  und  sein  Vertrauen  verscherzt 
haben,  Er  war  indess,  wahrscheinlich  durch  manche  Lebens- 
erfahrungen  belehrt,  auf  seiner  Hut,  nicht  gelauscht  zu  werden^^ 
und  besass  jene  tiefe  Menschenkennlniss,  welche  ihn  Körner  vflH 
Spreu  sogleich  unterscheiden  liess. "  ^^ 

„Die  unerschütterliche  Idee  von  einer  persönlichen  FortdanwH 
nach  dem  Toile,  der  feste  Glaube  an  einen  letzten  Ordner  der 
Dinge,  an  einen  ewigen,  gerechten,  aihveisen,  allmächtigen  Gott, 
bildete  das  Fundament  seines  religiösen  Lebens,  das  in  Verbin- 
dung mit  seinen  unübertroffenen  wissenschaftlichen  Forschungen 
tu  einer  vollendeten  Harmonie  sich  aufgelöst  halte." 

„Er  selbst  sprach  sich  so  eines  Tages  aus:  „„Es  giebt  in 
dieser  Welt  einen  Genuas  des  Verstandes,  der  in  der  Wissen- 
schaft sich  befriedigt,  und  einen  Genuss  des  Herzens,  der  baupt- 
sächlich  darin  besieht,  dass  die  Menschen  einander  die  lUühaale, 
die  Beschwerden  des  Lebens  sich  gegenseitig  erleichtern.     Ist  das 


luf  gesonderten  Kugeln 
en  solchen   Genusa  za 
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aber  die  Aufgabe  dee  hüchsten  WeBens, 
Geschöpfe  zu  erschaffen  und  sie,  um  ihi 
lierciteii,  80  oder  dO  Jahre  existiren  zu  la»)ten,  so  nüre  das  ein 
«rhnrmticher  Plan""  (—das  Problem  «vare,  wie  er  sieh  ein  ande- 
res  Mal  eusdrackte,  Kchofel  gelöst)-  —  ,...0b  die  Seele  80  Jahre 
oder  80  Millionen  Jahre  lebt,  wenn  sie  einmal  untergehen  soll, 
«o  ist  dieser  Zeitraum  doch  nur  eine  Galgenfrist.  Endlich  nürd» 
es  vorbei  sein  loüssen.  Man  vtird  daher  zu  der  Ansieht  gedrangt, 
für  die  ohne  eine  streng  wissenschaftliche  Begründung  so  vieles 
Andere  spricht,  dass  neben  dieser  oialeriellen  Welt  noch  eino 
andere  zweite  rein  geistige  Weltordnung  existirt,  mit  ebenso  viel 
Mannigfaltigkeiten  als  die,  in  der  wir  leben  —  ihrer  sollen  wir  theil- 
bafliaj  «erden.""  —  Dieses  himmlische  Bewusstsein  hat  seina 
Seele  getränkt  und  genährt  bis  zu  jener  stillen  Mitternacht,  in  der 
sein  Auge  sich  für  ewig  schloss." 

Ah^ichllich  haben  wir  die  religiöse  Seite  des  grössten  Mathe- 
matikers und  INaturforschers  der  neuesten  Zeit  hier  bestimmtei 
hervorgehoben  und  stellen  sie  gegenüber  den  namentlich  für  die 
Jugend  leicht  so  verderblich  werden  könnenden  Ansichten  einer 
gewissen  Klasse  heutiger  Naturforscher,  die  gegen  einen  Gausa 
nur  wie  Milben  gegen  den  Adler  erseheinen.  Wer  selbst  solche 
Ansichten,  die  Gauss  im  Leben  leiteten  und  stärkten,  tief  in 
seinem  ßusen  trägt,  wird  sich  durch  die  obige  kurze  Schilderung 
des  grossen  Mannes  in  seinem  Glauben  zwar  nicht  noch  mehr 
gekräftigt  —  denn  der  Autoritäten  bedarf  das  wahrhaft  tiefe  reli- 
giöse Bewusstsein  wabrliclt  nicht  —  aber  doch  in  allen  Beziehun- 
gen gehoben  fühlen,  namentlich  jener  Klasse  heutiger  Naturfor- 
scher gegenüber,  -die  so  gern  das  Göttliche  and  Geistige  in  den 
Staub  ziehen  und  lediglich  an  die  Materie  ketten  inr)chten.  Da- 
her durfte  die  religiöse  Seite  des  grossen  Mannes  in  einer  Zeit- 
schrift, wie  die  vorliegende,  welche  vorzüglich  auch  der  Förde- 
rung des  Jugendunterrichls  sich  widmet,  nicht  unberücksichtigt 
bleiben.  G. 


Mathematischer   und    physikalischer   Unteriicht. 

Die  Leser  des  Archiv'»  werden  es  uns  gewiss  Dank  wissen, 
wenn  wir  ihnen  die  folgende,  aus  der  Augsburger  allgemeinen 
Zeitung  entlehnte  Notiz  mittheilen,  die  zu  interessant  ist,  als  dass 
sie  nicht  auch  in  einer  vorzüglich  der  Förderung  des  mathemati- 
schen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift  auf- 
bewahrt zu  werden  verdiente.     Unsere  Leser  werden   ans  dieser 
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Regiening    in  Wi«fl 


Motix  «ia  von  der  Kaiserlich  SsteireicbiBcben  Regierung  i 
crriotitetes  Institut  näher  kennen  lernen,  welclieG  cur  wahren  Ffit- 
derung  lies  physilfalischen  Unterriclits  auf  allen  huheren  Lehran- 
stalten gewis«  ungemein  viel  beitraften  wint,  und  xunächot  werden 
namentlich  die  Kaiserlich  ijäterreichiscben  Gymnasien,  ReaUcbu- 
len  u.  8.  w.  ihrer  für  die  F«rdeTün!i  aller  UnteTrichtsHweicre  so  s«hr 
besorgten  Kegierung  gewiss  für  die  Errichtung  dieaeH  Instituts  dea 
wUrmsten  Dank  zollen,  so  wie  namentlich  auch  dafür,  das«  die 
Leitung  diexes  Instituts  in  die  Hjinde  eine«  dazu  in  allen  Bezie- 
hungen so  sehr  hefähii^len  und  auch  für  die  Fürderiin;;  des  malbe- 
malischen  und  physikalischen  Unterrichts  mit  dem  wärmsten  Elf« 
beseelten  Mannes,  nie  Herr  RegiPrungsralh  v.  Ettingshausei 
ist,  gelehrt  Morden  ist.  Aber  nicht  bloss  aus  dem  engeren  Kreise  der 
(genannten  Lehranstalten  wird  der  Kaiserlich  iisterreichischen  Re- 
gierung dieser  Dank  gezollt  werden,  sondern  überhaupt  von  Allen, 
denen  die  Förderung  des  genannten  Unterrichts  wühre  Herzens- 
sache ist.  Das  Institut  spricht  zu  sehr  (ür  sich  seihst,  als  dass 
es  nülhig  wäre,  darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  verlieren.         G. 


Das    pfay^ikaliscbe    Institu 


(4ils  der  allffen 


.ilage 


in   Wien. 
u  JNr.   142.    21.  Mai   1^6.} 


Ein  längst  gefühlter  Mangel  des  deutschen  Gyinnasialunter- 
richts  ist  dem  scharfen  Auge  des  üsterreichiscben  Cultusministen 
Grafen  Thun  nicht  entgangen,  und  er  bat  darum  eine  Anstalt 
gegründet,  die  brauchbare  Gymnasiallehrer  der  Phyeik  erziehen 
soll,  und  diese  Anstalt  einem  Manne,  dem  RegiernngRralh  vun 
Ellingshausen,  zur  Leitung  üliergeben,  der  mit  gleicher  Ueber- 
legenheit  die  speculative,  nie  die  praktische  Physik  beherrscht, 
und  der  vod  dem  eifrigsten  Streben  beseelt  ist,  die  faüchsten  Ab- 
stractionen  der  mathematUchen  Physik  in  ein  gemeinfassliches 
Gewand  zu  kleiden,  nhne  darum  der  Strenge  der  Methode  uod 
der  Schärfe  des  Resultats  etwas  zu  vergeben.  Nach  den  Statu- 
ten, welche  aus  dem  Ministerium  hervorgegangen  sind,  soll  der 
künftige  Gymnasiallehrer  der  Physik  in  dieser  Anstalt  drei  Seme- 
ster verweilen,  um  dort  zu  lernen,  wie  man  einfache  Instrumente 
eigenhändig  darstellt,  wie  man  compliclrte  Apparate  bandhabl 
und  nach  ihrem  Werthe  prüft,  und  endlich  wie  man  eine  selbst- 
ständige  Ufllenmchnn^  anzastellen  hat.  Indem  das  Statut  diese 
Anstalt  den  chemischen,  anatuniischen  und  pb^-si »logischen  La- 
boralorien  zur  Seite  «teilt,  hat  es  dieselbe,  wenn  avch  nicht  roll 
überniSssigen ,  aber  immerhin  mit  reichen  Mitteln  ausgestaltet,  ihr 
eine  mechanische  Weriistütle  «mI  eine  Sammlung  von  feinen  Appa- 
rai««  einverleibt,    und   dem  Vorstände  ansser  dem    nothivefidtgeii 
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Üiensiparsonal  eincD  Mechuiikus  und  atrei  physikalische  Ajwisten- 
ten,  von  denen  einer  mehr  ExperimentatoT,  der  andere  mehr  Ala- 
thematiket  ist,   beigei^eben. 

Diese  Vorscbrtrten  geben  nun  freitich  Zeugnisa  von  grosser 
Einsicht  und  eine  vorlrefflicbe  Uinweitiung  auf  das  Nothwendige, 
aber  sie  bezeichnen  schliesslich  doch  nur  die  Schwierigkeiten,  welch« 
der  Vorstand  zu  überwinden  hat.  Hier  ist  es  nun  das  volle  Ver- 
dienst des  jetzigen  Directors  von  Ettingshausen,  das  fast 
Unglaubliche  niügllch  gemacht  zu  haben;  er  hält  der  Vorschrift 
gemäss  die  Studirenden  ini  ersten  Semester  an,  sich  die  milbige 
Geschicklichkeit  in  der  Behandlung  von  Holz,  Glas  und  Metall, 
aaf  der  Dreh-,  Schleif-  und  Hubclbanic,  vor  dem  Schraubslack, 
dem  Lufhofen  und  Blaslische  zu  erwerben,  um  Thertnnmeter, 
Barometer,  gläserneKugelapparate,  Cylinder  und  Kugeln  aus  HnU, 
Kasten  u.  s.  w.  darzustellen.  Ijedenkt  man  die  nngehenre  Zahl 
von  Handgriffen,  welche  in  so  kurzer  Zeit  eingeübt  uerden  sol* 
len,  so  wird  man  schwerlich  auf  ein  nur  einigermassen  befriedi- 
gendes Resultat  gefasst  sein.  Betritt  man  aber  die  Werksttitts 
und  überteugt  sich  von  den  unglaublich  raschen  Fortschritten  der 
Seminaristen,  so  lernt  man  ai)enso  sehr  den  methodischen  Unter- 
richt, als  die  Lernbegierde  der  lebendig  angeregten  Schaler  he* 
Tvandern,  und  man  nimmt  die  Üelierzeugung  mit,  dass  der  zu- 
kOnTtige  Lehrer  selbst  unter  noch  so  beschränkten  Umständen  im 
Stande  sein  wird,  für  den  Vnrtrag  der  Physik  Anscbanungamit- 
tel  zu  schafften,  die  wenigstens  den  allerdringendslen  Anforderum 
gen  entsprechen. 

Das  zweite  Semester  dient  dazu,  die  gewöhnlichen  Schulex- 
perimente Tnrziiteigen  und  einzuüben.  Hier  lernt  der  znkiinnige 
Lehrer  die  Itedingungen  zum  Glücken  der  Versuche  und  zngleich 
die  einfachsten  und  die  delicatesten  Mittet  der  physikalischen  Ex- 
perimentirkunst  durch  eigenen  Gebrauch  kennen.  Im  letzten  Cur- 
«us  erhalten  je  Kwei  Schüler  die  Aufgabe,  irgend  eine  bcdcu- 
tangsvolle,  Nachdenken  und  Geschick  erfordernde  Arbeit  eine« 
©der  mehrerer  grossen  Meister  der  Physik  eu  uiederbolen,  ivie 
a.  B.  den  Widerstand  flüssiger  Leiter,  die  Intensität  des  thermn- 
elektrischen  Stroms,  des  Erdmagnetismus,  die  ßrechongsespo- 
*«n(en  verschiedener  Lüsungen  u.  6.  w.  zu  bestimmen,  nachdem 
sie  vorher  die  Prüfung  in  der  einschlägigen  Literatur  bestanden 
bähen.  Um  endlich  den  Schlussstein  einzufügen,  hiilt  Herr  von 
Ettingshausen  unentgeltlieh  Vnrtrnge  über  die  Art  und  Weise, 
4ie  schwierigen  und  fundamentalen  SStze  der  Mechanik  durch  so 
einfache  Mittel,  wie  sie  den  Gymnasiasten  XDgKnglicfa  sind,  2^ 
beweisen  und  onschsolich  fainzostellen.  '     '    '- 
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AlScht«  diese  segensreiche  Anstalt  in  Oesterreich  nie  gerii 
gere  Anerkennung  und  Unterstützung  finden,  als  ihr  jetxt  su  Tbeä 
wird,  und  müchte,  was  nicht  miiider  n ü tischen siverth  ist,  diese 
Anstalt  andern  deutschen  Staaten  als  Muster  vorleucbten,  damit 
endlich  die  Mutter  aller  philosophischen  und  pralilischen  >atur- 
wissenscbaften  zu  ihrer  vollen  Geltuni;  und  Ausbreitung  komme. 
Nicht  ohne  Bedeutung  für  den  aus  der  Anstalt  envachsenden 
Nutzen  ist  es  wohl,  dass  die  physikalischen  Enldecki 
nicht  mit  prächtigen  Instrumenten,  sondern  mit  solchen  gemacU 
(Verden,    die  der  Forscher  sich  selbst  zusammen  stückt. 


Polygonometrie. 


I 


Lehrbuch  der  ebenen  Polygonometrie,  als  Vorb«- 
reitungs-Wissenschart  zu  den  Vorlesungen  über  prak- 
tische Geometrie  an  technischen  Instituten  von  Stephan 
von  Krusper,  suppi  Iren  dem  Professor  der  hüberen  Ma- 
thematik und  praktischen  Geometrie  an  der  k.  k.  Jo- 
aepbs-liiduBtrieschule  zu  Ofen.  Mit  27  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  in  Uolzschn.     Ofen.  SchrOpl'er.  1856.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift  hat,  wie  ihr  Titel  schon 
besagt,  hauptsächlich  den  Zweck,  als  Vorhereilungs-VVisseiischart 
zu  den  Vorlesungen  über  Geodäsie  zu  dienen,  dabei  aber  die  Po- 
lygonometrie doch  durchaus  als  selbstsländige  Wissenschaft  dar- 
7.uslellen  und  bei  der  Darstellung  grüssle  wissenschaftliche  Strenge 
und  Allgemeinheit  zu  erreichen ,  zugleich  auch  die  allgemeinen 
Aufgaben  durch  eine  grössere  Anzahl  vollständig  durchgeführter 
numerischer  Beispiele  zu  erläutern.  Wir  glauben,  dass  der  Uert 
Verfusser  diese  Zwecke  recht  gut  erreicht  hat,  und  empfehlen  die 
auf  nur  59  Selten  manches  Lehrreiche  enlhalCende  Schrift  dah«r 
2u  allgemeiner  Beachtung.  Die  verschiedenen  möglichen  Fill« 
hat  der  Herr  Verfasser  bei  den  einzelnen  Aufgaben  überall  sorg- 
fältig zu  unterscheiden  i^esucht  und  einer  besonderen  Behandlung 
unterworfen.  Besonders  hingewiesen  verdient  noch  auf  den  zwei- 
ten Abschnitt  zu  werden,  in  welchem  der  Herr  Verfasser  dei 
praktischen  Anwendung  dadurch  einen  besonderen  Dienst  erweist, 
dass  er  mit  Hülfe  der  Differentialrechnung,  deren  Anwendung  ihm 
der  nächste  Zweck  seiner  Schrift  gestattete,  da,  wie  er  in  der 
Vorrede  sagt,  „die  hüliere  Mathematik  an  allen  technischen  Lehr- 
anstalten der  österreichischen  Monarchie  gelehrt,  an  der  k.  k. 
Josephs-Industrieschule  zu  Ofen  aber  ausserdem  noch  als  ein  Vot- 
studium der  praktischen  Geometrie  angesehen  wird"  den  Einflui 
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untersucht,  n-elchen  Fehler  in  den  BestimmungSBtücken  auf  die 
aus  denselben  gezogenen  Resultate  ausüben ,  bei  welchen  Ent- 
wickeln ni;eii  er  Ins  zu  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  geht.  Eben 
so  verdient  endlich  auch  der  dritte  Abeichnilt  nach  unserer  Mei- 
nung besondere  Beachtung,  weil  der  Herr  VerTasser  in  demselben 
die  Mittel  angiebt,  durch  welche  es  müglich  wird,  in  den  Daten 
begangene  gröbere  Fehler,  die  sich  dadurch  kund  geben,  dass 
aus  den  gegebenen  Stücken  gar  kein  Polygon  niü!>lieh  ist,  anfzu* 
finden  und  ku  verbessern,  ohne  die  ganze  Messung  zu  iviederho- 
len,  nobel  na  tiirlich  auch  die  Cnntrolmessungen  besonders  besprochen 
werden.  Man  wird  aus  disNen  burzpn  Angaben  ersehen,  dass  die 
Schrift  jedenTalU  besonders  rfir  Praktiker  lehrreich  ist  und  den- 
selben vorzugsweise  zur  Bea<:hlung  empfohlen  zu  werden  verdient 


Praktische  Mechanik. 


Die    Besfimn] 
Bogen  mit  Hülfe 
Dr.  W.  Ligowtiki.     Be 
Schrift  für  Bautvesen. 
and  Korn.     Berlin.     4. 
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Die  Anzeige  dieser  verdiensilichen  Ahhandhing,  die  auch  ein 
rein  mathematii^ches  Interesse  darbietet,  i^t  durch  zufällige  Um- 
stände verzrigerl  worden.  Indem  wir  dieselbe  jetzt  nachholen  und 
im  Folgenden  den  Hauptinhalt  angeben,  empfehlen  wir  diei^elbe 
zugleich  der  Beachtung,  namentlich  deshalb,  weil  sie  eine  An' 
Wendung  einer  interessanten  Theorie  der  reinen  Analysis,  näm- 
lich der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen,  auf  einen  wich- 
tigen Gegenstand  der  Mechanik  enthält  und  darin  ihr  Hauptverdienst 
beanspruchen  darf.  Der  Hauptinhalt  ist  folgender:  §.  1.  Einlei- 
tung. Kurze  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen.  (Durch 
Vorausschickung  dieser  Theorie  wird  das  Ver^tändnisB  der  Ab- 
handlung namenilich  für  Praktiker  wesentlich  erleichtert.)  §.  2, 
Anwendungen  der  hyperbolischen  Functionen.  In  diesem  Para- 
graphen giebt  der  Herr  Verfasser  mit  Hülfe  der  genannten  Func- 
tionen eine  kurze  Untersuchung  über  die  Formen  und  Spannungea 
der  nach  irgend  einem  Gesetze  belasteten  Kelten  und  Gewülbe.  — 
J,  3.  Die  Gewülhe  nach  der  Theorie  von  Hagen.  In  diesem 
Paragraphen  folgt  der  Herr  Verfasser,  wie  er  selbst  sagt,  fast 
wörtlich  dem  Vortrage  von  Hagen,  und  ist  nur  in  der  Rechnung 
seinen  eigenen  Weg  gegangen.  —  Angehängt  ist  eine  auch  in  rein 
mathemaliscber   Beziehung  rscht  verdienstliche  TafeJ  der  byper- 
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bolischen  Shiia.  —  Möge  der  Abhandlung  die  Terdiente  I 
hing  SU  Theil  werden ! 
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Die  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  fährt  in  ihren  Publicatiom 
regelmäeeiger  fort  alt«  die  meisten  übrigen  astronomischen  Anstal- 
ten, und  jeder  Band  bringt  einen  neuen  Schatz  von  Beobachtun- 
gen. Dass  sich  der  Director  der  iSternirarte,  Herr  C.  v.  Li  ttrow, 
durch  diese  so  regelmässigen  Publicalionen  um  die  Wissenschaß 
forlivithrend  sehr  verdient  macht,  ist  schon  so  oft  in  diesen  life- 
ratischen  Berichten  hervorgehuben  worden,  daas  es  unnütz  sein 
Hurde,  dnriiber  noch  weiter  ein  Wort  zu  verlieren;  auaserdeni  ui 
es  ja  bekannt  und  anerkannt  genug,  das»  die  regelmässige  Ver- 
8ffen!li<^hnng  der  Beobachtungen  seiner  Sternwarte,  namentlich 
aber  die  so  sehr  verdienstvolle  Herausgabe  von  Piazxi's  Storia 
Celeste,  zu  welcher  im  IXten  Bande  der  Denkschriften  der  mathe- 
matisch-natünrissenschaflüehen  Klasse  der  kais.  österreichischen 
Akademie  der  Wit^senschaflen  Nachtrfige  erschienen  sind  (m.  s. 
Lilerar.  Her.  Nr.  XCIX.  S.  10.).  der  Asironomie  schon  manche 
schöne  Frucht  getragen  hat  (m.  s.  z.  B.  die  schöne  Arbelt  van 
C.  A.  F.  Peters  ober  die  eigene  Bewegung  des  Sirius 
in  den  astronom.  Nachr.  ThI.  XXXII.  S.  9.).  Der  vorliegende 
Band  der  „Annalen"  enibält  die  Beobachtungen  am  Meridian- 
kreise vom  4.  Februar  1^41  bis  14.  Ocfober  1S46.  Wegen  einiger 
Reparaturen  dienten  häufig  das  UniveraaÜnstniment  und  ein  Stein- 
heil'Bches  Miltagsrohr  mit  Fernrohr  in  der  Axe,  über  welches 
letztere  die  Anstalt  durch  die  Güte  des  Eigenthümers  dieses 
Bcböneii  Instruments,  Sr.  Eie.  des  Herrn  Grafen  Franz  Collo- 
redo  -  Wallsee,  verfugte,  für  die  Zeitbestimmungen,  welche 
ihres  zu  speziellen  Interesses  wegen  in  den  Annalen  nicht  mltgc; 
theill  wurden.  Möge  die  Wiener  Sternwarte  mit  diesen  so  aner- 
bennungswerthen  regelmässigen  PubMcalionen  unausgesetzt  fort- 
fahren; der  Gewinn   für  die  Wissenschaft  wird  nicht  ausbleiben- 
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Weil  es  oleht  luelir  inöglldi  fst.  Im  LilerarlsctieD  Berichte  selbst 
nlle  firschelnaugen  der  nemeDtllcb  au  Elenienlar-Bücbero  jelst  so  relcben 
matbematiscben  udi)  physikallscben  Uteralor  zar  Anzeige  za  bringen, 
so  wird  von  diesem  26stea  Bande  an.  olme  den  sonstigen  Inhalt  nnd 
Cmfang  der  Literarlsctien  Bt^rlcbte  dadurcb  im  Geringsten  zn  beeln- 
IrScbtigeo  nnd  zq  sclimalem,  jeder  Nummer  derselben  eine  vollstän- 
dige Bibllograplile  aller  bis  dahin  erscbiencnen  matbemallscbcn  nnd 
pbysIkHllscIien  ScbrlRen  betgefügt  werden,  wudorch  wir,  wenn  die 
betrelTenden  Blätter  gesammelt  nnd  zn  einem  Ganzen  vereinigt  wer- 
den ,  einen  volLsländigeu  L'eberblick  aber  die  gesammte  mattiematlsche 
und  physlkaliscbe  Literalnr  zn  vermitteln  lioffen. 

Der   HeransgebiT  und    Verleger. 
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Oesoliielite  der  nattaematlk  und  Ptifslk. 

Libri,  Galileo  (lalllei.  Sein  Lebeo  und  seine  Werke.  Aus 
dem  FranzilP.  von  F.  W.  Carovi.  2.  Aiteg.  gr.  8".  geh.  Wies- 
baden.    Va  Thir. 

H.  Weiseenbnrn;  Die  Prindpien  der  hriheren  AnalysU  in 
ihrer  Entwii'kelung  von  Leibniz  bis  auf  Lagrange,  gr,  8".  geh. 
Halle,    l'/a  Tbir. 

Systeme,  Iielir-  und  WdrterbSeher.  / 

A.  und  A.  Biirgerineiistcr,  Kevision  und  Berichtigung  der 
«treitigen  Lehrsätze  aus  der  niederen  nnd  höheren  Mathematik. 
gr.  8".     Araberg.    2  ThIr.  8  Ngr. 

Pb.  Fischer,  Lehrbuch  der  algebruischen  (jeonietrie,  ebe- 
nen und  sphäriäcben  Trigonometrie  nebst  Polygonometrie.  gr.  8" 
geh.    Darmstadt.    28  Ngr. 

ArtthmetUi. 

H.  B.  Lübsen,  Einleitung  in  die  Infinitesimal- Rechnung  sum 
Selbstunterricht.    2.  Tbl.     gr.  8".     geh.     Hamburg.     1%  ThIr. 


sbuld,    Grundid 
ien.    %  Thir, 
ler    geradlintgi 

i  geomfltrischt 


und 


F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Aritlimetik  für  das  (Jiitergymnasi  u 
2.  Abth.     5.  Aufl.    gr.  8°.     geb.     Wien,     »/a  Thlr. 

A.  Peters,  Arilhmetik  fiir  die  mittleren  Classea  des  Gyi 
nasiiinis.     8".     geh.     Osnabrück.     '/*  ThIr. 

J.  Th.  H.  Rosenberg:  Die  Arithmetik  für  die  Schule  m 
ihre  Lehrer.     L  Abth.     gr.  8".     geh.     Hamburg.     12  Ngr. 

M.  RuhlmanD:  Lagarithmiscb'trigoiioinetrische  und  ande 
für  Rechner  nützliche  Tafeln.    5.  Ausg.    16^    geb.   Leipzig.  16  Ng 

J.  P.  W.  Stein,  All  Ca  ngsg  runde  der  Arithmetik.  5.  Aufl.  t« 
J.  P.  Schmidt,     gr.  8".    geh.     Trier.     %  Thir. 

Geometrie. 

M.  von  Hartmann  Edler  von  Frai 
ren  der  Geometrie.    3.  Atifl.     gr,  8".     geh.     Wien 

Heuser,     Versuch     eine    Kreisfläche    in    eii 
Figur  darzustellen,     gr.  8".     geh.     Essen.     6  Ngr. 

Th.  Himpe,   Leitfaden    Rir  den  Unterricht  in 
Zeichnen,     gr.  8".     geb.     Berlin.     I  ThIr. 

a.  Koppe:    Die  Stereometrie   für  den  Schul 
lerricht.     5.  äuH.     gr.  8".     Essen.     12  Ngr, 

J.  C.  H.  Ludowieg:  Die  elementare  Stereometrie,  zam  Ge- 
brauche für  Schulen  u.  s.  w.  gr.  8".  geh.  Stade  und  Bannoveiu 
IVa  ThIr. 

C.  F.  und  M.  H.  Meyer,  Lehrbuch  der  axonome Irischen  Pi 
jectionslebre.   S.LJef.  gr.  S«.  geh.   Mit  Atlas  in  Fol.  Leipzig.  2  ThIr. 

F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  das  Obergyronasi 
4.  Aufl.     gr.  8".     geh.     Wien.     1%  ThIr. 

E.  Müller;  Die  Flächen-  und  Körperberechnung  für  Ober- 
klassen der  Bürgerschule.     8".     geh.     Coburg.     18  Ngr. 

H.  Pfaff:  Analytisch -geometrische  Beiträge  zur  Lehre  vi 
der  projectivischen  Beziehung,    gr.  8".    geh.    Frankf.  a.M.  %ThM 

F.  Reuter,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  Schul-  nnd 
Selbstunterricht.  I.  Tbl.:  Planimetrie,  gr.8".  geh.  Wismar,   »/a  ThIr. 

C.  H.  Stoevesandt:  Praktischer  Theil  der  zeichneodea 
Geometrie,    gr.  8».     geh.     Berlin.     %  Thli 

Trigonom  etrie  • 

Darapsky:  Ebene  Trigonometrie  mit  ihrer  Antvendung  ; 
Kriegswissenschaft,    gr.  8°.    geh.    Cassel.    "" 

F.  Schaub,  Compendio  di  trigonometria  plana  et  sferici 
Traduzione  dal  fedesko.    Lex.  S«.    geh.    Triesl.    16  Ngr. 

Geodäsie. 

W.  Wäge.  Anteitnng  zur  Curvenabsteckung.    2.  Aufl. 
seh.    Gürlitz.    1  Tbir. 


be- 

oveiu  ■ 

Pro^ 

rhif.  ■ 

ber-  _ 
voW 


geh.   Wie 
Linien -Perspective.  I.Thl.  gr,  8*.,  J 


nteetianlk. 

G.  Decher,    Handbudi    der  ratinneilea  Mechanik.     III.  Bd. 
2.  Lief.     gr.  8».     geh.     Augsburg.     V»  Thir. 

Praktische  Mechünlk. 

A.  V.  Burg,  Lehrb.  der  iVIascbinenlehre zum  Gebrauche  fflrObeT- 
Realscbulen.   gr.S«.  geh.  mit  Atlas  in  qu.  fol.  Wien.  2Thir.  12Ngr. 

A.  G.  Marin,  Elemente  der  Maschinenlehre,    l.  Hälfte,    gr.  S«. 
geh.     Brunn.     Preis  des  vollst.  Werkes  1  ThIr.  24  Ngr. 

J.  Weis  bach,  Lehrbuch  der  Ingenieur- und  Maechinen-Mecti»^  1 
nik.  IThl.:  Theoretische  Mechanik.  3.  Aufl.  1—3.  Lief.  gr.  8«;  j 
geh.     Braunschweig.     l'fa  Thlr. 

Zeitschrift  fär  Mechaniker,  Maschinenbauer  u.  8.  w.  Heraas*-  ] 
gegeben  v.C.  Hartraann.    6.Bd.l.Hft.  gr.  40.  Weimar.    12  »4  Ngr. 

Optik. 

K.  B.  Heller:  Das  djoptrische  Mikroskop,    gr 
16  Ngr. 

J.Wilhelmi,  Anleitung 
geh.    Berlin,    '/a  Thlr. 

Astronaniie. 

Annalen  der  künigl.  Stemnarte  bei  München,'  herausgegeben  J 
von  J.  Lamont.    8.  Bd.    gr.  S».    geh.    München.     1%  Thlr. 

J.  G-  Bühm,  Beobachtungen  von  Sonnentlecken  und  Bestim- 
mung der  Rotationselemente  der  Sonne,    gr.  fol.    Wien.    J%  ThIrJ   1 

J.  G.  Böhm,  Methode,  geographische  Breite  und  Azimut  aal  J 
das  Genaueste  zu  linden,     gr.  4".     geb.     Prag.    8  Ngr. 

G.  Tb.  Fechner,    Professor  Schieiden  und  der  Mond.     8». 
geh.     Leipzig.     2  Thlr. 

J.  A.  Grunert:  Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  mit  beson-' 
derer  Rücksicht  auf  die  Bestimmung  der   Stillstandspunkte    odef  ; 
Stationen  der  um  die  Sonne  sich  betvegenden  Weltkürper.    Lex.  i 
geh.     Wien.     '/^  Thlr. 

K.  v.  Littrow:  Ueber  den  Zusammenhang  von  Flecken  undf  1 
Protuberanzen  der  Sonne.    Lex.  8".    geh.    Wien.    4  Ngr. 

Pfleiderer,  Entwurf  einer  mathematischen  Geographie.  LTbl^r 
gr.  40.     geh.     Stuttgart.     %  Thlr. 

J.G.Schimko:  Die  Planetenbewohncr  und  ihre  verschiedenv  1 
geistige  Vollkommenheit,    gr.  8".   geh.   Olmötz  u.  Wien.    16  Ngr.- 

HFautik. 

F.  üomke:  Nautische,  astrouom,  u.  logarithm.  Tafeln.   2.  Aufl. 
Lex.  Sf>.    Berlin,    geh.  2  Thlr.    geb.  2Vs  Thlr. 

V.  T,  Graefe:  Ueber  Orkane.  FürSeeleute.Sf.geb.Hamb.  12Ngr. 


C.  J.  F.  Peters:  Mathetnntisohe,  [ihyi^ikalische  Geugraphkl 
FMr  Nävi gations schule II  be&rlieit.  '2.  Aufl.  8".  geh.  Wismar.  Y^  Tbll| 

Physik. 

Magnetische  u.  meteoroloß.  Beobachtungen  zu  Prag.  Ueran^ 
l^efteb.  V.  .1.  G.  Bühm  u.  A,  Kuneo.  13.  Jahrg.  gr.  40.  geb.  2%  TU 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1852.  8.  Jahrg.  ReJ 
von  &.  ICrÜnig.     2.  d.blh.     gr.  8».    gefa.     Berlin.     2  Tbir. 

C.  Glasers  topisch- physikalisch  er  Atlas  in  18  Bl.  mit  erlSi|j 
teriideni  Texte.    2.  .\uü.    Uerausgeg.  v.  T.  Bromme.    fol. 
Stattgart,    S'/a  Thir. 

H.  Harn:  Ueber  den  nichtigen  EinRuss  der  Electricität  dtd 
atmosphärischen  Luft  auf  die  lebenden  Urganiemen  etc.  3.  Hffc 
gr.  8°.     Augsburg  und  München.    8  Ngr. 

K.  Hummel:  Physische  Geographie,  gr.  8".  geh.  Gras.  1  ThIr.' 

J.  Müller,  Gruridriss  der  Physik  und  Meteorologie.  5.  A»fl. 
1.  Hallte.  gr.S".  geb.  Braunschw.  Preis  des  volist.  Werke  1%  ThIr. 

Physikalisches  Lexicon.  Von  O.  Marbach.  Fortgesetzt  von 
C.S.Cornelius.     43.  44.  L  fr.     gr.  8".     Leipzig,     ä  Va  ThIr. 

H.  Rßinsch:  Ueber  den  Einlluss  tönender  Saiten  aufdie  Mag- 
netnadel,    gr.  8».     geh.     Speyer.     '/,  Thlr. 

J.  Schabus:  Leichtrasslicbe  Anrungsgründe  der  Naturlehrc 
3.  Aufl.    gr.  80.     geh.     Wien.     1  Thlr. 

J.  Sehabus,  Grundzdge  der  Physik  alsLehrbuchför  die  ob^ 
Klassen  der  Realschulen  etc.  1.  Lief.  gr.  8".  geh.  Wien.  Preis  d 
vollstSndigen  Werkes  2  Thlr.  liNgr. 


F.  Arago 


Termlacbte  Schriften, 

lämmlliche  Werke.     Deutsche  Original- Ausgab« 


Herausgegelieu  von  W.  K.  Haukel.  12  Bd.:  Populäre  Astrontf' 
mie.    'i.  Bd.    gr.  8».    geh.    Leipzig.    21/3  Thlr.    Velinp.  3»/,  Thlr. 

A.  L.  Grelle,  Verzeichniss  des  Inhalte  und  Umfanga  der  Band« 
I  —50  des  Journ.  fiir  reine  und  angewandte  Mathematik,  gr.  4**.  geh,, 
Berlin,    %  Thlr. 

Journal  für  die  reine  u.  angewandte  Mathematik.  HeruusgegebJ 
von  Ä.  L.  Grelle.    öL  Bd.  L  Uft.    gr.  8".    Berlin,    pr.  Bd.  4  Thlt^ 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften^ 
Mathem.naturwissenschafll.  Glasse.  XVII.  Bd.  3.  Hft.  Lex.  8"  geh.  ^ 
Wien.     I  Thlr.  18  Ngr.  ' 

Schriften    über  Unterricht 4 meth od c. 

A.  Wiegand;   Zur  Frage:     Wieist  dörmathematische  Unter-J 
.  geh.  Halle.  V»Thlrjl 


richtaufKeftl schulen  fruchtbar  zumachen?  s 


mathematische 
uDd  physikalische  Bibliographie. 


(F,.bruar  iinil  Mari    igsß.) 

Srsteme,   Lehr-  und  VrjtrterbBcber. 

C.  H.  D.  Buys  Bailot,  Beginselen  en  ^ronden  der  meetkti'n'd^ 
Handleiding  bij  hooger  ondernijs.  2.  druk,  vermarderd  met  de 
drelehoeksnietiiis-     Met  1  pl.     gr.  8".     Utrecht.     2  fr.  40  c. 

C.  Davies  and  W.  G.  Pecb,  Mathematical  Dictionary,  and 
Cyclopaedia  of  IVIathematical  Science.  Roy.  8".  New-York  and 
London.     IS  s.;  sheep  IS  s. 

J.  A.  Matthias,  Leitfa<Ieii  für  einen  beurist.  Unterricht  ia 
der  Elementar -Mathematik.  10.  Aiixg.  1.  u.  2.  Lief.  gr.  8°.  Mag' 
deburg.     Preis  des  vollst.  Werkes  l\  Thir. 

Th,  Wittstein,  Lehrbuch  der  Eiementar-Mathematik.  I.Bd.! 
Arithmetik  und   Planimetrie,    gr.  8".     geh.     Hannover,     l'/^  Thlr. 

ArltlimetUi. 

Brennecke,  Einige  Sätze  aus  den  AnfangsgrüDden  der  Zah- 
lenlehre,    gr.  8".     geh.     Posen  und  Berlin.     %  Thlr. 

Duhamel,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integral-Rechnung 
mit  vielen  analytischen  und  geometrischen  Amveuduiigen.  Deutsch 
von  W.  Wagner.  Mit  in  den  Test  gedruckten  Holischn.  3.  4.  Lief. 
(Schluss.)    Braun  schweig,    ä  20  Ngr.    Das  vollst.  Werk  2  Thlr. 

J.  M.  Duhamel,  Elements  de  Calcul  inßnitesimat.  T.  L  Mit 
6  Taf.     Paris.     Preis  für  das  vollst.  Werk  in  2  Bdn.  4  Tbir. 

\.  Meyer,  Manuel  d'unicours  de  calcul  differentiel.  h\ige. 
8».    5'/a  Thlr. 

J,  Orelli,  Lehrbuch  der  Algebra  (&t  InduatrleKchnlsD,  Gyni< 
Tiasien  etc.     gr.  8^.    geh.     Zürich.     1  Thlr. 

'  F.  Wol  ff ,  Die  algebraische  Analysis  und  die  Differential-  und 
Integral-Rechnung  im  ersten  Lehrgänge,  3,  AuQ.  gr.S**.  geh.  Bert 
lin,     2V4  Thlr  -  .    , 


n  GebraueB^I 


C^eometrle. 

,  Lehrbuch  der  ebenen  tieometrie.    Zum 

gr.  8».    geh.     Erlungeri.     14  Ngr. 

Fr.  ManD,  Die  Geometrie  dargestellt  in  entwickelnder  Methode 

für  huhere  Lehranstalten.  LAbth.:  Planimetrie,  gr.  8°.  geb.  Zürich. 

'22  Ngr. 

C.  Th.  und  M.  H.  Meyer.    Constructire   Aufgaben 
Kegelschnitte,    gr.  8°.    geh.    Leipzig.    1  Thlr. 


i 


r 


Trigonometrie. 

Brennecke,  Trigonometrie.  Fürdas  Bedürfniss  bQherer  Li 
aostslten  bearbeitet,    gr.  8°.    geh.    Berlin.    \  Thlr. 

G,  J.  Verdam,  Hanrlleiding  bij  de  bcoerening  der  spherische 
trigonnmetrie,  met  betrekking  tot  bare  toepasslng  o|>  tfae  mathe- 
matische geographie  en  op  de  spheris(;he  astronamie.  Met  2  git«: 
laande  platen.     2.  dr.    gr.  b°.    Leijden. 

niechanlk. 

S.  Downing,  The  Elements  of  Practical  Hydraulica;  for  thfl 
use  oT  Students  in  Engineering.     London.     8".    2  Thlr. 

J.  Weisbach,  Lebrbuch  der  Ingenieur- und  Mascbioenmecha- 
nik.  I.Tbl.:  Theoretische  Mechanik.  3.  Aufl.  4.S.Lier.  gr.  8».  geb. 
Branuscfaweig.     1  Thlr. 

Praktische  ISeclianUf. 

Mt.  H.  Boye,  A  Treatise  on  Pneumatics;  heiog  the  Pbyaics 
of  Gases  including  Vapours;   confaining  a  füll  Description  of  tbe 
differerit  Air  Pumps,  and  the  Experiments  wbich  raay  be  perfor- 
med  with  them;  also  the  different  Barometers,  Pressure Gaugei 
With  many  Wood  Engravinge.     Philadelphia.     8".    2  Thlr. 

Astronomie. 

Annuaire  de  l'Observatoire  royal  d< 
telet,  directeur  de  cet  Etablissement; 
Bruxellelles.    %  Thlr. 

Annuaire  pour  l'an  1856,  publik  par  le  Bureau  des  Longita- 
des.     Paris.     IG".     10  Ngr. 

Annuario  del  Reale  Osservatorio  astronomica  di  Napoli  per 
l'anno  1856,  o  sia  Almanacco  annuale^  che  contiene  inaltre  parti- 
Golari  tavole  ntili  e  necessaHe  alla  Nautica,  Gnoraonica,  Gengra- 
phia  e  stienze  afGni.     8.    Nap. 

J.  M.  Gillts,  Tbe  United  States  Astronomical  Expedition  to 
tbe  Southern  Hemispbere,  during  the  years  1849,  J8Ö0,  1851,  and 
1852.    Witb  8  maps.    4«.    Washington  and  London.    4  L. 


s  Brnxelles,  par  A.  Qai 
1856.    23.  annee. 
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G.  A.  Jahn,  Der  Komet  von  1856  und  seine  b e Totste b ende 
Wiederkehr,    gr.  8".    geh.    Leipzig.    6  Ngr, 

C.  U.Nicolai,  Wegweiser  durch  den  SterneDhiramel.  4.  Aufl., 
bearbeitet  durch  G.  Jahn.     8«.     geh.     Leipzig.     Va  Thlr. 

W.  üellzen,  Schwerd's  Beobachtungen  von  Circunipolar- 
eternen  in  mittleren  Positionen  1828.  0.  gr.  40.  geh.  Wien,  l'/a  Thlr. 

J.  F.  J.  Schmidt,  Der  Mond.  Ein  Ueberblick  Über  den  ge- 
genwärtigen Umfang  cnd  Standpunkt  unserer  Kenntnisse  von  der 
Oberöäehengestaltung  und  "Physik  dieses  Weltkilrpers.  Nebst  2 
farbigen  Steindrucktareln  und  in  den  Text  gedruckten  Holzschn. 
8°.  Leipzig.  P/a  Thlr.  (Das  Buch  soll  nur  der  Vorläufer  einea 
grUsseren  selenographischen  Werkes  sein.) 

O.  A.  Siebdrat,  Azimuthai-  und  Höhen  Tabellen  für  die  Brei- 
tengrade 48 — 54  und  die  nürdl.  und  südL  Declinafionen  bis  zum 
30.  Grade.  Mit  erläut.  Text  und  mehreren  Hülfetafeln,  gr.  8».  geh. 
Leipzig.     %  Thlr. 

Analytical  View  of  Isaac  Newton's  Principia,  by  Broug- 
ham  and  Routh,     London.    S».     5  Thlr.  18  Ngr. 

Hantik. 

C.  Bremiker,  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollatänd.  Ephemer!- 
deb  und  Tafeln  für  das  Jahr  1838.  Zur  Bestimmung  der  Jiänge/ 
Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astron.  Beobacht. ,  nebst  einer  ge- 
meinfassl.  Anleit.,  wie  die  erforderl.  Rechn.  anzustellen  sind.  Unter 
amtlicher  Leitung  herausgeg.  [7,  Jahrg.]  gr.  8".  geh.  Berlin,  y^  Thlr. 

The  American  Ephemeris  and  Nautical  Almanac,  For  the  year 
1856.  Publishedby  authority  of  thesecretaryof  thenavy,  Washing- 
ton.  4«     4  Thlr. 

Physik. 

Abbandlungen  der  kilnigl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin.  Aus  dem  Jahrg.  1854.  1.  Suppl.-Bd.  A.n.  d.  T.  Darstellung 
der  Wärme-Erscheinungen  durch  fünfläg.  Mittel  v.  1782—1855  v. 
H.  W.  Dove.    gr.  fol.   geh.     Berlin.     3  Thlr. 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Herausgegeben  v.  J.  C.  Pog- 
gendorf.  Jahrg.1856.  Hft.  1.  gr.80.  Leipz.  Preis pr. Jahrg. Ö'/a Thlr. 

Ant.-Cäsare  et  Edm.  Becquerel,  Trait^  d'electricite  et 
de  magnetisme  et  des  applications  de  ces  scieuces  ii  la  chimie, 
ä  la  Physiologie  et  aux  arts.  Tome  III".  Magnetisme  et  ^lectro-mag- 
nötisme.  Mitl3Taf.  Paris.  2%  Thlr.  (I.  u.U.  Bd.  gleichf.  ä2y3Thlr.) 

A.  Bravais,  Sur  les  observations  des  Nuages  et  des  Vents 
faites  en  1838  et  1839  par  les  membres  de  la  Commission  scientn 
fique  du  Nord.     Mit  1  Taf.     8".     geh.     Paris.     2  Thlr. 

C.  S.  Cornelius,  Die  Lehre  von  der  ElectricitSt  und  dem 


Magnetismus.    Versuch  einer  tbeoretischen  Ableitung  der  gesamm- 
teil  magnetisch,  u.  electrisch.  Erscheinungen.  Leipzig.  8".  l'/g  Thir. 

F.  E.  J.  Ciflger,  Grundzfige  der  Physik  als  Leitfaden  für  die 
mittlere  physikaL  Lehrstufe.    4.  Aufl.    gr.  S«.    geh.    Erfurt.   Ya  ThIr. 

J.  Frick,  Die  physikalische  Technik  oder  Anleitung  zur  An- 
stellung von  physikalischen  Versuchen  U.S. IV.  2.  AuD.  gr. 8*.  geh. 
Braun  schweig.    2Va  ThIr. 

K.  Fritsch,  Ueher  die  Voraushestimmung  der  Lufttempera- 
tur aus  dem  Verhalten  des  Barometers.    Lex.  S''.  geh.  Wien.  4Ngr. 

Galilei.  Le  Opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  edicione 
vompleta  condolta  sugli  auteiitici  raanoscritt]  Palatini  e  dejicata 
A.  S.  A.  J.  e.R.  Leopolde  IL,  Granduca  dl  Toscana.  Tomi  XIII. 
e  XIV.     Firenze.     S'A  Thlr. 

VV.  Haidinger,  Ein  optisch -mineralogischer  Aiifscfaranbe- 
Goniometer.     Lex.  8".     geh.     Wien.    4  Ngr. 

R.  W.  Knochenhauer,  Ueber  die  gemeinsame  Wirkung 
zweier  electrischer  Strüme.     Lex.  8".     geh.     '/j  Thlr. 

Pouillet,  EUments  de  physiijue  experimentale  et  de  m^t^o- 
rologie.  Ouvrage  autorise  par  le  conseil  de  l'instruction  publique. 
7.  idit.  2vol8.  detexte  et  1  vol.  deplanchesavec40  pl,  in  4".  In  8*. 
Paria.     18  fr. 

A.  de  la  Rive,  Traitä  d'Electricitd  th^urique  et  appliquto. 
Tome  %  Paris.  3  Thlr.  (Das  Werk  wird  in  3  Bdn.  ä  2>/s  Tblr. 
vollständig  sein,) 

Termbschte  Schriften. 

Fr.  Arago,  Ouvres  coiupUles,  puhli^s  d'apr^a  son  ordre  soos 
1a  direction   de   J.  A.  Uarral.     Tome  V.     Paria.     S".     2Va  Thir; 
(Notices  scientifiques.  Tome  2.  —  Machines  a  vapeur,  chemins  i 
fer,  telegraphes,  chaux  et  mortiers  hydrauliqaes,  navigatioo.) 

Manuets-Roret,  Nouveau  Manuel  de  mathrimaliques  appliqn^esj 
par  Tom  Richard.     Nouvelle  tidition.     In  18V.     Paris.     3  fr. 

Melanges    math^matiques   et   astrononiiques    tires    du   bnllettn 
physico-matfaematique  de  l'academie  imp.  des  sciences  de  St  Pe-  i 
lersbourg.     Lex.  8**.     geh.     Petersburg.     17  Ngr. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  in  Torino  che  con-l 
tienne:    classe  di  Scienze  üsiche  e  matemaliche.    T.  XV.    Torino.' 

Sitzungsberichte  der  kais.  Akad.  der  Wissenschaften.    Mathei 
naturwisB.  Classe.  XVII.  Bd.  3.  Hft.  Lex.  8«.  geb.   Wien.  %  Thlr. 

Unterhaltungen  im  Gebiete  der  Astronomie,    Geographie  und  | 
Meteorologie.    10.  Jahrg.    Ko.  1.    gr.  8*».   Halle.    Preis  Oir  den  vollst 
Jahrg    3  Thlr. 
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Mathematische 
nnd  physikalische  Bibliographie. 

III. 


(April  und  Mai  lb56.) 

filysteme«  üehr-  und  ÜVörterbüciier. 

A.  S.  de  Monti'errier,  Encyeiopedie  mathämatique  ou  Ex- 
position complete  de  toutes  les  branchcs  des  mathematiques  d'apr^s 
les  principes  delaphÜosophie  des  mathematiques  deHo^n^Wronski. 
['■«Partie.  Mathematiques  pures.  T.  1*^.  8^.  geh.  Paris.  (Das  Werk 
Moll  in  4  Bänden  oder  20  Lieferungen  ä  15  Ngr.  vollst,  erscheinen.) 

Arithmetik. 

D.  ßierens  de  Haan,  Tables  d'intägrales  definies.  Publikes 
par  l'Academie  Royale  des  Sciences  a  Amsterdam.  Premiere 
partie.  4^.   Amsterdam.   2Thlr.  !28Ngr. 

E.  Heis,  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
allgem.  Arithmetik  und  Algebra.  7.  Aufl.    gr.  S^.   geb.  Guln.  1  Thir. 

C^eometrie* 

H.  V,  Bose>  Die  zeichnende  Geometrie  als  Vorschule  für  das 
Studium  der  Geometrie  etc.   2.  Aufl.    8^.   cart.   Dresden.    %  Thlr. 

F.  Mocnik,  Geometrische  Anscbanungslehre  fü'r  das  Unter- 
gymnasium.   2.  Abth.    2.  Aufl.    gr.  8^.    geh.    Wien.    %  Thlr. 

C.  H.  Stoevesandt,  Praktisch- theoretisches  Handbuch  der 
zeichnenden  Geometrie 9  Ausmittelung  u.  Schiftung.  2  Abtheilungen, 
gr.  8».    geh.    Mit  Atlas  in  gr.  fol.  in  Mappe.    Berlin.    3  Thlr. 


F.  Znrer,  Einige  Bemerkungen  zu  det  Theorie  des  geradli- 
nigen  Dreiecks,     gr.  4".     geb.    Ellnangen  d.  Tübingen,     3%  Ngr. 


Trl^noiD  etri  e. 

W.  Brennecke,  Trigonometrie.  Für 
rer  Lehranslaiten  bearbeitet.  Mit  75  in  de 
guren.     Berlin.    8".     20  Ngr. 


das  Bediirrniss  h&lie- 
I  Text  gedruckten  Fi- 


fieodUsEp. 

Puiile  (d'Amiens),  Corso  coni]ileto  d'Agrimensura  elementare 
teorico-)iratica  contenente  le  Nozioni  irjdi»[)etisaliili  di  Geometrin, 
i  principü  fondamentali  d'Agrimensurii,  il  rilevamento,  l'Aquerello 
e  terminazione  dei  piaiii ;  la  livellazinne  e  quiinto  concerne  lo  sraro 
e  trasporto  delle  terre  come  pure  nn  grande  e  progressiv»  numeto 
di  prnblemi.  1°  versione  italiana  d'un  Ingegnere  |>iemontese.  12". 
Mit  8  Tafeln.    Torino.     1%  Thir. 


niertaanlh. 

,  Traitö  de  Mecaniq 


i'b.   Delaunay,  Tratte  de  iVlecanique  ralionellp.     Paris.     Vf. 
2«/3  ThIr. 

B.  Garcet,  Elements  de  mecanique,  ä  l'uaage  des  candiilals 
h  l'Ecole  pölylechniqiie  pt  ä  l'Ecolt    normale;    rddig^s  confurra^- 
raent  au  [irogramme  prescrit  par  arrele  du  2fi.  janvier  1853. 
tie.    8".     Paris.    5  fr. 


B.  W.  Carpenti 
lllustraded  by  343  Wc 


Optik. 

r,    Tbe    Microscope    a 
od  Engravings.     Londoi 

Astronomie. 


its    RevelatipDS. 
S".    5  Thli 


G.  B.  Airy,  Sis  Lectures  on  Astronomy ,  delivered  in  tbe  Mee- 
tings nf  Ibe  Friends  of  Ihe  Ipsivich  Museum,  at  fbe  Temperance 
Hall,  Ipswich,  in  March  IS4S;  with  Inlroduction.    3.  editlon.    Lon- 


Annuaire  de  i'Observatoire  royal  de  Bruxelles,  par  A.  Qne- 
telet.     1856.     23«  annee.     Bruxelles.     32°.     20  Ngr. 

Connaissance  des  tenips  ou  des  mourements  Celestes,  h  iWage 
des  astrcinonies  et  des  navigaleurs,  pour  I'ati  1858,  publice  par 
le  bureau  des  longitudes.     8».     Paris.     I  ThIr.  20  Ngr. 

P.  A-  Hansen,  Auseinandersetzung  einer  zneckmässigen  Me- 
thode zur  Berechnung   der  absoluten   Stiirungen   der  kleine 
nelen.     gr.  8«     geh.     Leipzig.     1%  ThIr. 


L.  M.  Lewisohn,  Geschichte  undSyeleni  des  jiMischen  Ka- 
lenderwesens.  Nach  den  besten  Quellen  bearbeitet.  Mit  7  Ta- 
bellen versahen.  8".  geh.  lieipzig.  (Bildet  einen  Theil  der  „Schrif- 
ten, herausgegeben  vom  Institute  zur  Forderung  der  israelitischen 
Literatur.     Erstes  Jahr:    1835—1856.") 

Astronomische  Nachrichten,  herausgegeben  von  C.  A.  Peters. 
No.  1009.  od.  43.Bd.Ko.l.  gr.  8«  Allona  u.  Hamburg.  Preis  för  den 
vollständ.  Bd.     5  Thir. 

G.  de  Pontf^coulant,  Theorie  anatytique  du  Systeme  da 
innnde.  tf"  edit.  considärablement  augmentee.  2  vol.  8".  broch. 
Paris.     6  Thlr. 

Ü.  J.  Le  Verrier,  directeur  de  l'Observatnire,  Annales  de 
rObservatoire  imperial  de  Paris.  T-  I.  Contient  les  observations 
faites  en  IS53.     4«.     Paris.     9  Tblr. 

Srnntik. 

Annnario  maritimoper  ranno]856  compilato  dal  Lloyd austrlacn. 
VI.   Annata.     gr.  Efl.     geh.     Triest.     1'/,  Thlr. 

F.  ,1.  Stamkart,  Over  de  afHijkingen  van  het  borapas,  voorl- 
cebrai^t  door  de  .-lantrekking  van  het  scheeps-ijzer.  Uilgegeven 
door  de  Kon.  Akad.  van  ivetenschappen.    4".    Amsterdam.  ir.20c. 

J.  C.  Tuien,  Die  Deviation  der  Corapa^nadel.  In  das  Deutsche 
überfragen  von  H.  Graff.     sjr.  8".     geh,     Stettin.     U%  Ngr. 

Viel,  Cours  de  trace  et  de  calculs  de  deplacenient  et  de  sta- 
bilite  hydrostatique  des  bätiments  de  mer.  Mit  29  Taf.  8*>.  geh. 
Paris,     5  Thlr. 

Physik. 

H.  Berghaus,  Grundlinien  der  physikalischen  Erdbeschrei- 
liung.    2.  Ausg.     br.  8".     geh.     Stuttgart.    27  Ngr. 

A.  Bravais,  Historique  des  hypotbeses  faites  eur  la  nature 
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B.  A.  Erdmanu,  Die  örtliche  Antvendung  der  Electricität  in 
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C.  A.  Aodersohn,  IVlinimi-Arithmetik  für  Barnen  i  Folksko- 
ler.    Facit   Tabeller  medfülja  iserskililt.    LinkOping.    12". 

Fürsiik  tili  Läroboki  Arilmetiken  eller Siffer-Räkncläran,  med 
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F.  Hofmann,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik 
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nebst  Resultaten  8  Ngr. 

De  qaantitatum  algebraicaniin    nniver^a  vi  atque   natura  coni- 
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denliladh.    4".    Oestrosundiae. 
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A.  von  Ettinghaiisen,  (Iber  die  neueren  Formeln  fiSr  das 
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fingen.     25  Ngr. 
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E.  Roche,  Memoire  sur  le  mouvement  du  p^ri^ee  Innaire  et 
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Practical  Tables  fortbe  Reduclion  of  Mahomelan-Dates  to  tbe 
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üTantih. 

G.  E.  0£r  J.  P.  Tnxen,  Laerebog  i  Navigationen  med  tilborende 
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C.W.  Weber,  Die  EiUBtebung  des  Grnodeises  nach  Erfah- 
rungssätzenu.pbysikal.Regelri erläutert.  gr.S".  geh,  Dresden.  5Ngr. 
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Babinet,  Etudes  et  Lectures  sur  les  Sciences  d'observation 
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G.  Gallo,  Introduzione  alla  meccanlca  ed  alla  tilosofia  detia 
natura.     Vol.  1.  fasc  1—5.     8".     Torino.     2  ThIr. 

Chr.  Hansteen,  Den  niagnetiske  Inrlinations  Forandring  i 
den  nordlige  tempererte  Zone,     4".     I  ThIr. 

R.  Kohlrausch  und  W.  Weber,  Electrodynamiscbe  Moass. 
bestimmungen ,  insbesondere  Zurückfübrung  der  Slromintensitäts' 
Mesanngen  anf  mecban.  Maas.     gr.  4",    geh.     Leipzig.     16  Ngr. 

Physikalisches  Lexicon.  Begonnen  von  O.  Marbach,  fart- 
ges.  V.  C.S.Cornelius.  2.  Aufl.  45.  46.  Lief.  Lex.S".  geb.  Leip- 
zig.     ä  »/a  ThIr. 

C.  F.  Naumann,  Elemente  der  theoretischen  Kryslallograpfaie, 
Mit  86  eingedruckten  Holzschnitten.     8".     Leipzig.    3  Tbir. 

Nomos:  An  Attenipt  to  Demonstrate  a  Central  Physicai  Law 
in  Nature.    Post  S.    London,    cloth.    6  s.  7  d. 
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2.  rerb.  Aufl.     gr  S",     geh.     Bfünn.    24  Nf;r. 
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Post  S.     Edinburs-h  and  London,     dotb.    3  s.  6  d. 

W.Stein,  Uie  Natarwissenschaften  in  ihren  Beziehungen  zu  den 
materiell,  u.  geistigen  Interessen  der  Menschheit.  8".  Dresd.  T'/a^jr, 

Verzeichniss  chemischer,  pharniaceut.,  physikalischer,  meteo- 
rologischer u.«.«.  Instrumente,  Geräthsc haften  u.  Apparate!.  W.J. 
Hohrbeck,F«.Luhme&Comp.  inBerlin.  Berlin,    gr.  8»     20  Ngr. 

Verzeichn.  der  physikal.,  chemisch,  u.a.  Instrumente  u.  Apparats 
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A.  Wagner,  Agrege  ik  l'Unirersite  de  Gand,  Notice  sur  uii 
monument  mtiteorotogique  r^cemment  decnuvert  eii  Phrj'gie.  In  4**. 
avec  1  pl.  (Estr.  du  T.XXVH.  des  mämoirs  cour,  des  savaots  ätran- 
gers.)   Bruxelles.    12  Ncr. 
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Journal  für  die  reine  und  angeivaudte  Mathematik.  HerauGgegeb. 
T.A.L.Crelle.  52.Bd.  1.2.Hrt.  gr.4'».  Berlin.  Preisför4Hfte.4Th!r. 

Fr.  Arago,  Sämmtliche  Werke.  Mit  einer  Einleit.  v.  Alex. 
V.Humboldt.  Herausgeg.  v.  W.  G.Hankel.  5.  Bd.  Mit  eingedruck- 
ten HoUschn.  8».  geh.  Leipzig.  IThlr.25Ngr.  (Enthalt.:  Wissen- 
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Anfforderuai^. 

'  Leider  miiaite  im  vorigen  Jaliro  die  Veri^nnimlung  der  tleulicfaen 
Nulurfiimcher  lind  Acnte  in  Wien  wegen  der  dort  mil  gmiaer  Heflig- 
Iieit  anfgetrelenen  Cholera  auf  diu  gegonwärtigo  Jahr  veringt  werden 
(m.  «.  die  Ankündigung  der  Herren  Geichäftaführor  der  32.  \  eriamra- 
luDg  deutscher  Naturftiracfaer  und  Aeizle,  der  Herren  Prnfeiancen  Ufrtt 
god  Schrötter,  im  Literar.  Ber.Nr,  VCVII.S.  IC.).  Daher  ginube  ich 
meine  Aufforderung  im  Lilerar.  Her.  Nr.  XCVI,  S.  4.,  dsaa  auch  recht 
tiele  Malhematiker,  Astronomen  und  mathcmattiche  t'lijiiker  «ich  in 
dieiem  Jahre  in  Wien  einfinden  mürhiea,  jeut  wiederhulen  lu  dürfen. 
Indem  ich  im  Uebrigen  auf  die  angeführte  Nummer  dei  liiterariiclien 
Bericht!  (u  verweisen  mit  erlaube. 

GreifsWHld  den  1.    Juli    I8^li.  Dur    II  «rauage  b  er. 
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